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Ueber die Zerlegung der Ideale eines Zahlenkérpers in 
Primideale. 


Von 


Daviw Hireert in Kénigsberg i. Pr. 


Die Grundlage fiir die Theorie der algebraischen Zahlen bildet 
der Satz, dass jedes Ideal eines Zahlenkérpers auf eine und nur auf 
eine Weise in Primideale zerlegt werden kann. Dieser Satz ist zuerst 
von R. Dedekind*) allgemein ausgesprochen und bewiesen worden. 
Kinen zweiten wesentlich hiervon verschiedenen Beweis gab L. Kro- 
necker**), Die vorliegende Abhandlung enthalt einen neuen Beweis***) 
dieses Satzes. 

Es sei ein beliebiger Zahlenkérper vom m'" Grade vorgelegt; dann 
stelle ich folgende Definitionen auf: 

Kin unendliches System von ganzen algebraischenZahlen a,, a,,... 
des Kérpers, welches die Higenschaft besitzt, dass eine jede lineare 
Combination %,a, + x,a, + +--+ derselben wiederum dem Systeme 
angehért, heisst ein Ideal j des Korpers; dabei bedeuten x,, x., . 
beliebige ganze algebraische Zahlen des Korpers. Sind a@,,..., Gm 
solche m Zahlen des Ideals j, durch deren lineare Combination unter 
Benutzung ganzer algebraischer Coefficienten alle Zahlen des Ideals 
erhalten werden kénnen, so setze ich kurz 


j = (@,,-.+) Gm). 
Wie leicht gezeigt werden kann, giebt es im Ideal j stets m Zahlen 
a1,...+,@ von der Art, dass eine jede Zahl des Ideals gleich einer 
linearen Combination derselben von der Gestalt kyo: +--+ + kag 
ist, wo k,,...,4, ganze rationale Zahlen sind. Die Zahlen aj,...,a, 
heissen eine Basis des Ideals j. 


*) Vorlesungen iiber Zahlentheorie von Dirichlet. Supplement XI. 
**) Grundziige einer arithmetischen Theorie der algebraischen Grdssen. 
Crelle, Bd. 92. ; 
***) Den Gedankengang dieses Beweises habe ich in der Versammlung der 
deutsehen Mathematiker-Vereinigung Miinchen 1893 vorgetragen. 
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Ein Ideal, welches alle und nur die Zahlen von der Gestalt xy 
enthilt, wo x jede beliebige ganze Zahl des Kérpers darstellt, heisst 
ein Hauptideal, und wird mit (4) oder auch kurz mit 9 bezeichnet. 

Eine jede Zahl « des Ideals j = (a,,..., @m) heisst congruent 0 nach 
dem Ideal j oder in Zeichen: 

“=U (j). 
Wenn alle Zahlen eines Ideals f congruent 0 nach j sind, so heisst 
das Ideal f congruent 0 nach j oder in Zeichen 

r=0 (j). 
Offenbar ist jedes Ideal j congruent 0 nach dem Ideal 1 und nach dem 
Ideal j selbst. 

Ein von 1 verschiedenes Ideal », welches nach keinem anderen 
Ideal ausser nach 1 und nach sich selbst = 0 ist, heisst ein Primideal. 

Wenn man jede Zahl eines Ideals j = (a,,..., @») mit jeder Zahl 
eines zweiten Ideals f = (8,, ..., 6) multiplicirt und die so erhaltenen 
Zahlen linear mittelst beliebiger ganzer algebraischer Coefficienten com- 
binirt, so wird das so entstehende neue Ideal das Product jener beiden 
Ideale genannt d. h. in Zeichen 


jf = (@,B,, ~~~, OmBy, . . -) & Bry. 2 + mB). 
Ein Ideal y heisst durch das Ideal j theilbar, wenn ein Ideal f existirt, 
derart, dass r = jf ist. Ist r durch j. theilbar, so ist ry == 0 nach dem 
Ideal j. 


1. Ein Ideal j kann nur nach einer endlichen Anzahl von 
Idealen = 0 sein. 

Zum Beweise bilde man die Norm a einer beliebigen Zahl @ des 
Ideals j; "ist dann etwa f ein Ideal, nach welchem j = 0 ist, so muss 
offenbar auch a =O nach f sein. Die » Basiszahlen von f seien von 
der Gestalt 

key @, + hig @g + + +> + hin @,, 


Kini @4 +- king @ -|- ie es + Knn@n, 


WO @,,..-, @, eine Basis der ganzen Zahlen des Koérpers und wo 
Kyy, yoy +++) Kun ganze rationale Zahlen sind. Bedeuten hij, kis, . .., Kan 
beziiglich die kleinsten positiven Reste der Zahlen, k,,, ky), ..., kna 
nach dem Modul a, so wird 


= (Kix @, a salle ios aa Kin@,, > Kins 4 + 2 va + knn @p) 
= (hii @y +++ + hin@n, ++ +, Kar 1 ++ +++ Kin@a, @) 


und diese Darstellung des Ideals f lasst unmittelbar die Richtigkeit 
der Behauptung erkennen. 
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2. Ein jedes von 1 verschiedene Ideal j ist =0 nach mindestens 
einem Primideal y. 

Denn falls j nicht schon selbst ein Primideal ist, so giebt es ein 
von j und von 1 verschiedenes Ideal j, nach welchem j= 0 ist. Es 
sei ferner j, ein von 1 und von j, verschiedenes Ideal, nach welchem 
j, = 0 ist; j, eim von j, und 1 verschiedenes Ideal, nach welchem 
j, = 0 ist u.s. f. In der Reihe j, j,, j,, js,... ist jedes Ideal =O 
nach allen folgenden Idealen. Ueberdies sind simmtliche Ideale dieser 
Reihe unter einander verschieden. Denn die Annahme j, =j,, r >s 
hitte j,== 0 nach j, und mithin auch nach j,, zur Folge; da jedoch 
auch j,1==0 nach j, ist, so wire nothwendig j,: = j, und dieser 
Umstand widerspricht der Voraussetzung. Nach Satz 1 bricht die Reihe 
dieser Ideale j, j,, jo) {3, +--+ ab. Das letzte Ideal ist ein Primideal. 

Der eben bewiesene Satz kann auch, wie folgt ausgesprochen 
werden. 

Wenn ein Ideal nach keinem Primideal = 0 ist, so ist es das 


Ideal 1. 


3. Wenn das Product jf zweier Ideale j und f = 0 ist nach einem 
Primideal », so ist entweder j == 0 oder f = 0 nach dem Primideal y. 

Ist etwa j nicht =O nach y», so bestimme man eine Zahl « des 
Ideals j, welche nicht =0 nach y ist. Ferner bilde man aus p= (zj,...,2,) 
durch Hinzufiigung der Zahl @ das Ideal (a,,..., m,, @). Dieses 
Ideal ist offenbar weder nach » noch nach irgend einem anderen Prim- 
ideal = 0 und folglich nach Satz 2 gleich dem Ideal 1, d. h. 


1 = x*a + %,%, +++: + %,Z,, 
WO %,%,,..., % geeignet gewiihlte ganze algebraische Zahlen des 
Koérpers sind. Die erhaltene Gleichung lautet als Congruenz ge- 
schrieben: 1 == xe nach dem Primideal ». Bezeichnet nun # irgend 
eine Zahl des Ideals f, so ist nach Voraussetzung af =0 nach yp. 
Und hieraus folgt nach Multiplication mit « die Congruenz 6 = 0 
nach dem Primideal y. 

4. Wenn ein Ideal j= 0 nach einem Hauptideal (y) ist, so ist 
j durch (y) theilbar. Aus yj — yf folgt nothwendig j = f. 

In der That, da alle Zahlen des Ideals j = (@,,..., @m) durch die 
Zahl y theilbar sind, so kann man ae, = 4f,,...-, Gn = 1B, setzen 
und hat dann j = (y) (8;,...-, Bn). Ist ferner yj =0 nach yf, so 
folgt nach Division durch die Zahl y, dass j==0 nach f ist. Da 
wegen 4f=0 nach yj in gleicher Weise auch f =0 nach j ist, so 
folgt nothwendig j = f. 


5. In einem jeden Primideal » giebt es stets eine rationale Prim- 
zahl p von der Art, dass eine jede andere ganze rationale Zahl des 
Ideals » diese Primzahl p als Factor enthilt, 


i* 
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Zum Beweise nehme man die Norm a einer Zahl von » und 
zerlege a in seine rationalen Primfactoren. Fasst man diese als Haupt- 
ideale auf, so ist nach Satz 3 einer derselben etwa p = 0 nach dem 
Primideal ». Giibe es nun in » noch eine ganze rationale Zahl 6, 
welche nicht durch p theilbar wire, so bestimme man zwei ganze rationale 
Zahlen ry und s derart, dass 1 —rp- sb ist; hieraus wiirde 1 =0 
nach » folgen, was nicht méglich ist. 

Nunmehr nehmen wir zunichst an, dass der vorgelegte Zahlen- 
kérper ein Galois’scher*) Kérper sei; dann wird aus jedem Ideal des 
Kérpers jedenfalls wieder ein Ideal des nimlichen Kérpers entstehen, 
wenn wir in jenem Ideal statt einer jeden Zahl eine conjugirte Zahl 
einsetzen. Sind inmsbesondere alle aus einem vorgelegten Ideal a auf 
diese Weise entstehenden »—1 conjugirten Ideale mit dem vorgelegten 
Ideal a identisch, so nenne ich das Ideal a ein ambiges Ideal. Dieser 
Begriff des ambigen Ideals ist ein wesentliches Hilfsmittel meines Be- 
weises. Von einem ambigen Ideal gilt der Satz: 


I. Wenn ein ambiges Ideal 1»=0 nach einem Primideal y ist, 
1 


so sind alle Zahlen von a durch p” theilbar, wo p die zu » gehirige 
Primzahl bedeutet. 

In der That, wenn «@ eine Zahl des Ideals a ist, so gehéren auch 
die zu @ conjugirten Zahlen dem Ideal q an; dieselben sind folglich 
simmtlich == 0 nach dem Primideal ». Nun sei 


a® + a,0°-1 + a,a"*-+.--+ a, =0 
die Gleichung n'*" Grades mit ganzen rationalen Coefficienten a, , ay, ...,n 
welcher die Zahl « geniigt. Diese Coefficienten sind als homogene 
Functionen der Wurzeln der Gleichung ebenfalls = 0 nach dem Prim- 
ideal y und mithin nach Satz 5 durch p theilbar. Die Zahl Bp = * 


1 


. 
geniigt der Gleichung 
n—1 n—2 
" a gn—1 a 4 = a, 
r+sr B" + oP" ¢ oo ae 


und da die Coefficienten dieser Gleichung simmtlich ganze algebraische 
Zahlen sind, so ist auch # eine ganze algebraische Zahl. 


*) Auch Kronecker beweist den Satz von der Zerlegung in Primideale zuerst 
fiir einen Galois'schen Kérper; doch ist es bemerkenswerth, dass fiir die Kronecker’sche 
Schlussweise dieser Gedanke keineswegs wesentlich ist, Vielmehr lisst sich das 
Kronecker’sche Beweisverfahren durch eine geringfiigige Abinderung in der 
Reihenfolge der Schliisse unmittelbar auf beliebige Kérper anwenden. Der s0 
abgeiinderte Kronecker’sche Beweis kommt somit lediglich mit dem Hilfsmittel 
der unbestimmten Coefticienten aus, 
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Ferner lisst sich fiir ein ambiges Ideal leicht die Richtigkeit des 
folgenden Satzes erkennen: 

II. Wenn ein ambiges Ideal 1=0 nach einem Primideal » ist, 
so giebt es immer eine rationale Zahl r von der Art, dass die Zahlen 
des Ideals « durch p’, aber nicht stimmitlich durch eine hihere ganze 
oder gebrochene Potenz von p theilbar sind. 

Zum Beweise wiihle man eine beliebige Zahl « des Ideals a; die- 
selbe geniige der Gleichung n'" Grades 


a” + aa"? + a,a** 4+---+a,=0, 
wo allgemein a; eine ganze rationale Zahl bedeutet, welche durch die 
ganze Potenz p”, aber durch keine héhere Potenz von p theilbar ist. 


: . g 
Die kleinste der Zahlen 4, fr .- = werde ry, genannt, In allen an- 


deren Zahlen «’, @”,..., des Ideals q denke man sich in gleicher 
Weise die zugehérigen rationalen Zahlen r,, r.”,... bestimmt. Da 
die Nenner dieser rationalen Zahlen die Zahl n nicht iibersteigen, so 
giebt es unter ihnen nothwendig eine kleinste Zahl; ist etwa rq diese 
kleinste Zahl, dann erfiillt die Zahl r — vr, die Bedingungen des Satzes. 
Denn erstens sind offenbar simmtliche Zahlen des Ideals a durch p’@ 
theilbar. Zweitens nehmen wir an, es wien simmiliche Zahlen des 
Ideals « durch p*® theilbar, wo FR eine rationale Zahl bedeutet; es 
miissten dann auch die Zahl @ und die zu @ conjugirten Zahlen durch 
p® theilbar sein, und dann wiren die Coefficienten a,, a.,..., @, der 
obigen Gleichung beziiglich durch p*, p?*,..., p"* theilbar. Hieraus 


folgt allgemein 1R <g; oder R <3 , und da r, selbst eine der Zahlen 
9; ' = , , 
z ist, so ergiebt sich R< ry; d.h. die Zahlen des Ideals a sind nicht 


siimmtlich durch eine héhere als die rf Potenz von p theilbar. 

Wir beweisen nun fiir den Galois’schen Kérper der Reihe nach 
die folgenden Siitze: 

Ill. Zu jedem vorgelegten Primideal » lisst sich stets ein Ideal € so 
bestimmen, dass das Product pt ein Hauptideal ist. 

Zum Beweise bilde man die »—1 zu yp conjugirten Ideale 
y,..-, p@-. Wie man durch Uebergang zu den conjugirten Korpern 
leicht einsieht, sind diese Ideale simmtlich ebenfalls Primideale und 
allen gehért die niimliche Primzahl p zu, Das Product apy’... p—» 
ist offenbar ein ambiges Ideal*). Nach Satz II giebt es eine rationale 


*) Bezeichnet man mit p, p’,.,., p”~) die » von einander verschiedenen 
unter den  conjugirten Idealen, so ist auch bereits das Product dieser » Ideale 
ein ambiges Ideal und daher gemiiss der nachfolgenden Beweisfiihrung gleich 
einer gebrochenen Potenz von p, 
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Zahl r = ., wo ¢ und w ganze Zahlen sind, von der Beschaffenheit, 


dass die Zahlen von a durch p”, aber durch keine héhere Potenz von p 
theilbar sind. Das Ideal a” wird folglich durch p* theilbar und der 


Quotient 6 = s ist offenbar wieder ein ambiges Ideal. Wir nehmen 
P 


nun ap, es sei q ein Primideal, nach welchem 6 =0 ist. Da dann 
auch a“ ==0 nach q ist, so miisste nach Satz 3 entweder » = 0 oder 
p =0,..., oder p"—) = 0 nach q sein. Es sei etwa p™ = 0 nach 
q, so wiirde da »™ ein Primideal ist, q = yp™ folgen, d. h. b=0 
nach dem Primideal »™ und folglich miisste nach Satz I das Ideal § 
1 1 

durch p” theilbar sein, d. h. a“ wire durch Pad und folglich waren 
die Zahlen von a simmtlich durch eine hdhere als die re Potenz von p 
theilbar; dies widerspricht der Wahl des Exponenten ry. Aus Satz 2 
folgt somit 61, d. h. a= p*. Setzen wir f=—y'... pe) ge, 
so folgt pf = p*. 

IV. Hin Ideal j{ kann nur auf eine einzige Weise als Product 
von Primidealen dargestellé werden. 

Zum Beweise nehmen wir an, es gebe zwei Zerlegungen des 
Ideals j etwa: 

j=pqr...f, 
j=paqr...V, 
wo p,4,t,-.-,f und p,q, v’,..., U’ Primideale sind. Da wegen der 
ersten Zerlegung das Ideal j = 0 nach py ist, so folgt aus der zweiten 
Zerlegung nach Satz 3, dass eines der Primideale y’, q’, rv’, ..., '=0 
nach » ist. Es sei etwa py’ =0 nach »; dann wird, weil.’ ein Prim- 
ideal ist, nothwendig »’ =». Nun construire man nach Satz III ein 
Ideal f von der Art, dass pf gleich einem Hauptideal y wird und 
multiplicire die beiden obigen Darstellungen von j mit f. Wegen 
y=y' folgt dann 
TC ae nvr ‘eel’ 
und hieraus nach Satz 4: 
j=qre--Laeqr--- 

Auf diese doppelte Zerlegung des Ideals j’ wende man das eben ein- 
geschlagene Verfahren von neuem an: man erkenut so schliesslich die 
Identitaét der beiden vorgelegten Darstellungen des Ideals j. 

V. Hin jedes Ideal j lisst sich stets als Product von Primidealen 
darstellen. 

Ist » ein Primideal, nach welchem j =0 wird, so bestimme man 
nach Satz III ein Ideal f derart, dass pf gleich einem Hauptideal 7 
wird. Durch Multiplication jener Congruenz mit f folgt dann fj = 0 
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nach dem Ideal pf und gemiiss Satz 4 ist daher fj = yj’. Nach 
Multiplication dieser Gleichung mit » und Division durch y ergiebt 
sich j = pj’. Wenden wir auf das Ideal ;’ das niimliche Verfahren 
an, wie soeben auf j, so ergiebt sich j’ = qj”, wo q ein Primideal 
bedeutet, nach welchem j’=0 ist. In gleicher Weise erhalten wir 
{” = rj"; wor ein Primideal bedeutet, nach welchem j” =0 ist u. s, f. 
Die Einsetzung dieser Werthe von j’,;{”, ... liefert fiir das Ideal j der 
Reihe nach die Darstellungen j = pqj”, j= ypqrj’’,.... Nun giebt 
es nach Satz 1 nur eine endliche Anzahl von Idealen, nach denen 
; = 0 ist. Ist m diese Anzahl, so wird jedenfalls das eingeschlagene 
Verfahren nach m-maliger Anwendung abbrechen. Denn es ist j == 0 
nach den Idealen », pq, par, ... und diese Ideale sind nach IV 
simmtlich von einander verschieden. Nach Beendigung des Verfahrens 
erhalten wir fiir das Ideal j die verlangte Zerlegung: 
pe par -<t 

wo p,4,t,...,f Primideale sind. : 

Damit ist der Beweis des Satzes von der Zerlegung in Primideale 
fiir einen Galois’schen Korper vollstaindig gefiibrt. 

Wir betrachten nun einen beliebigen Koérper niederen als mn‘ 
Grades, dessen Zahlen siimmtlich auch Zahlen des eben behandelten 
Galois’schen Korpers sind und bezeichnen zur Unterscheidung die 
Zahlen und Ideale dieses niederen Kérpers mit grossen Buchstaben. 
Wir denken uns die Zahlen des Galois’schen Kérpers als rationale 
Functionen der Wurzel # einer irreduciblen Gleichung n'*" Grades dar- 
gestellt und bezeichnen dann die tibrigen » — 1 Wurzeln dieser Glei- 
chung mit ’, #”,..., #-). Diese Wurzeln sind dann rationale 
Functionen von # und die Einsetzung derselben an Stelle von @ be- 
wirkt den Uebergang zu den conjugirten Kérpern. Es giebt, wie die 
Galois’sche Theorie lehrt, eine gewisse Gruppe G von v Substitutionen: 
t=, T= O,..., F— H-" von der Higenschaft, dass jede Zahl 
des niederen Kérpers bei einer Substitution dieser Gruppe ungeindert 
bleibt und dass auch umgekehrt jede bei diesen Substitutionen ungeiindert 
bleibende Zahl des Galois’schen Kérpers dem niederen Kérper angehort. 
Nun zerlege man ein Ideal % = (A,, A,,..., A;) des niederen Kérpers 
im Galois’schen Kérper in Primideale etwa § = yp, .. . Pm und bestimme 
dann die Ideale f,,..., , derart, dass die Producte p, f,, ~~.) Pm fm 
Hauptideale werden. Setzen wir f = f,...f,, so wird auch § f gleich 
einem Hauptideal und es gilt daher eine Gleichung von der Gestalt 

n = Ayxy + An% + +++ + Arm, 
WO %;, %),+.., * Zahlen des Ideals f sind. Auf diese Gleichung wende 


man die Substitutionen = 0’, ..., ® = #’-" an; es ergeben sich 
dann der Reihe nach »v — 1 Gleichungen von der Gestalt 
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yn Aye FA mw ++ fp Am, 
nf? Bam Ay i P-Df Ay xy fe be Aree, 
Die Multiplication aller » Gleichungen liefert 


H = A3K, + Ar ‘A, K, + Ar ASK, +--+ + Al Ky, 

wo sowohl H =... %°-» als auch die Coefficienten K,,..., Ki 
bei Anwendung der Substitutionen der Gruppe G ungeiindert bleiben 
und daher Zahlen des niederen Korpers sind. Bezeichnen wir das 
Ideal (K,, ..-, Kar) des niederen Korpers mit &, so gilt im niederen 
Kérper die Gleichung H= SS. In der That ist H in Folge der vorigen 
Gleichung eine Zahl des Ideals S” 8 und es bedarf daher nur des Nachweises, 
dass jede Zahi des Ideals 9’ durch H theilbar ist. Nun ergiebt wegen 
n == % fjede der Zahlen A,,...,A; mit jeder der Zahlen x, ,...,,; multiplicirt 
ein durch » theilbares Product, ebenso ergiebt jede der Zahlen A,,..., A; 
mit jeder der Zahlen x,, ..., * multiplicirt ein durch 7 theilbares 
Product u, s. f. und hieraus folgt, dass das Product von irgend v Zahlen 
A,,-+.»A:, multiplicirt mit einer der Zahlen K, ,..., Kas durch 9 7'...4°-=H 
theilbar ist. Setzen wir YR — L, so wird J% —H und diese Glei- 
chung zeigt, dass zu jedem vorgelegten Ideal des niederen Kéorpers 
stets ein Ideal 2 des niederen Kérpers derart bestimmt werden kann, 
dass das Product S&% ein Hauptideal H des niederen Kérpers wird. 
Aus diesem Satze kann der Satz von der eindeutigen Zerlegung eines 
Ideals in Primideale fiir den niederen Koérper genau so geschlossen 
werden, wie oben aus Satz III die Sitze 1V und V abgeleitet worden 
sind. Da ferner ein jeder beliebige Kérper als ein Korper aufgefasst 
werden kann, welcher in einem Galois’schen Korper als niederer Kérper 
enthalten ist, so haben wir hiermit den Satz von der eindeutigen 
Zerlegung eines Ideals allgemein als giiltig erkannt. 


Ostseebad Cranz, den 26, September 1893. 
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Ueber die partielle Differentialgleichung des Problems 


of V(p, q)dady =0. 


Von 


Joser Kiirscudx in Budapest. 


Es soll hier von der ere 


se ee ten 
(1) a r+2 ae $+ 5at=0, 


in der V eine gegebene Function von p und gq allein ist, untersucht 
werden : 

A) wann sie nach der Monge’schen Methode integrirbar ist, also 
unter welcher Bedingung sie allgemeine erste Integrale (im engeren 
Sinne) besitzt, 

B) wie sich dann die allgemeinen ersten Integrale und die all- 
gemeine Lésung bestimmen lassen. 

Beide Fragen sind bereits in der Inauguraldissertation des Herrn 
Julius Valyi*) beantwortet worden; die nachfolgenden Unter- 
suchungen enthalten aber nicht nur eine ginzlich andere Begriindung 
der Valyi’schen Resultate, sondern auch die Ergebnisse selbst in einer 
bedeutend tibersichtlicheren Form. 

1. Der besondere Fall 

av ev av 

op? og i aba) 
lisst sich besonders leicht erledigen. Giebt man niimlich der Differential- 
gleichung (1) mittels der Legendre’schen Beriihrungstransformation die 
Gestalt 


= 0 


FV 9 oe ¥ al ee V 
ox 7 — 2 ox9¥ 8 + oy 
und fiihrt dann als unabhiingige Variable 


R=0, 


8) Diese im Jahre 1880 in Klausenburg erschienene (ungarische) Abhandlung 
enthilt tiberdies auch noch einen Ansatz zur Lisung des Problems: 

C) Es sollen alle V bestimmt werden, fiir welche die Gleichung (1) allge- 
meine erste Integrale besitzt. 
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as a n= Y ° 
ein, so geht sie tiber in 
oe ae @, 
on* 

In diesem Falle ist also (1) stets nach der Methode von Monge iute- 
grirbar, und ihre ersten Integrale wie auch ihre allgemeine Lisung 
lassen sich ohne jede Integration bestimmen. Diesen Fall kénnen und 
wollen wir daher von den weiteren Betrachtungen ausschliessen. 

2. Auch im allgemeinen Falle, wenn die obige Identitiit nicht 
besteht, beginnen wir mit einigen Transformationen, und zwar vorerst 


wieder mit der Legendre’schen Beriihrungstransformation: 

X=p, Y=q, Z=—pet+qy—z, P=2, Q=—y. 
Wenn wir dabei fiir X und Y die Bezeichnungen p und qg beibehalten, 
so fiihrt dieselbe (1) iiber in die Gleichung 

ZV eZ eo a eV AZ 
(2) ag rd =a apa 004 + op og = ° 
d. h. in die Differentialgleichung des Problems 


(3 a ( @V 6Z 0Z @V /@Z?2\ 2 ; 

6 ; —2 mae ( - ipdq=0. 

) ff Ge (a) peg op eq + op* (a) OP ed 
Nun zerlegen wir die quadratische Form unter dem Integrationszeichen 
in die linearen Factoren 





eZ 0Z 
Aap t Mae? a ta 


und fiihren dann als unabhiingige Variable soleche Functionen § und y 
von p und gq ein, welche den Gleichungen 


0& 0€ = 
(4) Aap tT hog 9 a, ot + 
geniigen. 


Das Problem (3) verwandelt sich hierdurch in: 
‘0? Z Z >» 
ffs o2 @ d§dy =O), 
2 o&é 0 y 


9 ¢ 2 @V AV 
@? = 2(Au—w 4) = 4) (ERY — <5 o., 


Cp* ¢ he 


wo 


und die Gleichung (2) geht iiber in die Differentialgleichung de8 neuen 
Problems, also in die Gleichung: 


eZ da OZ 


G0 8 , 9 o 7 =0, " 


0 =— 7 
080m ' On OF * GE On 
die sich kiirzer so schreiben lisst: 
@(@Z) Go, 


7 c —— oe ff 
0§ On 0€dn 


4 
4 
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Wird zugleich auch die abhiingige Variable gefindert, indem man 
=aZ 


als solche betrachtet, so erhilt die betrachtete partielle Differential- 
gleichung die Gestalt 


_ 


- i. Se. - 
(9) £ d80n  @ DE0n 





Die Legendre’sche Beriihrungstransformation und die Punkttrans- 
5D 5 
formation 


= §(X, Y), n= 4(X, Y), f=aZ 


fiihren also die Gleichung (1) in eine partielle Differentialgleichung 
von der vielfach untersuchten Form iiber: 


(6) 7 = ACG, 1)- 


3. Von der Differentialgleichung (6) lisst sich leicht beweisen, 
dass sie allgemeine erste Integrale dann und nur dann besitzt, wenn 
A=0 
ist, und dies wieder sagt nichts anderes aus, als dass die Gleichung (6) 

die Lésung 
f=1 
besitzen soll. 

Wenden wir diese Bemerkung auf die Gleichung (5) an und gehen 
dann zur Gleichung (2) zuriick, so sehen wir, dass diese in dem be- 
trachteten Falle die Lésung 

Z=a- 
zulassen muss. 

Die partielle Differentialgleichung (1) hat aber, da immer nur 
Beriihrungstransformationen benutzt wurden, stets mit ((2) und (5) 
gleichzeitig allgemeine erste Integrale oder keine; wir kénnen also den 
Satz aussprechen: 

Die partielle Differentialgleichung (1) besitet dann und nur dann 
allgemeine erste Integrale, wenn entweder 

avaV (avy 
op® dg* Op 0g 





ist, oder aber 


= 1 

@ a sy 
: / ( +h ee eV ay 
rl V Op og op* oq 
der Bedingungsgleichung 


(7) @2V @e 5 BV Ga! , eV Ba 


aq" op’ — "apoq Opda tape og ~° 


geniigt. 
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4. Diese Bedingungsgleichung lisst sich noch in einer anderen 
Weise, aber wieder aus dem Verschwinden von A ableiten. Die Identitit 
A=0 
lisst sich niimlich auch so deuten, dass dann und nur dann, wenn sie 
besteht, fiir jede beliebige Lésung Z = x von (2) der Differentialquotient 
0? (%@) 
dn 
verschwindet und daher das Differential von x@ die folgende Gestalt 

annimmt: 
f(§) dé + g(m)dy*). 
Driickt man alles in p und g aus, so existirt also eine Relation von 
der Form: 
op 


(8) bo dp +o" dq = M(udp—Adq) + HY, (u,dp—aA, dq), 


in der M und M,, wenn nicht zufillig Null, integrirende Factoren 
respective der Differentialgleichungen 


(9) udp —iadq=0 
und 
(9*) u, dp — A, dq=0 
sind. 


Die Relation (8) zerfallt in zwei, aus denen sich fir M und UY, 
die Ausdriicke ergeben: 


; 1; 1 (x @) (xo) 
(10) 5;u= wo a, Se + wy “oq ?? 
1 1 (x) O(x@ 
a = lh as A , 
(10*) =, (a i +e 


Man hat nun nur noch explicite auszudriicken, dass 
M(udp—idq), M,(u,dp—A, dq) 
volistandige Differentiale sind, um eine zweite Ableitung der Bedingung 

(7) zu erhalten. — 
5. Nun ergiebt sich auch sofort die Lésung des Problems B). 
Ist die Bedingungsgleichung (7) befriedigt, so kann die Gleichung 
(1) in folgender Weise gelést werden. 


*) Nehmen wir x = 1, so haben wir also den Satz: 
Die Gleichung (1) besitzt dann und nur dann allgemeine erste Integrale, 
wenn die drei Differentialgleichungen 
0a 0 
op e+ 5, 8, udp—idq=0, wjdp—igdgq=0 
mehr als eine gemeinsame infinitesimale Transformation zulassen. Vgl. Lie- 
Scheffers, Vorlesungen iiber Differentialgleichungen. pag. 162ff. 


yee J 
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Man integrirt die Differentialgleichungen (9) und (9*), und gewinnt 
so die Integrale: 


Ep, g=—C, nv d=, 


deren linke Seiten die Gleichungen (4) befriedigen. Es kann nun die 
gegebene Gleichung (1) in 


1 eo 

. 7 ane 

§ 0&0 

transformirt werden. Diese hat die allgemeinen ersten Integrale 


cf _ F(8), 


BE = G(n) 


no 

und die allgemeine Gleichung 
€=/f(&) +9()- 

Die Umkehrung der Trausformation ergiebt dann die ersten Integrale 

und die Lésung von (1). 

Die einzigen Integrationen, die dieses Verfahren erfordert, némlich 
die der Gleichungen (9) und (9*) lassen sich nun vermdge hichstens 
einer Quadratur erledigen, aber auch dieser bedarf man nur aus- 
nahmsweise. 

Wir kennen niimlich von (2) die trivialen Lésungen: 

x—=1, p,q, 
und diese ergeben in (10) eingesetzt, im allgemeinen die folgenden 
drei integrirenden Factoren von (9): 


Mo = * (4, e + uy ), 


119 ae om 
= HO = 2 (4 ie +55) +3 
ae oe 4, 0a iy 
Mo — 4(4, e+ ft at 


Wir gewinnen auf diese Weise stets wenigstens einen integrirenden 
Factor von (Q), denn wiire 
MO =UH= U*=0 

so miissten 4, und mw, verschwinden, was nicht gleichzeitig statt- 
finden kann. 

Wir erhalten aber nur dann bloss einen integrirenden Factor , 
wenn sich 

Mo, M®, Me 
wie constante Werthe: 
a, b,c 


verhalten, Es ist dies dann und nur dann der Fall, wenn 


Ay: My = (@—ep): (6—c@) 
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und daher identisch: 











®V (a_ ep 42 & caine 4 
(11) Dp + (a—cp)? + 2 ae + (b cq) 0 : 
ist. In jedem anderen Falle gewinnen wir ewei Pi integrirende 
Factoren und in ihrem Quotienten ein Integral von (9). 
In ganz analoger Weise lisst sich (9*) integriren; iiberdies ist 
in dem Ausnahmefall, wo die Ausdriicke (11) mur einen einzigen 
Multiplicator der Gleichung (9) liefern, und also V einer Gleichung 
von der Form (12) geniigt, unmittelbar: 
_ V 
nat + boo 4+¢(V—pie 4% > 
eine Lésung der zweiten Gleichung (4). 
Es ist nicht leicht méglich, die vorhergehende Ableitung mit der 
des Herrn Valyi zu vergleichen; wir miissen uns daher auf eine 
Vergleichung der Resultate beschriinken. 
Bezeichnen wir 
oV av 
q; DP, V, 3 oq’ Op 
mit 
%, %, V, py, Do, 
so fiihrt die Beriihrungstransformation 
X,=2,, X,—p,, H=V—p,«z, Pp=p,, QW =— 2%, 
den Ausdrack 
BP a{= a Pe ad eV 
Op oq Op? 0g 
bekanntlich in den Quotienten 
@H , @H 
oX;? - oX,? 
iiber. Bei Herrn Valyi hat nun die Bedingungsgleichung (7) die 
folgende Gestalt: 
— 2DD,, + 2D°D,, + 3D,? + D?D,? = 0 
wo 
_ aD _ aD _ #D @°D 
D e D, = 5x) D,, —™ ox,’ D, 2 ~ 
Es ist das eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir D ; 
mit der particuliren Lésung “ak 
_ _@—)(%+o0 e 
D (a—X,) (0—X) 


Deuten wir hier sowohl 


X,, X,, D 
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wie auch 


a, 6, ¢€ 
als Punktcoordinaten, so bestimmt die Gleichung 
(a — X,) (b— X,) D — (a— b) (X, +e) = 0 
eine Beriihrungstransformation. Mittels dieser Transformation giebt 
Herr Valyi seiner Bedingungsgleichung die bemerkenswerthe Gestalt 


c @ec c¢ 0c 
a—nyf—# & da Se seas + 55 — t=O. 
Die integrirenden Factoren 
Mo, Mo, Me 
von (9) sind im Vorhergehenden zum erstenmale angegeben. Herr Valyi 
kennt nur das Integral 
mo 
MO 
von (9), nicht aber dessen Zerlegung in integrirende Factoren. Eben 
darum muss er in den besonderen Fallen, wo dieser Ausdruck dadurch 
unbrauchbar wird, dass er sich auf einen (endlichen oder unendlichen) 
constanten Werth reducirt, mittels specieller Untersuchungen die 
Integration von (9) erledigen, oder wenigstens auf eine Quadratur 
reduciren. Wie er dies in den fiinf Fallen, die dabei unterschieden 
werden, ausfiihrt, halte ich nicht fiir néthig, hier naher anzugeben.*) 
Das Hauptresultat meiner Untersuchungen besteht also in der 
Auffindung der integrirenden Factoren von (9). Die Art, wie ich 
diese gefunden habe, fiihrt zu einer allgemeineren Fragestellung , die 
zum Schlusse noch mitgetheilt werden mag. 
Die Gleichungen der Form (6) lassen sich nicht nur im Falle 
A= 
ohne eigentliche Integration lésen, sondern es giebt ausserdem noch 
eine unendliche Reihe von Fiillen, in denen die Lésung (durch die 
Methode von Laplace) vollstiindig erledigt werden kann. Ferner ist 
evident, dass die Gleichung (1) dann und nur dann nach den Methoden 
der Herren Darboux**) und Kénig***) lésbar ist, wenn sie mittels 


*) Um auch des Problems C) zu gedenken, bemerke ich, dass die Bestim- 
mung von D als Function von X, und X, die Lisung der oben angegebenen 
partiellen Differentialgleichung II. Ord. erheischt, worauf dann H aus einer 
zweiten solchen Gleichung, niimlich aus der Gleichung 

eH 
=~" ae: 
zu bestimmen ist. Weiter als bis zur Zerlegung in diese beiden Schritte fiihrt 
Herr Valyi das Problem nicht und auch dieses hebt er nicht ausdriicklich hervor, 
**) Annales de l’Kcole normale. T. VII. 
***) Math. Annalen, Bd, 24, 
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der hier benutzten Transformation in eine solche Gleichung (5) tiber- 
geht, die sich nach der Laplace’schen Methode lésen lisst. Diese Be- 
merkung fihrt zu Untersuchungen, die sich zuletzt auf die folgende 
Frage reduciren: 

Welche Vereinfachungen treten bei der Lésung von (9) und (9*) 
ein, wenn sich (1) mittels erster Integrale n'** Gattung, wie dieser 
Begriff von Herrn Julius Kénig eingefihrt ist, lésen laisst? 

Die hier ausgefiihrte Behandlung des Grenzfalles n=O wird 
vielleicht auch zur Lésung der soeben gestellten allgemeineren Frage 
anregen und damit zu einer neuen Anwendung der schénen Unter- 
suchungen des Herrn Darboux*) iiber die Integrationsmethode von 
Laplace fiihren. 


*) Lecons sur la théorie gén. des surfaces, T.II, Livre IV. 
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Ueber die vollstindigen Integrale partieller Differential- 
gleichungsysteme. 


Von 


Leo KorniGsBerGer in Heidelberg. 


Fiir eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung 
. ou ou Ou 
(1) A CO 02,’ Oe’ ss a) = 
von welcher stets angenommen werden darf, dass sie siimmtliche 
partielle Differentialquotienten enthalt, da sonst eine oder mehrere 
der Variabeln nur als Parameter aufzufassen waren, wird ein Integral 


(2) mm F'(g,, 22, . 2+ Buy Uy By, Boy «+> Gn) 


mit den » willkiirlichen Constanten a,, a, ...@, ein vollstindiges 
genannt, wenn dasselbe der Differentialgleichung (1) und keiner anderen, 
von (1) unabhingigen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung 
geniigt, und es lauten bekanntlich die nothwendigen und hinreichenden 
Bedingungen dafiir, dass (2) ein vollstiindiges Integral ist, folgender- 
massen : 

Ist w in (1) enthalten, dann ist nothwendig und hinreichend, dass 
die Determinante 











ee 
| Oa, 0%, 0a, 02, 0M, 
(3) OD = | 0% Cd, 02, 0a, 02, OMg 
| or er er 
|0%0a, 0%0a, 04,04, 


nicht identisch verschwindet, 
ist dagegen u in (1) nicht enthalten, so ist nothwendig und hin- 
reichend, dass d = 0 ist, dass ferner nicht alle Unterdeterminanten 
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erster Ordnung nach den Elementen einer Verticalreihe genommen a 
verschwinden und dass endlich, wenn ¥ 
OOF oF. oF OOF 
08; Oa, 0%5_1 OM 02541 OA 02, OM 

_ FF =— — cee . 
Ss 0%, 0a, 4 0854 04,1 O%g44 0a, 02, 0,4 | 
ee ae. eee 
[2% OMe, Aa Mets Oop Mp1 Oy OQ: | 
oF _eF _—_ or nF | 
0%, 0a, 02,100, 084,04, 02, 0a, | 
von Null verschieden, die Determinante 
| _o°F a a ae 2k 
| O% Oa 025100, OM 02,4, 00, 02, Oa, | 
or |. oF oF 8F ||| #F | 
(5) 3. = | O02, Oa, O%5_1 Od. OM 02541 0M 02, Og 
: 
\. aa. ee . ee. 
| 04,04, 0%g_,04, da, 0254404, 02, Ga, | 


ebenfalls nicht identisch verschwindet. 
Sei nun ein partielles Differentialgleichungsystem 


fi (S19 Sos o0> By yy May 0+ Mhmny Bays 00 Paps oes Pmt, o+e Pap) = O, 
(6) . . . . . . . . : . . . . . . . . . et 


fm(#;) 205 e+e Buy Uy» Uo, eee Um » Pir» -++ Piuy o++ Pmiy, oe Pmu) = () 


vorgelegt, in welchem z,, 2,,...2, die unabhingigen, u,, w., 


— ” 
die abhangigen Variabeln bedeuten und 
Ou, 
(7) pre™ Oz, 
gesetzt ist, so werde, wenn 44, Gj.,.- + @igy+++Gmiy Gm2y+++ One 
mw willktirliche Constanten bedeuten, 
= \ 
CE) hy em Fy, (Oy, Sigg «2 + Buy Giggs « + Gays 2 » Genty +. « Guay); « 
Um = Bin (21) 2q5 0 + + Buy Uy, + © + Gipsy +++ Am1y~. + Amp) 


ein vollstdndiges Integralsystem der Differentialgleichungen (6) ge- 
nannt, wenn dasselbe fiir beliebige Werthe der Constanten diesen 
Differentialgleichungen identisch geniigt und keinem andern Differential- 
gleichungsystem sonst, das nicht aus einer Verbindung der Gleichungen 
(6) entsteht, also diesen aquivalent ist, 








m 


p= 


1. 





MeL 


A. 
f 


Vollstindige Integrale partieller Differentialgleichungen. 


Ist die Functionaldeterminante 
i. Sie * 


OPin OP on OPrau 
| Off Oh |. Oh 
(9) Ay =| Pin OP2u OP mu 
ee ee a 
| @fm Ohm | fm 
OPin OP2y OPmu 





von Null verschieden, so kann das Differentialgleichungsystem (6) 
auf die Form gebracht werden 


Pie = Py (Oy, «0+ Buy Wyy eee Uy Digg ooe Mty—ty oo Pmiy oo > Pmu—r) 


+ . e . . . . *? 


(10) 

Pry = Pm (1) «++ Sey Uys oe+ Umy Diy +++ Mip—ty ++» Pmty o++Pmu—i)> 
und wir diirfen dieses System als das Normalsystem der partiellen 
Differentialgleichungen zu Grunde legen, da man bekanntlich, wenn 


A, = 0 ist, statt der unabhingigen Variabeln 2,,... 2 durch ein 
lineares Substitutionssystem 


Yy = Dy Alyy By Hye By fe Flip My, 


Yu = Ou A Cur 2 + Cuede + + Cum Su 
uw neue unabhingige Variable y,,...y, einfiihren kann, fiir welche 
die transformirte Functionaldeterminante nicht verschwindet. Zugleich 
sei aber bemerkt, dass die Annahme, dass A, von Null verschieden 
ist, fiir die durch (8) gegebenen vollstiindigen Integrale die Bedingung 
nach sich zieht, dass die Determinante 








Che 2 OF, oF, 08 En _#%, 97, 

02, 00, 02,4 OM OAs 02,00 04,1 OAs Oy, 

ee... 2H. mM. Sa. 2 

(11) & = | 0% Gay. 02, 1 0G. OMe 0% Oye 02,1 0M, OAye 
oF, ey U8, ee 

0%, Oy w 08,4 OOnu 04m . 0% da, “ 02,4 OOn u 04» » 





ebenfalls nicht verschwindet, da im entgegengesetzten Falle sich aus 
den Gleichungen 


p oF, p oF, 
=— --— eee 1 -_| = —— 
it 02,’ & 08,3’ 
OF, OF, 
“=F +) Pmt == a) °° * Pma-1 = a ty 
1 1? } n Ox, ? Pme 08,4 ? _ es m 


Qo 
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durch Elimination von a,,...@m, eine Beziehung der Form 


P(Pis>- 


ce Pig-ty Th, «> 


* Pmi;+- 


+ Pmu-1, Um) = 0 


ergeben wiirde, welche, da (8) ein vollstiindiges Integralsystem bilden 
sollte, aus (6) entspringen miisste, was wiederum vermége der An- 
nahme, dass A, von Null verschieden ist, nicht angeht. 

Nehmen wir nun zunichst an, dass die Functionaldeterminante 


ef, ef of, 

OU, OUg Cu, 

Of, Os Che 

(12) A am | 2% OM OU,, 
| fm fm frm 
OU, OUg OU,, | 


von Null verschieden ist, 


so ist leicht ersichtlich, dass auch die 





Determinante 
| 
O° F, oe? FF, ¢ ¥,, € F., 
| O2;0G, 04, Oa, 0%, Oy 02, OA 
rT , 7 a2 i 2K 
a? F, ar F, o* Zz, O° F,, 
(13) D =| 04 0a 02, OArg O% CAys 02,0 G42 
= -— a2 2 
oe? F, ot F, @ 7, si Bin | 
O% 0G y Oz, O4ny O%, On u 08, 7) Gnu 


nicht verschwinden darf; denn wire dies der Fall, so ergibe sich aus 
den Gleichungen 


oF, OF, OF, oF, 
(14) Pu er eee Pin = Of,” yo Pmt = Of, “oe Pmu —— 4, 


ein Zusammenhang der Form 


(15) WS), ++ 6 Sus Pity - ++ Ptur+++Pmiy+++ Pmu) =O, 


der durch die Integrale (8) identisch befriedigt wiirde und also, da 
diese ein vollstindiges Integralsystem bilden sollten, zu den Differential- 
gleichungen des vorgelegten Systems gehdren miisste, was wiederum 
nicht méglich ist, da in diesem Falle gegen die Voraussetzung A = 0 
sein miisste. Wir behaupten aber auch umgekebrt, dass, wenn D von 
Null verschieden ist, das Integralsystem (8) ein vollstandiges sein wird; 
denn zuniichst lassen sich unter dieser Voraussetzung a@,,,...iy,)--- 
Gmi,+++@m,z aus (14) als Functionen von 4,,... Zu) i4)-++Piuy++ 
Pmi.-+Pm,» ausdriicken und liefern in (8) eingesetzt m Differential- 
gleichungen der Form 
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(16) uy = Y (4, - 0+ Buy Dityees Pius +e Pmty+ ++ Pmu)y ++ 
Un = Wm (2p) +++ Say Dity e+ + Pius +++ Pmiy+* + Pmu)s 

und andere nicht fquivalente Differentialgleichungen kénnen fiir die 
Integralformen (8) nicht existiren, da im entgegengesetzten Falle durch 
Elimination der w-Gréssen sich eine von diesen freie Differential- 
gleichung ergeben wiirde, welche als eine zwischen den Grdssen 
iy + ++ Suy Pay +*- Pius +++Pmi>-++Pmy bestehende Relation das Ver- 
schwinden der Determinante D gegen die Voraussetzung nothwendig 
machte; 


Ma 
a 


ist also die Functionaldeterminante A von Null verschieden, so ist 
die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass (8) ein voll- 
stiindiges Integralsystem von (6) ist, die, dass D von Null ver- 
schieden ist. 

Sei nun A = 0, werde aber angenommen, dass nicht alle Unter- 
determinanten erster Ordnung nach den Elementen jeder der Horizontal- 
reihen genommen, verschwinden, so wird man die Differentialgleichungen 
offenbar auf die Form bringen kénnen 


(17) fy (#%1.- . « Zu Prry e+ Pigs ++ Pmiy--> »Pmu) = 9, 
(18) fo (Byy - «Spry Uy o - » Umy Payr - > © Papy > + Pmt, - ++ Pan) =O, ... 
fm (4; 5 Maa ta Buy Ui) +e Um) Pi s * Pix) ee * Pm) ee +» Pmu) = 0, 


und es wird sich also zuniichst aus (17) ergeben, dass D =O sein muss; 
: aber es diirfen nicht alle Unterdeterminanten erster Ordnung von D ge- 
nommen nach den Gliedern der w'™, 2u',...mu' Verticalreihe 
verschwinden. Denn das Nullwerden aller Unterdeterminanten erster 
Ordnung z. B. nach den Elementen der my Verticalreihe wiirde die 
Relationen nach sich ziehen 











(19) ey (yy. +» Bey Pagy >> - Pimp - >> Pants >>> Bngeay @,) = O,.. 


Omu(Sy, +++ Suey Diy es +DPiuy e+ + Pmty +++ Pmu—1y Amu) =O, 











in deren einer mindestens die a-Grésse fehlen muss, weil sich sonst 
Qi4)+++@my aus (19) ausrechnen und in (8) eingesetzt ein Differential- 
gleichungssystem liefern wtirde, in welchem jede Gleichung eine und 
nur eine w-Grésse enthielte und also mit der Bedingung A =O und 
der Annahme eines vollstiindigen Integralsystems nicht vereinbar wiire; 
da nun das Verschwinden aller Unterdeterminanten erster Ordnung 
nach den Elementen jeder anderen der w'", 2u'", ... mu'* Vertical- 
reihe eine ahnliche von einer a-Grdsse freie Beziehung lieferte, sich 
somit m Differentialgleichungen der Form ergiben, 


(20) Q, (ey 0+ Buy Puta + +> Ptw—ty +++ Pmiy+++ Dmu) =9,... 
Qa (4) 5 see Suy Dijroe es Pius e+ DPmiy-> » Pmu-1) = 0, 
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diese aber simmtlich in eine zusammenfallen miissten, weil sonst alle 
Unterdeterminanten erster Ordnung von A gegen die Voraussetzung 
verschwinden wiirden, so ergiibe sich der Gleichung (17) entsprechend 
die Beziehung 


(21) Q(z, oe + Sus Pippy e+ © Pty—1y+ ++ Pmis>+- ° Pmp—1) = 0, 


deren Bestehen andererseits wiederum unméglich ist, weil A, in (9) 
als von Null verschieden angenommen werden durfte. Ist nun diese 
nothwendige Bedingung erfiillt, dass nicht alle Unterdeterminanten 
erster Ordnung von D genommen nach den Gliedern der u', 2u'",... 
mu‘ Verticalreihe verschwinden, und sei z. B. die nach dem letzten 
Gliede der letzten Verticalreihe von D genommene Unterdeterminante 
erster Ordnung 








rc rot > a2 v a3 7 
6° F, oe, died = , F 
0%, OA 0%, 0 0%, Cay, 02,1 OM 
| | 
| 
(22) Day= . . . . . . ° . . . . . . . . e ° . . . ° | 
y 2 Al Py | 
6° F, o*F, , @ Fy é F.. | 
x 7 ay a a 2 SS ae | 
0%; 04, u—l 0%, Ca, ul C46 Qn u—1 C84 04m u—1 


von Null verschieden, so kann man zuniachst aus den Gleichungen 
OF, 


OF, oF, eF , 
(23) m= FS i Rs isi a ae. ~ ae 
ul 


ad -——— “DP = -~ are} 1) = 
Oe,’ lu 02,’ Pmi ou, ? Pmu 1 


die Gréssen @),,. ++ Gin) +++ Q@miy+++ Gmu—1 als Functionen der 
Pity +++ Pmu-iy 2)++-% Und A», ausrechnen und in die Gleichung 


oF, 
(24) Pmu = oe 
Me 
einsetzen, und es wird dann, da D=0 ist, a», herausfallen, und 
sich eine Differentialgleichung der Form 


(25) V3 (215 2 ©. Buy Days eo + Pty ++ vgPmiy > + > Pau) =O 


ergeben, in welcher p,,, nicht fehlt; setzt man die fiir die @-Gréssen 
gewonnenen Werthe dagegen in (8) ein, so dass man 


13 
(26) 6, = @, (2, . +» Sy Pity ee Dies - es Pmiy e+ + Pmu—ty @up)s +. 
Um = Om(Sy, +6. Buy Pity s+ > Dips +++ Dmty+ ++ Pmu—1y Amu) 


erhalt, so wird zunichst a,,, nicht aus allen Gleichungen (26) heraus- 
fallen diirfen, wenn die Gleichungen (8) ein vollstiindiges Integral- 
system bilden sollen, da dann A gegen die Voraussetzung von Null 
verschieden wire, und es folgt somit als weitere nothwendige Be- 
dingung, dass nicht fiir jedes @ aus den Zahlen 1, 2,...m die 
Determinante 
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‘ 


a ee ae 
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02, Bay, 02, OA 02, 0ay 02, 10d Cay | 

oF, oF, OF, OF, oF, | 

COME elt a Te 
OF, aF, OF,, CF. OF, | 

O%,00,,, 08,04—,  O800m, 08, 104m, Om, | 


verschwinden darf. Seien nun diese Bedingungen erfillt, so ergiebt 
sich einerseits, wie oben gezeigt, eine Differentialgleichung der Form 
(25), andererseits liefern die Gleichungen (26) durch Elimination von 
Gnu m™—1 andere dazu gehdrige Differentialgleichungen, und es ist 
nur noch zur Feststellung der hinreichenden Bedingungen zu sehen, 
ob unter den gemachten Voraussetzungen die Integrale (8) nicht noch 
einem andern partiellen Differentialgleichungsystem geniigen kénnen. 
Wire dies aber der Fall, so kénnte man durch Elimination von 
Piuy P2u,+++Pmy» aus den m Differentialgleichungen, die aus (25) und 
(26) entstanden, und je einer Differentialgleichung des etwa noch sonst 
bestehenden Differentialgleichungsystems, wenn dieses dem ersteren 
nicht iquivalent ist, mindestens eine Differentialgleichung der Form 


(28) $28, , + By y yy oo Mmy Dag y =o Pt pads oo Mmty ss > Pma—1) == O 


herleiten. Aber eine solehe Beziehung kann nicht bestehen, da diese 
das Verschwinden der Determinante @ der Gleichung (11) erfordern 
wiirde, was vermége der Annahme, dass A, von Null verschieden sein 
sollte, nicht méglich war. 

Ist somit — unter der Voraussetzwng, dass A, von Null verschieden — 
A = 0, verschwinden aber nicht alle Unterdeterminanten erster Ordnung 
von A nach den Elementen einer Horizontalreihe genommen, so sind die 
nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir, dass das Integral- 
system (8) ein vollstdndiges ist, die, dass # von Null verschieden, D = 0 
ist, mindestens eine der Unterdeterminanten erster Ordnung von D nach 
der wien, 2utem, ... mut Verticalreihe genommen nicht verschwindet, 
und dass endlich die aus D entstehende Determinante, -in welcher statt 
der sum Zwecke der Herstellung der nicht verschwindenden Unter- 


determinante erster Ordnung fortgelassenen Verticalreihe die Elemente 
oF, pres wo gesetet werden, fiir mindestens ein bestimmtes @ aus der 
OG O4ny 

Reihe 1,2,...,m von Null verschieden ist. 

Ist nun A = 0 und verschwinden auch alle Unterdeterminanten 
erster Ordnung nach den Elementen jeder ihrer Horizontalreihen 
genommen, so dass man das Differentialgleichungsystem (6) in die 
Form bringen kann 
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(29) py (8), - Sey Darr > + Pigs e+ - Pats - ++ Poy) = O, 
(30) Po (2, 2+ + Sey Piya s+ +Piuws-++Pmi;-- + Pmu) = 0, 
(31) Pg (84, - - - Buy Uy e+ Uny Papy eo + Pippy e+ > Pmty >>» Pm) = 9,... 
Daa (Oy> < s « Bpy Wys 0 - 2 ms Bags s+ Pips > Paty s>- See) = O, 
so erkennt man, dass, weil sich durch Elimination von p,,, zwischen 
den beiden Gleichungen (29) und (30) eime Relation zwischen den 
Gréssen 2,, . ~~ 2) Pip» +++ Pips -+ + Pmty> +++ Pmu—r ergiebt, alle Unter- 
determinanten erster Ordnung von D, nach den Elementen der mu‘ 
Verticalreihe genommen, verschwinden miissen, und da dasselbe auch 
fiir die Elimination von Pix, Pm—au,)+-+ Pix gilt, so finden wir 
zuniichst als nothwendige Bedingung, dass simmtliche Unterdeter- 
minanten erster Ordnung von D genommen nach den Elementen der 
wer, 2uten, ... mu" Verticalreihe verschwinden. Nehmen wir nun 
an, dass nicht simmtliche Unterdeterminanten zweiter Ordnung von A 
genommen nach den Elementen von je zwei Horizontalreihen ver- 
schwinden, so wird leicht zu sehen sein, dass dann auch nicht alle 
Unterdeterminanten zweiter Ordnung von D genommen nach den 
Elementen je zweier Verticalreihen aus der Reihe der uw‘, 2‘, ...m qe 
Null sein diirfen. Denn seien zuniichst alle Unterdeterminanten zweiter 
Ordnung von D, welche durch Weglassen der (m—1)u'e* und mp‘ 


Verticalreihe entstehen, Null, so erhilt man mw —1 Relationen 
der Form 


@; (4, - eu » Pyise-Piu,++Pm—11) © Pm—1 u—1 » Pm1, + Pmp—1) % 4) Gmu) == () 


ee ee ee ee ee ee eS 

age —1 (8 5 ©» Spay 149 +° D1 yy + Pm—11) Pm—1 p—19 Deny »- Pengs—1y Pmps—1; mp =O, 
und berechnete man @,,, Gj), +--+ @my—1 aus diesen Gleichungen als 
Functionen von 2, , 2) 944 9++-Pipey +++ Pm—11) +06 Pm—1p—1) Pmiy + Pmp—t > Amu 


und setzte diese Werthe in die Gleichungen (8) ein, so erhielte man 
m Beziehungen 


Uy =, (2, * Zu »Piy ° Pix > »~Pm—11> . »Pm—1y-1 »Pmi ° «Pmu—1; Sun) 


Ss ae a ee 


Um = Om (By 5. + Spy Dy p+ Pipe g++ Pm—11 9 ++ Pm—1e—1 Pmt ++ Pmu—1) Amu)» 
und durch Elimination von a,,,, zwischen der ersten und zweiten, zweiten 
und dritten, ...m— 1" und m' wiirden sich m— 1 Differential- 
gleichungen ergeben, von denen die erste u,, die zweite u.,... die 
m — 1 um, enthielte, was unter der Voraussetzung, dass (8) ein 
vollstindiges Integralsystem sein sollte, das Differentialgleichungsystem 
sich somit auf die Form (29), (30), (31) bringen lassen muss, unstatt- 
haft ist — es werden somit mindestens in zweien der Gleichungen (31) 
die von @», verschiedenen a-Gréssen fehlen, und das Eliminations- 
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resultat von @,,, zwischen diesen beiden Gleichungen somit die Form 
annehmen miissen 


(33) 2 (24900 2uy Dap yee Pte yee+DPm—119+++Pm—1y—1) Pmt>+++Pmu—1) = O,' 
und stellt man der Reihe nach die w'*, 2u', ... (m—1)u'*, mp 
Verticalreihe zu je zweien zusammen, so ergeben sich (33) analog 
—— ihnliche Beziehungen der Form 
(B34) Q(21 5-68, Dipr+-P1ur+-Paty + -Pap-1) ++ Pe1)++ PBu-ty ++ Pmt) ++ Pm) = 9, 
in welcher p., und ps, fehlen. Da aber, wenn (8) ein vollstiindiges 
Integralsystem sein soll, das Differentialgleichungsystem unter den 
gemachten Annahmen nur zwei von den Grdéssen u,, u.,... Um freie 
Gleichungen haben durfte, so werden also nur zwei dieser Beziehungen 
von einander verschieden sein kénnen, und sind dies z. B. diejenigen, 
in denen po,, UNd Psu, Pau UNd ps, fehlen, so folgt, dass, wenn 
alle anderen, in denen pip, Pg,u} P2uy Pihruy +++ Pain» Pius Partins 
Pi. u3+++Pmuy Psu fehlen, mit diesen zusammenfallen sollen, mindestens 
in einer jener beiden Gleichungen pi,, Pou, --+ Pmu fehlen miissen, 
was wiederum der Voraussetzung, dass A, von Null verschieden ist, 
widerstreitet; es werden somit nicht alle Unterdeterminanten zweiter 
Ordnung von D genommen nach den Elementen je zweier Vertical- 
reihen aus der Reihe der uw", 2u', ... mu'e™ verschwinden diirfen. 
Sei nun eine dieser Unterdeterminanten zweiter Ordnung z. B. die- 
jenige, welche durch Weglassung der (m—1)u'" und mu‘ Vertical- 
reihe und der beiden letzten Horizontalreihen entsteht, 





a F, a F-1 a? Pin -1 a >. a Fos 
G%0a, 82,004 C2, 10a 0z,00, 0,4 Oa, 
(G)Dae} st ee ee we 8 
| oF; e } ae e 7.1 F,, e F 
| 0% 04m, —2 "08,00 my 02, - 104 my —9 C210 On yug 7 68, 16a mu—2 
von Null verschieden, so kann man aus den Gleichungen 
a aF, oF oF. 
(36) Pi= Oe poet Dim =5 p09? Pman =- . os ee a : 
_ OF, _ aF, 
ee a eae 


die Grossen @4,, .- + Gin) . ++ Gm—11) » ++ Am—ipy Gmty +++ Omp—s durch 
die Gréssen ,, . . ~ 2) P11) +++ Dm—1m—1y Doty +++ Pmy—1 UNA Gmy—1, Omp 
ausdriicken, und setzt man diese Werthe in die Gleichungen 

6 me — OF n 


(37) Pin Yee = - 
1 B > Dmu - 
C2, 08, 


ein, so miissen die Gréssen a@nyx—1, G@mu herausfallen, weil nicht nur 








(42)Bo=| - 30k a 
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D sondern auch simmtliche Unterdeterminanten erster Ordnung von D 
nach cen Elementen der uw‘, 2u'",... mute" Verticalreihe genommen 
verschwinden sollten, und es ergeben sich daher zwei Differential- 
gleichungen der Form 


(38) ee ee =0, 


Po (Fy 500+ S uy Dynes Prey e+ -Pm—115 +++ Pm—1e-1) Pmiy++-Pmn) =O, 


welche ausserdem von einander verschieden sein miissen, weil in der 
ersten nUr P»—i, und nicht pm,, im der zweiten nur p,,, und nicht 
Pm—1, Vorkommt. Setzt man ferner die oben fiir die a-Gréssen aus 
den Gleichungen (36) ermittelten Werthe in die Gleichungen (8) ein, 
so dass man 


“= 9, (2, ++ Zu Pity © Pius +-Pm—11, + Pm—-1tu—1) Pmiy «© Pnu—t, mu—1) Amu)s 


in = (245 ++ Sasi 19 ++ Pius ++ Pm—tt) -Pm—tu—-1) Paty +-Pmu-1y Amu—1) Anu) 


erhalt, und eliminirt die Gréssen a,,-1 und a, aus der folgenden 
Zusammenstellung je dreier dieser Gleichungen 


(40) te, = ®,, Ue, =D, Ue, = P53 Ue, = D,, Ue, =P,, Ue, = D3... 
++ Ua, =), Ue, = D,, Ue, = Pm, 


so ergeben sich die zu (38) gehérigen m — 2 partiellen Differential- 
gleichungen 


Ps (2, y**Zy Wary Wayy Ways Pips Pius «Pm —11y +> Pm—tu —-1)Pmty + Pmu—1) == () 


(41 ) . . . . - m . . . . . . . e . . . ° . . . . 


Pm 2 aa g ? Ue, , te, ? Ua Pi 1? ++ Piu ’ Pm ~Lly + Pm- 1u—1y Pmiy + Pmy—1) = 0, 
1 # 'm 


vorausgesetzt, dass sich nicht mehr als m— 2 solcher Gleichungen 
aus (39) herleiten lassen, d. h. dass nicht schon durch Zusammen- 
stellung von je zwei dieser Gleichungen (39) an,—1 und dm, heraus- 
fallen, sich also m —1 je zwei u-Gréssen enthaltende Differential- 
gleichungen ergeben, oder dass nicht die Determinante 


- a2 A a2 a ry 
aF, oF, a er... ¢ F, or 


2 77 
™ 0 Fe 
02,004, 02,0045?" 02,004 


0%, 50M, OM 02,00, O84 1 OM 


e. 


. - . . . . . . . + . . . . 


Ps i om Pw A ah oh DT iy A 
@F, a F, @ i m—l OF m--t OF, #F,, FF, 
\de0a,,, "08,00, 





ftir jede Combination der Werthe von @ und o aus der Reihe 9 — 1, 
2,...m, 6 =1,2,...m, wobei @ von o verschieden ist, verschwindet. 
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Es ergeben sich somit als nothwendige Bedingungen dafiir, dass fiir 
das Differentialgleichungsystem (6), fiir welches A, von Null verschieden, 
A mit seinen stimmtlichen Unterdeterminanten erster Ordnung nach den 
Elementen jeder der Horizontalreihen genommen verschwinden, jedoch 
nicht siimmtliche Unterdeterminanten zweiter Ordnung von A genommen 
nach den Elementen je zweier Horizontalreihen gleich Null sind, die 
Gleichungen (8) ein vollstindiges Integralsystem darstellen, die, dass # 
von Null verschieden, D mit seinen siimmtlichen Unterdeterminanten 
erster Ordnung genommen nach den Elementen der wt”, 2u',...mute 
Verticalreihe verschwindet, mindestens eine der Unterdeterminanten 
zweiter Ordnung von D genommen nach den Elementen je zweier Vertical- 
reihen aus der Reihe der uw, 2u",... mut von Null verschieden ist, 
und dass endlich die aus D entstehende Determinante, in welcher statt 
der zum Zwecke der Herstellung der nicht verschwindenden Unterdeter- 
minante zweiter Ordnung fortgelassenen Verticalreihen die Elemente 

7. @ oF 


o 


004" Gm? Gyn" Om 

gesetat werden, mindestens fiir eine Combination der von einander ver- 
schiedenen Indices @ und 6 aus der Reihe 1, 2,...m von Null ver- 
schieden ist. 

Diese fiir die Existenz der vollstindigen Integralsysteme (8) her- 
geleiteten nothwendigen Bedingungen sind aber auch die hinreichenden, 
wenn nachgewiesen sein wird, dass die Gleichungen (8) keinem anderen 
Differentialgleichungsystem als den durch (38) und (41) definirten 
gentigen kénnen; werde nimlich angenommen, dass noch ein anderes 
Differentialgleichungsystem 


Wy (4 5-2 <M yay Hyp 209 Mey 144 9000 Dtpy eo ePmty +++ Pep) = 0, 
(43) ote 
Win (@y p++ eBpey Wy yo 0y Uy D449 2- Pipers > Pmiy>+-Pmu) = O 
dieselben Beziehungen (8) zu“Integralen hat, so erhielte man durch 
Elimination von piu, Pouy+++Pmex aus den m Differentialgleichungen 
(38), (41) und je einer des Systems (43), wenn nicht (43) vollig 
aiquivalent (38), (41) ist, mindestens eine Differentialgleichung der 
Form 


(44) 2 (84 4.00 Byey yy 000m, Pyqy 0% M1 p—tys©+ Pmt, o> Pmp—1) = O 







was unmdéglich ist, da die Determinante # der Gleichung (11) von 
Null verschieden vorausgesetzt wurde. 

Schliessen wir in derselben Weise weiter, so erhalten wir den 
folgenden Satz: 
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Wenn A, von Null verschieden wnd A nebst seinen stimmtlichen 
Unterdeterminanten a Ordnung (A<m) nach den Elementen von je A 
Horizontalreihen genommen verchwindet, wéhrend nicht sémmitliche 
Unterdeterminanten 4 -+- 1° Ordnung von A genommen nach den Ele- 
menten von je 4-+-1 Horizontalreihen gleich Null sind, so sind die 
nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir, dass die Gleichungen 
(8) ein volistindiges Integralsystem von (6) bilden, die, dass # von Null 
verschieden, D mit seinen stimmtlichen Unterdeterminanten a Ordnung 
genommen nach den Elementen der wi, 2", ... mu Verticalreihe 
verschwindet, mindestens eine der Unterdeterminanten 4 + 1 Ordnung 
von D genommen nach den Elementen von je 4+ 1 Verticalreihen aus 
der Reihe der wt", 2u'",...mu'" von Null verschieden ist, und dass end- 
lich die aus D entstehende Determinante, in welcher statt der zum Zwecke 
der Herstellung der nicht verschwindenden Unterdeterminante 4 +- 1!" 
Ordnung fortgelassenen Verticalreihen die Elemente 


- ’ 
y iF Cf, oF. 
i Eee 

- : ; 
Cay’ Cn y Ody ? Ca 


m 


gesetet werden, mindestens fiir eine Combination von einander ver- 
schiedenen Indices Q,, @2,.-. Qa41 aus der Reihe 1,2,...m von Null 
verschieden ist. 

Die eben gewonnene Aufstellung der nothwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen dafiir, dass das Integralsystem (8) ein voll- 
stindiges war, batte zur Voraussetzung, dass A, von Null verschieden, 
wenn A = 0 war, und es wiirde also die Entwicklung der Bedingungen 
nach dem obigen Satze in allen Fillen méglich sein, wenn nicht zu 
gleicher Zeit die Beziehungen stattfinden 


(45) A=0, A,=0, A,=—0,...4,=—0, 

welche wir noch in anderer Form ausdriicken kénnen; da nimlich die 

Gleichungen (45) aussagen, dass bei Elimination von m—1 der Gréssen 
yy Uo, e++ Um Oder Pia, Pea)... Pma (A=, 2,...p) 


aus den Differentialgleichungen (6) stets die zugehérige m'* Grosse 
herausfallt, also Beziehungen der Form existiren 


P;(Pyyy ++. Pips - + - Pm, - . Pmu) = 9, 

Po (uy, ye 09 Umy Pyy 90+ Pia—1) Prd4ry ee -Ptwye+ > Paty +++ Pmad-1 wPma-+-t- °+ Pmu)=0 
(A==1,2,...p), 

so werden die Bedingungen (45) fiir die Functionen F der vollstindigen 


Integralgleichungen (8) ausser D =O noch die Beziehungen nach 
sich ziehen 
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Integrale partieller Differentialgleichungsysteme auf lineare Differential- 
gleichungsysteme der Form machen 
Ou 
A”) Ou (1) ¢ Uy Ane Um (1) m 
A; ae a ‘+A, 5 ey a ‘+A ml Oz; a ‘+? 
(47) 
) ou (m) OUn 
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C2, Ody 02, 1004 Ody 02,400 08, 04, 
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ar ar 2h OF Or 
02,00, le 02,104, , O4y y 0% 446 OG 02 1 OF may, 
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| 0% 04 y 0%_4 OOny 0 On uw Of,44 On 02, OFiny 


fir Aan 1,2,...p. 

Nun kénnte man wiederum genau, wie oben, auch fiir die An- 
nahme (45) die Criterien dafiir entwickeln, dass das Gleichungsystem 
(8) die vollstindigen Integralgleichungen von (6) liefert; man kann 
aber, wie oben gezeigt, den Fall, dass eine der Determinanten 
A,, 4,,... 4, verschwindet, tiberhaupt ausschliessen, da eine einfache 
lineare Substitution dem Differentialgleichungsystem eine nicht ver- 
schwindende Functionaldeterminante giebt. 

Wir wollen nunmehr eine Anwendung der Criterien fiir vollstiindige 





o Ou, (m) OUy (m m fale 
Bett A + a get + A gO 


worin die Gréssen A Functionen der unabhingigen Variabeln z,, 2,, .. 
. & sind, fiir welche eine der Functionaldeterminanten A,, A,,... A, 
z. B. ine welches definirt ist durch 


149 4M... 4@ 


lu“ 26 mu | 
2) 4@).., 4@ : 
(48) Anam | Ain Ate ASS I, 


4) A™ ws (m) 


2h mu 


nicht identisch gleich Null ist. 

Seien nun 
U4 Uo s wo Mis 
Ur U9 oo. Mmas 


(49) 


U1mu- m Usmu—mses Unmu—m 
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mu — m particulire Integralsysteme, so bilden jedenfalls fir beliebige 
Werthe der Constanten a die Ausdriicke 

Uy == Ay Uy + Ay U4 + 7 -L Amu—m Uimu—m -+ Amu—m+1) 
(50) Us» = ay, Uo, + Ag Uo + ae +. An u—m U2m u —-m -L Am u—m+2 . . 


Te 


. . . + 7 . . . . . . . 7 


Um = A, Umi + Ay Um2 + “e-9 + Om u—m Ummu—m + Amu 


wiederum ein Integralsystem von (47), und wir wollen sehen, unter 
welchen Umstiinden dieses Integralsystem ein vollstiindiges ist. Da die 
abhingigen Variablen u,,...%, in allen Differentialgleichungen (47) 
fehlen, so sind simmtliche Unterdeterminanten m — 1'* Ordnung von 
A identisch Null, und nach dem oben bewiesenen Satze sind dann 
die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir, dass das 
Integralsystem (50) ein vollstindiges ist, die, dass simmtliche Unter- 
determinanten m — 1‘ Ordnung von D 


OU OU ; Our OUgy Ola, OUgy On OUms OUns 


0%, O% 0z,, 02%, Ok 0z,, 02, O82 0%, 

O Ure OUy2 O Uy 0 log 0 Uae O Use OUng: OUms OUns? 

02, 0% 02, 0% O%8 0z,, O%, Ok 02, 

51) D=| > : ‘ P ‘ - 
( ) | OU; m um ot, me—m Ou; mu—m 7 Ub, miu —m OU, me ~m OUn mu—™m 

02, 02, Oz, 02, Oz, 02, 
0 a 0 0 a <5 wt 0 any 0 
| 0 — ew ae eee 


genommen nach den Elementen der p'", 2u'",... mye Verticalreihe 
verschwinden , welche Bedingung jedenfalls erfiillt ist, weil die m letzten 
Horizontalreihen nur aus Nullen bestehen, dass ferner mindestens eine 
der Unterdeterminanten m'‘* Ordnung von D genommen nach den 
Elementen eben dieser Verticalreihen von Null -verschieden ist, und 
dass endlich die aus D entstehende Determinante, in welcher die 
wie, 2u',... mye Verticalreihe durch 


ITT EIEN 


we Au 4m om a ay ‘ 
oF, oF, oF, oF, oF, oF, 


eee 





a >? Ln , = ? c , va — ee pan 
004; OAny OAs OFny 0a,” On, 


ne aaa 


oder in diesem Falle durch 
Min May >> Mima—ms 1, 0)... 03... ns, Mindy o> > Mmmp—m, 0, 0,... 1 


ersetzt wird, von Null verschieden ist. Nun wird aber, wenn wir in 
D die p'*, 2u'*,... mp Verticalreihe und die letzten m Horizontal- 
reihen fortlassen, die so entstehende Unterdeterminante m'* Ordnung 
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ge Ot Oty Otay Oty OM mt | Mma | 
ED 02, 4 ED Oey ED O24 | 
| Otte, ., Otte Otter, Otte Oma Mma | 
i (52) Da = Ox, O21 OM 02,4 Ox 02,4 |, 
? 1@ ° e ° e e ° e . ° e e e e e | 
| 0% mu—m : OU mu =. oe O%mmu—m - OU, me—m™ | 
04; 02,4 02, O8y 4 

er : - . : 

lie und es muss somit D,, so wie die Determinante 

*) | OU, eee Ou Oar eee _O tly uU eee OM eee OM mt uU 

on | Oz, 08,4 11 Oz, 0,4 21 22, 0%, 4 m1 

nn , . 

u Ou Uy u Une u 
las Oye — ty, oe eee 0 2 thy oe aa a td 
= 0% 02,4 Oz, 02, 4 0% O24 1 
(53) Da= Ou, miu—m Os au —m ‘i O48 np—m CM mmu—m a 
| — pa... cemey oo* Ee we _ 
C8 0%, a mu i] 0% Gz = ame—m 
| > we © . 8.8 Cie we 0 0 
a eee, ee ee ee 0 
0 dai 0 0 0.88 Gas’ ons 0 1 

li? 

‘ von Null verschieden sein; da jedoch, wie unmittelbar zu sehen, 
Dy, = Dy ist, so folgt als einzige nothwendige und hinreichende Be- 
dingung dafiir, dass die Ausdriicke (50) ein vollstdndiges Integralsystem 
darsteiien, die, dass Dy», nicht verschwindet. 

. Sei z. B. das lineare Differentialgleichungsystem 

ihe é Aw es (1) Oty ( Otte All) Otte __ 

ten al A), + Ag Oe + 4 A, Oz “te 22 Ok, ? 

° (54) . 

ine ; Al) OM (2) Oty ) O Ube (2) Olly 

paw ri A, Or + A, Ok, +> At $ On + Ay; CEP 0 

as 

and ' gegeben, worin die Gréssen A Functionen der Variabeln ¢,, 2, sind, 

die i und die Determinante 

¢ 2 AS) | 
(55) A, = - 
| @) (2) | 
: | Ay A,, 
3 von Null verschieden sein soll, so wiirde sich als nothwendige und 
» . . . Ree . ss 
hinreichende Bedingung dafiir, dass die Ausdriicke 

l . (56) thy = Ay yy Ag thay Ag, Uy = Ay yy + Ag Mpg + ay, 

in : in denen ;, Wy} Uy2, M9 particuliire Integralsysteme bedeuten, ein 

tal- volistindiges Integralsystem darstellen, die ergeben, dass die Deter- 


minante 
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OU OU, | 
| 02, 0% 


(57) D,—| 


OUyz OU | 

02; 02, | 

von Null verschieden ist. Um zu sehen, was das Vérschwinden dieser 
Determinante fiir die Beschaffenheit der particuliren Integralsysteme 
nach sich ziehen wiirde, setzen wir diese in das Gleichungsystem (54) 
ein und erhalten 


A®) a + Ss oe Sf A” ¢ con ts ya oo = 





Ay 12 
(58) (x) Ou ) Ou, (=) im (x) OU a 
12 1? 22 JUgg 
A; Ps + 4; PY he A; z, + An = = 0 
und wenn ese mit 
—-, == tnt. 
Oy,’ , OMe , 
9 - 
Ou 0%, 
multiplicirt werden, durch Addition, da D, = 0 vorausgesetzt wird, 
4) Ou OD, + O Ure oD, 
an C2, | Oy, 02%, | OU* 
a=>- 0 -> 
OX, Or; . 
of A® O Uss oD, 0 Use OD, a 0, 
22 C2 | OUyy Om — OUrs 
Oa ¢ Ou 


und daher, da A, von Null verschieden vorausgesetzt war, wiihrend 
D,, verschwinden sollte, das Gleichungsystem 

















Oty, oD, a 0D, wae 
0% | May 0% | OU . 
59 0% 0% ‘O onl, >) 
O°) Omer OD, , M2 OD, _ y. pans 
0% , 9%, | Om om,’ 
Ox O% 


hieraus folgt aber unmittelbar, dass die Determinante ' 


| Buty, ttgs 





(60) ti. 
| 2%e1 Oto | 
02, ze | 


verschwindet, oder dass tu: eine Function von wu; ist, und wir finden 
somit dass, wenn die Elemente der beiden particuliren Integralsysteme 
von eimander unabhiingig sind, die Ausdriicke (56) ein vollstindiges Integral- 
system darstellen, 





) 
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Wir wollen die linearen partiellen Differentialgleichungen zweiter 
Classe etwas genauer untersuchen, in welchen zwei particulire Integral- 
systeme %,,, Mo, und 5, %. von einander abhiangig sind oder fir 
welche 


(61) yo = Dy (My), Ung = Po (U1) 

ist, wahrend die partiellen Differentialgleichungen, was ohne Be- 
schrinkung der Annahme (55) zufolge méglich ist, auf die Form 
gebracht sein mégen 


Ou OU, 
02%, “1 Oa, + t oe ’ 


OU, 9 OU OUg 
Da, 91 og, + Be oe 
worin @,, @, 6,, 8, Functionen von z, und z, bedeuten, Da die Glei- 
chungen (62) vermége (61) die — 


O Ug, 


Gy (u nn) 2 ae — 01 J ‘(uy,) 2 Te fat Po’ (thas) ° 0%? 


P2 “(t) 0% = 8, % (uy) S © By P» “(oyy) Se Oe, "; 


oder, da w,, Ug, selbst ein siete von (62) bilden 


Qo a — (p,' (ta) — 4" (t41)) = 0, 


iz 
B, 2 og * (p, (U1) — 1’ (m41)) = 0 


liefern, so folgt, da fiir die Annahme a, — 0 oder 6, = 0 das System 
(62) zerfallen wiirde, ferner die Functionen g, und g, als nicht linear 


’ 


vorausgesetzt werden diirfen, sowohl aus der Annahme oo = (), 
Oui 
O% 
u,, sein muss, und wir finden somit: 

dass, wenn fiir ein lineares partielles Differentialgleichungssystem 
zweiter Classe, dessen Coefficienten nur von den unabhingigen Variabeln 
abhiingen, zwei nicht linear von einander abhingige Integralsysteme 
existiren, die Elemente dieser Integralsysteme selbst von einander ab- 
hingig sind. 

Um nun die Differentialgleichungsysteme (62) zu charakterisiren, 
fiir welche 
(63) Uo, = @ (Uys) 
ist, bemerke man, dass sich vermége der Beziehungen 


Ou Ou , ou 
fit a, Ft 0 () Si, 


@' (U4) 5 op ae = By 5 oa + B,@'(u4)) aa 


Mathematische Annalen, XLIV. 


-==Q als auch aus o,'(u.,) = @,'(u dass w, eine Function von 
2 21 i 11/)? 21 
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a’(u,,) als Lésung der quadratischen Gleichung 

(64) a,0'(u,,)? + (@—P,)@'(u,) — B, =O oder a’ (w,;) = (4, 2) 
oder UW, = a, (f) 

ergiebt, und das Integralsystenm somit in der Form 


(65) Uy, = ,(f), Uy, = o[e, (f)] 
dargestellt ist, worin vermége (64) 

(66) a'[a,(f)| =f 

sein muss. Setzt man nun 

(67) UW =2(f), m= Q[2,(f)). 
worin 

(68) 22, (f)] =f 


sein soll, in das Differentialgleichungsystem (62) ein, so erhilt man 
2, (f) i == a, 2,'(f) at + af. 2)'(f) x, 
£2) (f) = 8,2 (1) Z + Bf 2 (NZ 

a ee 

0% ila On + Oy oz? 


f ff 6, + att 


oa,’ 





oder 


welche schon vermége (65), (66) erfiillt sein mussten, und wir finden 
somit, wenn man beriicksichtigt, dass fiir Q,(f) =f vermége (68) 
, aye 
Q12,(/)] = 47? wird, 
dass, wenn fiir ein lineares partielles Differentialgleichungssystem 

zweiter Classe ein Element eines particularen Integralsystems eine Func- 
tion des andern ist, jedenfalls 

. 4 hs . 

(69) ty = (41> 20)> Uy = 5 f (4%, 2)” 
ein Integralsystem bilden, wenn f(2,, 2.) die Lisung der quadratisehen 
Gleichung 


(70) ay. f? + (a, —B,) f — B, =9 
ist, und dass auch 
(71) w= Q2(f), tm = QQ (/)I, 


worin Q, eine willkiirliche Function, Q eine solche Function bedeutet, 
dass 2 [Q,(f)| =f ist, particulire Integralsysteme darstellen. 
So hat das partielle Differentialgleichungsystem 





OM, __ 1— 2818, OM __ Bt? OM 
i 0% &," 02; &* 0%,’ 
ae OU, _ Ou 
% 








a 


) 


et, 
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wenn f die Lésung der quadratischen Gleichung 


(73) f?— 1 — 288 f+ ion ® 


22 
darstellt, die particuliren Integralsysteme 


2 9 
u=—f, u, = &; u, =f, tly =f; ++: 

Die durch (71) definirten Ausdriicke sind selbstverstindlich nicht 
die allgemeinen Integrale der Differentialgleichungen (62), da, wihrend 
in (71) Q, sich so bestimmen lasst, dass u, fiir z,—0 eine will- 
kiirlich vorgelegte Function von 2, wird, wu, dann fiir 2, =O nicht 
méhr willkiirlich als Function von z, gegeben werden kann. 

Wir wollen hier auf die Frage der Abhiingigkeit entsprechender 
Integralelemente oder der Elemente verschiedener Integralsysteme 
partieller Differentialgleichungsysteme untereinander nicht weiter ein- 
gehen, es soll nur noch kurz die Frage beriihrt werden, von 
welcher Natur die partiellen Differentialgleichungen sein miissen, wenn 
ihre allgemeinen Integrale willkiirliche Functionen ciner gewissen 
Anzahl particulirer Integralelemente sein sollen, eine Frage, die, wie 
wir an anderer Stelle sehen werden, in Zusammenhang steht mit der 
Herleitung der allgemeinen Integrale aus den vollstindigen Integral- 
systemen partieller Differentialgleichungen beliebiger Ordnung. 

Soll also die Gestalt eines partiellen Differentialgleichungssystems 











ee A oF, OF, oF, dF, 2% a8 

oo ae ae lhl an.) 
Fs (c.g, OF: OF: OM OF, FF, OF, 

(74) {0% 2(4u + "? Ou? "*' Ot,” Om? *** 8,2" Om?” aa)? 
 _ oo ia - —- 
a, @ 1? n> 0%,’ 02,’ Ok? 08,” 0%? ° Of, 





untersucht werden, welches die Higenschaft hat, dass sein allgemeines 
integralsystem sich mit Hiilfe willkiirlicher Functionen aus einer Anzahl 
von w Systemen gleichzeitiger, von einander unabhingiger Integrale 


fu fie +++ he, 
fa fee +++ fees 


fur fur +++ fue 
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in der Form ausdriicken lasst 


(75) F, = 9 (firs for +++ fur); 
F, = Po(fior for ++ fu2)> --- F,= Po(Tig, fees cee fue)» 


WOrin @;, Po, ++. Pe willkiirliche Functionen bedeuten, so ist zu- 
nichst klar, dass w nicht kleiner als nm — 1 sein kann; denn, da das 
Differentialgleichungssystem (74), wie bekannt, Integralsysteme besitzt, 
deren Elemente fiir 2,0 in beliebig vorgelegte Functionen von 
8, %3,..+.8, tibergehen, so wiirde, wenn 


fia(O, #, ... Sa) = §, 
fox(O, B, . ~~ Bn) = &, ~~. fualO, Bo, . + Bn) = by 
gesetzt und daraus 
By = Go (bi) bor ~~ - buy Suter +++ Sn)y « 
Beta== Goia(l, , bor --- bus Spies «> - a) (77) 
hergeleitet wiirde, fiir eine willkiirlich gegebene Function 
D2 (So, By, - > - Ba) 


die gesuchte Function g, der Bedingung unterliegen, dass 


D2(Gos Jy ++ + Jutty Seta, «++ Sn) == pals, &,-- + Eu) 


ist, und somit die Function ®, gegen die Voraussetzung nur von 
? g 5 
u < ~— 1 von einander unabhiingigen Variabeln abhiingen. 
Sei nun u >» — 1, so wihlen wir statt der willkiirlichen Fune- 
= ’ 
tionen »Po,---@ der Gleichungen (75) lineare homogene Func- 
Pir Pas Pe s 2 
tionen der Integralsysteme von der Form 


F, = ayfiy + Ay fy + +++ + Ont far; 
7 . 7 
(76) Fi, = yy fiz + G22 foo + +++ + One fas, 
F, — Tiefie + dzof2¢9 oh —s + Ono fae» 
worin die Coefficienten willkiirliche Constanten bedeuten, von denen 
NUT Gini, Gn2,-+- ng Verschwinden, wenn w =» — 1 ist. Durch Ein- 


fiihrung dieser Werthe in die Differentialgleichungen (74) ergeben sich 
die fiir @,,@,,...@, zu befriedigenden Functionalgleichungen 
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ae 
¥ Fi c 
“ ( — — Of : ofa Ofte Ole Ofte oh: 
1") &1.° n> — 02.? bz _ 22 Ae is Ge =a 
2 n 2 02, “2 02, 
-- @.(2 o£ 6 a os Ofer Ofee O fee Ofey Ofee 
Gq, M4| 25° “a? Ga? GE” Ger Get Ger’ Se +--+; 
O%s “n “2 Of, One OF, 
+a m * rm Ofn1 Ofn1 Ofne Of Ofne OF 
1 ~ 7 ae - = e y 
n 1 1? n> Ok, ? 02, ? he ? Oz, ? Oe,’ Oz, ) 
= @,(2 Z Of O fe Ofns 
= 0,(4, °° + Bn, Ay Ok + Ao 0% + as + Ant Oe” 
Of O far Ofns 
a : Bee om eae sic Bg 
i C z, + 21 04, + +- ni 02, ; 
Ofe of. 
Q =@ nO 
a - ne ae 
lo By -f- a @ Of a + Ane Oa ’ 
of, 0 ofe of, 
mat | n@ 
Ao : + dae ae + + Ane 5 o) 
(77) 


ty 2 oe ? ) ’ 4 ’ g As 
0%, 02,’ O28 Oz, 02,’ 02 


, dfn fa dhe ie _F 
rt Cr Sin, ... Tia, Sle, ... She,... Ste, ... ) 


O fas Ofer Ofee Ofee fee Of» 
+ d2¢ —_— “ee Rs ee ee ee -L 


0 ks 02%,’ Ok,” 02, 0% 








n/ 
+- Ano We 2 Sis Ofnr Ofna Ofng Ofne OIng 
nemel “1? ny O%e ? 02,” Oe,” 02,’ Oks ? 02, 


ef Ofer Ofnt 
ay CRT + Gu cor? 9 eg weg 
0%, 0%, 





Of 0 fas Ofna 
ayy Batt oon Ft + oe 5p 
on, afeg 
Q Q tne 
M195 Oke + a2 0 ~ Oe. $ose+ ies af 


on, Ofee Ofne 
"1 65, ge + O20 Fe. at i oa)? 





\ 


und durch successive Differentiation dieser Gleichungen nach aa, 
@z2,.++@naz, wenn die Argumente der auf den rechten Seiten dieser 
Gleichungen befindlichen w-Functionen mit 

, a om Loa, +» + Zany ++ ea, - ++ Lon 


bezeichnet werden, wihrend diese selbst der Kiirze halber durch @, ge- 
kennzeichnet werde, 
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oS er ee 
a( » ny rr ? 02,” Of? 02, 
Of, 0a, Oia 0a, 4 Chia 0a, 
0% O43, * 0% 02,5 02, 02,, 
i ord o> a re 
PL 
@) 19°***n) O&? 0a,’ Om? 02, | 
Ofn, 20, 4 Ona do, 4 Ana 0a, 
0% OZ,,' 08 0245 02%, 02)» 


und dureh Differentiation von (77) nach a,, Gg», . 


- ny, Worn v 
von A verschieden, 


on, ” 00, oh» 0a, 
OB OZ,9 0%, 52... tT os eZ , _ 
i Ee es 


of, dm . of. aa Of,, da, ha i 
lr @) ny 2@) Res 
Om 0Z,, + 0% 02,, + +2, 8z, 


1 
| 


O=— 


welche Gleichungen wiederum in den willkiirlichen Constanten und den 
unabhiingigen Variabeln identische sein miissen. Da aber die linken 
Seiten der Gleichungen (78) vermége (74) identisch gleich sind den 
resp. Ausdriicken 


so wiirde sich aus dem Systeme (78) das identische Verschwinden der 
Functionaldeterminante 


Ofia Chia } Chia 


0% O&s a Cz 
Ofea Ofsa Ofea 
| 02, O89 02 


Ofna Ofna Ofna 
0% O% 08, | 
ergeben, und somit gegen die Voraussetzung die Integralelemente 
fia, faz, --+ faa nicht von einander unabhingig sein; es darf daher, 
was man auch leicht unmittelbar einsehen konnte, einerseits u nicht 
grésser als » — 1 sein, andererseits gehen fiir die allein noch mégliche 
Annahme « = ” — 1 die identisch zu befriedigenden Gleichungen (78) 
und (79) in die folgenden 


aan inal d nat 
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Of Of ae fre x. hig 
a, (#15 Am 0%’ = 02, " Om? " ta) 
_ Of, Oa + Of, 0m 
~ Ot, O2z2 0%, 04, 
(80) Soe et ae we we we aa ee we oe ee 
Ofn—11 Ofn—1 Ofn—19 Ofn le 
@ ("8m Fe ~~ 02, Sila 0% ° 02, ) 
Ofn—sa 0a, Ofn—1 Oa, 
Of = ‘+5 OZan 
und 
Ohi, Om Ohi, 0, on, 0a, 
0 Gm OZ, + Gy OZ, +t Oe. OZ, 
A=1,2,...@ 
og Gea ee ) az» 
ea af 0a, ar aa yon 1,2,...0 
n—lv na —ly n—ly “ 
=“ “te 0 Z, ti 0%, 02,3 i ae OZ, 
iiber. 
Da nun in diesen Gleichungssystemen die Determinanten 
| Ofte Ofte Ohi. 
0% O& " Oe, 
| fx ee ae | 
| rr O85 02, | (= 1,2,...@) 
| Ofn—1x 0 n—1x ae Of,—1% | 
Oks Of, 02, | 


nicht verschwinden, weil, falls dies der Fall wire, eine Beziehung 
zwisclien f;,, fex,--++ fn—1x und 2,, also auch fiir z, = 0 eine Relation 
zwischen fiy, fx, -++ fa-1x bestehen wiirde, wihrend fiir einen be- 
liebig gewihlten Werth von z, die Werthe der ersten Integralelemente 
beliebig als Functionen von 2, 2,... @, gegeben sein diirfen, und 
die solchen von einander unabhingigen Anfangsbedingungen ent- 
sprechenden particuliiren Integralsysteme gewihlt werden durften, so 
ergiebt sich aus (80), dass die Werthe von 

0@, OW, 0@; 

iz," mw" az, (A=1,2,...@) 
von den willkiirlichen Constanten 1:2, dea, ..-+ Gn—1a unabhingig 
also @, eine lineare Function von Zj2, Za3, ... Zan Sein muss, feriier aus 
(81), dass 

0a, 0a, 00, 

—— = 











40 UL. Kormtassercer. Vollstindige Integrale partieller Differentialgleichungen. 


also @, von Z,2, Z,3,..- Zyn unabhingig ist, und es folgt somit, 
dass wegen der Willkiirlichkeit der Argumente 


oF, oF, oF, oF, 
(82) o2 (4; ee + Bn, Diy? eee 02,” eee Die’ + ee %) 








oF OF oF 
= fiz Se + He Zz ++-°+ Jin G5 
ist, worin gaze, gas, --. Gan Von den Variabeln 2,, 2, ... 2%, ab- 
hingige Functionen bedeuten, da der durch die Gleichungen (76) aus- 
gedriickten Forderung gemiiss w, linear homogen in 
aF, aF, aF, 
0%’ 0% ° 08, 
sein muss. 
Es ergiebt sich somit der nachfolgende Satz: 
Unter allen partiellen Differentialgleichungssystemen erster Ordnung 
und beliebiger Classe 








©. fg..Be,.°**8 oF, oF, coe oF, “es oF, oF, —. ail — 
Bh hee Ee 2 nm) 02,’ Oz’ 02,’ 02,’ Ok,’ 02, — 
QO. 18... Ba. ***B oF, oF eee oF —. al, oF er OF, = 0) ' 
— = ") 04,’ Om’ 02,’ 0%,’ O%’ 02, ee 
i 
@ 19 “29 n> ou? Oe,’ 02,’ Oe ? Oz, ? 0%, 
sind die zerfallenden linearen Differentiaigleichungssysteme 
” oF, , oF, QF 
911 (215 +++ Sn) Om, + G12 (25 *** Bn) Oke +++ gin (4) +++ @n) ag =O, 
je 


oF, oF, OF, 
Gos (215 *** &n) > + Go2 (#13 +++ Bn) On, +++ Gan(21, +++ &n) <= 0 


aF aF oF, 
9o1(4, eee fn) od + Jo2(#;; — Bn) = Se Gon (2; . +++ Bn) yey 
die einzigen, im denen die allgemeinen Integrale sich als willkiirliche 
Functionen einer bestimmten Anzahl particuliirer Integrale darstellen 
lassen, und zwar sind diese Darstellungsformen 


F, = 9; (Fi, F», i Fy n-1), eee F, — Po(Fo1; Foe, tae Fon-1); 
Wenn Y,,--- Po willkiirliche Functionen und Fai, Fas, ... Fan. von 


einander unabhdngige Integrale der a‘ Differentialgleichung des obigen me 
Systems bedeuten. ie 


Heidelberg, den 20, September 1893. 








Ueber Functionen, welche in gewissen Punkten endliche 
Differentialquotienten jeder endlichen Ordnung, aber keine 
Taylor’sche Reihenentwickelung besitzen. 


Von 


Atrrep PrinasHem in Miinchen. 


In der folgenden Mittheilung, welche sich an den im 42" Bande 
dieser Zeitschrift von mir publicirten Aufsatz*): ,,Zur Theorie der 
Taylor’schen Reihe etc.“* anschliesst, will ich zunachst mit Hiilfe 
eines elementaren functionentheoretischen Principes einen sehr einfachen 
Typus von analytischen Ausdriicken ableiten, welche trotz der Endlich- 
keit der Differentialquotienten jeder endlichen Ordnung fiir gewisse 
Stellen bestindig divergirende Taylor’sche Entwickelungen liefern (§ 1) 
und daran eine Betrachtung kniipfen, die zunichst zur Berichtigung 
eines bei Gelegenheit aihnlicher Untersuchungen von Du Bois-Rey- 
mond begangenen fundamentalen Irrthums dienen soll, sodann aber 
zur Aufstellung einer allgemeinen Classe von Functionen fiihrt, welche 
die fragliche Singularitiit lings des ganzen Einheitskreises besitzen (§ 2). 


Daran schliessen sich dann einige functionentheoretische Bemerkungen 
1 1 


tiber das Verhalten der Functionen e * unde * in der Nahe der 
Nullstelle (§ 3). Schliesslich wird gezeigt, dass man auch unbeschrankt 
differenzirbare analytische Ausdriicke herstellen kann, welche, als Func- 
tionen einer reellen Variabelen x aufgefasst, nur auf einer Seite einer 
Stelle «=, durch die Taylor’sche Reihe dargestellt werden, obschon 
sie an der Stelle z mit simmtlichen vor- und riickwarts gebildeten 
Differentialquotienten endlich und stetig bleiben. 


$1. 


Ist der wahre Convergenzbezirk der Reihe: 


(1) f (2) “2 aye 

ein um den Nullpunkt beschriebener Kreis mit dem Radius R, so muss 
bekanntlich f(x) auf der Peripherie dieses Kreises mindestens eine singu- 
lare Stelle besitzen, d. h. es existirt daselbst mindestens ein Punkt A 


*) a, a. O. p, 153 ff. 
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von der Beschaffenheit, dass der Convergenzbezirk keiner aus der 
Reihe (1) abgeleiteten Reihe: 


2) fla) = 5 7). (@— 8 (wo: |B] < B) 


iiber A hinausragt und somit, wenn & auf dem Strahle OA liegt, den 
urspriinglichen Convergenzkreis in A beriihrt. 

Sind nun die a, von irgend einer Stelle v = » ab siimmtlich positiv, 
so lisst sich zeigen, dass gerade die Stelle — R selbst stets eine 
singulire sein muss. 

Nimmt man nimlich irgend einen positiven Werth r < R an 
und setzt: 

=r. ef 
so- folgt aus: 


! | @ 


5 
* 
(3) Fr for(g)| me >) Mate "< 1%..0,9"-*, 
| 2m | n 

dass die Coefficienten der Reihenentwickelung (2) von einer bestimmten 
Stelle » — m ab durchweg ihre Maximalwerthe annehmen, wenn gerade 
——r wird. Daraus ergiebt sich aber, dass der Convergenzkreis der 
Reihe (2) fiir keine Stelle € mit dem absoluten Betrage r kleiner sein 
kann, als fir § =r selbst, und da mindestens einer dieser Convergenz- 
kreise den urspriinglichen von innen beriihrt, so muss das sicher fiir 
den um § —~r zu beschreibenden der Fall sein, d. h. 2 = R ist in 
der That eine singulire Stelle fiir f(z). 


Wahit man nun eine Reihe von positiven Gréssen a, so, dass: 


(a) lim v? . a, = 0 (fiir jedes noch so grosse, endliche, positive p) 


(b) lim /a, =I, 


v=@ 


(4) 


so wird in Folge der Bedingung (a) nicht allein die Reihe (1), sondern 
auch jede durch beliebig oft wiederholte Differentiation daraus hervor- 
gehende Reihe fiir |x| = 1 unbedingt convergiren, dagegen in Folge 
der Bedingung (b) fiir |z| > 1 divergiren*), sodass also nach dem oben 
gesagten f(x) in 2 = 1 eine singulire Stelle besitzen muss. 

Somit wird bei der angegebenen Wahl der Gréssen a, durch die 
Reihe (1) eine analytische Function definirt, welche auf dem genannten 
Kinheitskreise mit allen Ableitungen jeder endlichen Ordnung endlich 
und stetig ist, und welche dennoch fiir keine noch so kleine Umgebung 
der Stelle «= 1 nach Potenzen von (~— 1) entwickelt werden kann. 


*) Man kann die Bedingung (b) offenbar auch durch die etwas «allgemeinere 


ersetzen, dass die obere Unbestimmtheitsgrenze von V/ a, fiir vx den Werth 1 
haben soll, 
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Hierzu ware nur noch zu zeigen, dass man in der That (auf un- 
endlich viele Arten) Gréssen a, so bestimmen kann, dass sie den beiden 
Bedingungen (4) geniigen. Man befriedigt nun aber offenbar die Be- 
dingung (4a) und zwar in der allgemeinsten Weise*) wenn man setzt: 


ay = y Pv = e Pris 


wo p, eine positive Grésse bedeutet, die mit v irgendwie in’s Unend- 
liche wiichst. Da hiernach: 


ja =e 


wird, so ist zur Erfiillung von (4b) nothwendig und hinreichend, dass: 


1 
_ > Pvigy 


i) a 
ees 


sodass also gesetzt werden kann: 


= 1 . ij - 
5b lg v =—- wo: lim m, = co. 
, v v= ow 
Alsdann wird: 
a v 
es m, lg v 
und: 
° sel e m, 
lim py’ = lim —*~ = 0 
v= © =o v 
igv 


und somit schliesslich: 


v 


m 
(5) &=e”’, 
wo m, cine positive Grosse bedeutet, die mit v schwiicher in’s Unendliche 


wiichst, als ies)” Man kanu also z. B. setzen: 


nm =— 
lga-» 





a 


v ( a>1l 


Mm, = i m onl? ete 
<<". US UCU 
und demnach: 
‘ 
, ~ Tey 
a%=—a”, a=—v'e, ava §", ete. — 


*) Man erzielt keineswegs eine grissere Allgemeinheit, wenn man etwa setzt: 


a ar 
a,=c,-” id 


wo ¢, mit unendlich wachsendem y unter einer endlichen Grenze bleibt. Denn 
man kann alsdann a, in die Form setzen: 


Ig cy 


— Dy 


a, =v ler = fy, 


wo q, keinen grésseren Grad von Allgemeinheit besitzt, als das urspriingliche p,. 
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Es liegt nun nahe mit Hilfe der Substitution: «= et‘, welche 
den EHinheitskreis der z-Ebene auf die reelle Axe der ¢-Ebene so ab- 
bildet, dass dem Punkte «=—1 der Punkt ¢ — 0 (bezw. t= -+ 2kzi) 
entspricht, f(#) in eine Function f(e*) = p(t) iiberzufiihren, welche 
fiir alle reellen ¢ bestimmte endliche Ableitungen jeder endlichen Ord- 
nung besitzt und dennoch nicht nach Potenzen von ¢ (bezw. t--2kz) 
entwickelt werden kann. Um aber hierbei véllig sicher zu gehen, ist 
zunichst folgende Frage zu beantworten: 

Wenn f(x) auf dem Einheitskreise die singuliire Stelle x, = e%# 
besitzt, ist dann stets 4, auch eine singulare Stelle fiir f(e") als 
Function von ¢ aufgefasst? 

Zur Beantwortung dieser Frage beweise ich den folgenden Hiilfssatz: 


Es sei f(x) = >)b,2” convergent fiir «<1, also 


fe) = 9(t) = "be 


convergent fiir alle complexen ¢ mit nicht-negativem imaginiren 
Theil, insbesondere also fiir alle reellen ¢ Ist dann f(x) regulir 
fiir eine gewisse Umgebung der auf dem Kinheitskreise gelegenen 
Stelle x, = e* (wo also |x| == 1 und ¢, reell), so gilt das gleiche 
von p(t) in der Umgebung von ¢t = ¢, — wnd umgekehrt. 

Beweis. Angenommen man habe zunichst: 


f(x) = >)b,2" = >)o(e—m,)" fiir: |jz—2| <r, 


so wird: 
y(t) = >'c.¢ o— ¥ bot ( @(t.— bo) # — 1)’. 


Da aber {e¢-®*—1}” in eine bestiindig convergirende Potenzreihe 


a 


P, (¢— ty) = > Av —t,)* ohne constantes Glied entwickelt werden 
1 
kann, so existirt eine gewisse Umgebung |¢—t,| < @, fiir welche nicht 


nur |$,(¢ — ¢)|, sondern auch Ae (¢—t,)’| beliebig klein, also 
1 


insbesondere < 7 wird. Fiir diesen die Stelle ¢, umgebenden Bereich 
von ¢ darf dann aber nach einem bekannten (Cauchy’schen) Satze 


die Reihe: 
9 (t) =>" eo, By (t—t,) 


in eine solche nach positiven Potenzen von (¢—¢,) umgeformt werden, 
d. h. p(#) ist in der That regular in der Umgebung der Stelle ¢—¢,. 
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Umgekehrt: Angenommen, man habe fiir eine gewisse (complexe) 
Umgebung des reellen Werthes ¢ = ¢,: 


ot) = >)B(t—4)" 


und man setzt: 








tas ze, ch! a= ty (wo also: || = 1) 
so wird: 
1 F 1 x—2Z, 


sodass also fiir: 
|a—a%|.< |x|, d. h. fiir |wa—a| <1 


(¢—t,) und daher auch (¢—#,)” in eine convergirende Reihe nach 
Potenzen von (w—2,) ohne constantes Glied entwickelt werden kann. 
Daraus ersieht man dann aber, genau wie oben, dass die Reihe: 


9 (t) = >'8,(t—4) 


fiir eine gewisse Umgebung von x = 2, in eine solche nach positiven 
Potenzen von (x — 2,) umgeformt werden kann, sodass also: 
p(t) = f(e*) = f(@) 
in eine fiir 2 = 2, regulire Function tibergeht. — . 
Aus dem eben bewiesenen Hiilfssatze folgt nun ohne weiteres, dass 
jeder auf dem Kinheitskreise gelegenen singuldren Stelle z von f(z) 


eine reelle singulire Stelle 4, von g(¢) entspricht (vice versa), und 
dass daher: 


(6) 9(t) =>? ayer, 
0 


sobald die Coefficienten a, der oben aufgestellten Form (5) angehéren, 
eine mit allen Ableitungen jeder endlichen Ordnung endliche und 
stetige Function der reellen Variablen ¢ darstellt, welche fiir ¢ = 0 
(und allgemein fiir ¢ == + 2k) nicht nach der Mac Laurin’schen 
(beaw. Taylor’schen) Reihe entwickelbar ist. 


§ 2. 

Aus dem am Schlusse des vorigen Paragraphen aufgestellten Re- 
sultate’ lisst sich zuniichst folgern, dass mindestens eine der beiden, 
gleichfalls mit allen Ableitungen jeder endlichen Ordnung endlichen 
und stetigen Functionen: 


gy, (t) = a, cos vt, Y(t) = >» a, sin vt 
1 
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nicht nach der Mac Laurin’schen Reihe entwickelt werden kann. 
Man kann nun aber ganz direct zeigen, dass diese Eigenschaft jeder 
der beiden genannten Functionen zukommt, und zwar aus dem Grunde, 
weil die betreffenden Reihen fiir jeden noch so kleinen Werth von ¢ 
divergiren. Man hat nimlich: 


o 2 


p?*)(0) = (—1- >} vix.g,, g@*—-0(0) = (—1)*- >? “& 

1 1 
(dagegen: gy?) (0) = 0, pe") (0) = 0). Bezeichnet man daher mit 
A, den Coefficienten von ¢# in der Mac Laurin’schen Reihe fiir 
@,(t) bezw. o,(#) (wobei also 4 im Falle g,(¢) durchweg gerade, im 
Falle g, (¢) durchweg ungerade) , so hat man: 


> > ~ a : 
1 1 -— i tae 
| Ag = il v vay — 7 , pt -@ My > - sia My 


wie gross man auch v in dem letzten Ausdrucke annehmen mag. Nimmt 
man nun insbesondere: v >A, also m, > ma > [ma] (wo [ma] die grésste 
in m, enthaltene ganze Zahl bedeutet), so wird zuniichst @ fortiori: 


a : = 
|4a| > 5 -e [ma] 
oder da bekanntlich*): 


at _— n y 
Al=q-A -@€ wo: lime = /VY2a 
’ , 2 


tol = 


gesetzt werden kann, so hat man: 
1 


ea ee a ee 
eileen ds a) [ma]. 


Nun fixire man die oben nur der Bedingung v > 4 unterworfene Zahl v 
so, dass: v = A-[m,]; alsdann wird: 


| Ag| > ca - [ma}* - a 
und somit schliesslich : 


|g #| > ca ([ma]*- t - (A. [mp)t, 


woraus man erkennt, dass dieser Ausdruck mit 4 in’s Unendliche 
wichst, wie klein man auch ¢ annehmen mag. Daraus folgt dann aber 


in der That, dass die Mac Laurin’sche Reihe fiir g,(#) und g,(¢) 
bestandig divergirt. 


*) Vgl. z. B. Meyer-Dirichlet, Vorl. iiber best, Integrale, p. 151. 
y 
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Eine Reihe, wie die hier mit @,(é) bezeichnete, hat schon Du 
Bois-Reymond betrachtet*) und fiir die specielle Wahl a, = e—V* 
die Divergenz ihrer Mac Laurin’schen Entwickelung nachzuweisen 
versucht. Wenn er aber hieran die weitere Bemerkung kniipft, der- 
artige Functionen seien dann tiberhaupt nirgends in Potenzreihen ent- 
wickelbar und lassen demnach keine analytische Fortsetzung in das 
complexe Gebiet zu, so beruht diese Behauptung (deren objective 
Richtigkeit vorlaiufig dahingestellt bleibe) auf einem vollkommenen 
Fehlschlusse. 

Aus dem Umstande, dass die trigonometrische Reihe fiir g,(t) 
offenbar fiir keinen complexen Werth von ¢ convergirt**), glaubte er 
niimlich ohne weiteres folgern zu diirfen, dass daher gq, (¢) fiir complexe 
Werthe von ¢ diberhaupt nicht existire, also nirgends nach Potenzen 
von (¢—t#,) entwickelbar sein kénne. Dass diese Schlussweise aber 
falsch sein muss, lehrt schon ein Blick auf irgend eine der bekanntesten 
trigonometrischen Reihen,* wie z. B.: 


wo 


1 1 oe & 
>< - cos vt = — 5 |g (4 sin? 5)» 


1 


welche gleichfalls fiir kein complexes ¢ convergirt, wihrend nichts- 


1 


destoweniger g(t) = — sle(4 sin? <) mit einzigem Ausschlusse der 


Stellen ¢=—=-+- ma (m=0,1,2,...), fiir welche die obige Reihe 
divergirt und g(t) selbst unendlich gross wird, nach Potenzen von 
(¢—t,) entwickelbar ist und demgemiiss in das complexe Gebiet hinein 
analytisch fortgesetzt werden kann. 

Hat man nun allgemein eine lediglich fiir reelle t convergirende 
trigonometrische Reihe: 


 (¢) = >a cos vt + b, sin vt) 


=: { ay(erté + e-*##) — Bi (et — e- "4 { 


— XC — byt). ev## + +> (a + byi) . e-*# 


*) ,,Ueber den Giiltigkeitsbereich der Taylor’schen Reihe“, Math. Ann. Bd, XXI, 
p. 117. — Man vergl. auch eme Note von Herrn G. Vivanti: ,,Sulle serie di 
potenze’* — in der Rivista di Matematica 1893. 


**) Dies gilt natiirlich auch fiir die Reihe g,(¢), nimlich allgemein fiir: 


9 (t) + o(—0) = dia, (er + -*+) = >a,(@ 27”). 
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und setzt: 


ef a= 2, O(t) = F(z) 


F(a) =) Sq - bi) 2 +4 Sati) .a- 
= F(z) + F, (a2) 


also: 


so wird F(z) als Reihe nach positiven und negativen ganzen Potenzen 
von z in Folge der tiber die Convergenz von ®(¢) gemachten Voraus- 
setzung lediglich auf der Peripherie des Kinheitskreises convergiren 
und also in dieser besonderen Form nur dort existiren. Dagegen 
wird offenbar in unendlich vielen Fallen F(a) sowohl in das Innere des 
Kinheitskreises, als auch nach aussen analytisch fortgesetzt werden 
kénnen, da ja F(x) im Innern, F’,(a—') ausserhalb des Kreises an sich 
analytisch ist und — bei passender Beschaffenheit der a,, b, — F(x) 
eine analytische Fortsetzung nach aussen; F,(a-") cine solche nach 
innen zulassen wird. (Man nehme z. B. fiir F',(~), F(a) irgend zwei 
Functionen, die im Endlichen nur die singulire Stelle 1 haben 
und noch fiir |z| — 1 durch eine absolut convergirende Potenzreihe in 
a dargestellt werden, z. B. (1—2) .lg(1—2), V1 —z, ete.) . 


Da somit F(z) in unendlich vielen Fallen eine analytische Fort- 
setzung besitzen wird, so folgt auf Grund des in § 1 bewiesenen Hiilfs- 
satzes das gleiche fiir @(¢), auch wenn die trigonometrische Reihe, 
welche zunichst (¢) fiir reelle Werthe von ¢ definirt, ausschliesslich 
fiir soleche convergirt. 


Wendet man dieses Ergebniss auf den vorliegenden Fall an, so 


erkennt man, dass die Frage nach der Entwickelbarkeit von >a, cos vt 
> sin v¢ in Potenzreihen fiir alle anderen Werthe ausser ¢ = -+- 2% 


(x = 0, 1, 2, ...) lediglich davon abhaingen wird, ob >a,” fiir irgend 
welche Stellen des EKinheitskreises nach der Taylor’schen Reihe ent- 
wickelt werden kann, oder ob die singuliren Stellen dort iiberall 
dicht liegen. Hieriiber irgend eine Entscheidung unmittelbar aus der 
arithmetischen Natur der Coefficienten zu gewinnen, diirfte indessen 
schwerlich gelingen, da die fiir alle anderen Werthe ausser fiir x = 1 
resultirenden Zeichenwechsel eine directe Schitzung der Taylor’schen 
Entwickelungscoefficienten bei unendlich wachsender Stellenzahl kaum 
mdglich erscheinen lassen. Andererseits bietet aber auch die Ver- 
gleichung mit anderen Functionen, welche auf dem Convergenzkreise 
noch endliche Ableitungen jeder endlichen Ordnung besitzen, keinen 
definitiven Anhaltspunkt fiir eine solche Entscheidung: denn es giebt, 
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wie ich in der oben citirten Abhandlung ausdriicklich gezeigt habe*), 
deren sowohl solche, die thatsichlich die Entwickelbarkeit nur in 
einem einzigen Punkte verlieren; als auch solche, die tiberhaupt keine 
analytische Fortsetzung zulassen. 

Soweit man indessen nach Analogien schliessen kann, méchte ich 
es fiir wenig wahrscheinlich halten, dass gerade die von Du Bois- 


Reymond betrachtete Function f(#) -»> oY" a keine analytische 
Fortsetzung besitzen sollte. Beachtet man niimlich, dass hier die Coeffi- 
cienten a, = e~ ¥” in dhnlich regelmissiger Weise abnehmen, wie z. B. 


v-* und (1+ <¢)-* (¢>0), und zwar schneller als v-!, langsamer als 
(1-+-«)-*, dass andererseits: 


> 1g” == — lg (1—z) und: le” L” ox eae” 
1 1 

analytisch fortsetzbar sind, so kénnte eine Veranlassung zu der gegen- 
theiligen Vermuthung beziiglich der Function > ¢ —V* @ doch lediglich 
in dem Umstande gefunden werden, dass hier — anders wie bei den 
oben erwihnten Functionen — die durch Differentiation abgeleiteten 
Reihen auf dem Convergenzkreise noch durchweg convergiren. Da man 
aber nach dem von mir a. a. O. angegebenen Verfahren leicht Potenz- 
reihen mit der nimlichen Higenschaft construiren kann, welche auf 
dem Einheitskreise zweifellos nur die eine singulire Stelle x = 1 be- 
sitzen und deren Coefficienten mit a,—=e-V* die charakteristische 
Kigenschaft gemein haben durchweg positiv zu sein und nach einem 
bestimmten Gesetze regelmissig abzunehmen**), so darf man sicherlich 
wohl soviel sagen, dass nach Maassgabe dieser Analogien jeder bestimmte 


Anhalt dafiir feblt, um >) oY" a fiir nicht analytisch fortsetzbar zu 
halten. 

Wesentlich anders liegt die Sache, wenn man die a, lediglich 
gemiiss den Bedingungen (4) des § 1, im iibrigen aber vdllig willkiirlich 
gewahlt denkt. Hier muss vor allem bemerkt werden, dass die, wie 
ich Glaube, Siemlich allgemein verbreitete Meinung, als ob ein durch 


*) a. a. O. p. 169ff., p. 182. 
**) Beispiel. Man setze fiir b <1: 


f(e) ->}- ~= Sar 


1ti—e 0 


4-3) hy" 


Mathematische Annalen, XLIV, 4 


wo also: 
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eine Potenzreihe mit endlichem Convergenzbereiche definirtes Func- 
tionselement in der Regel eine analytische Fortsetzung besitze, wihrend 
die Nicht-Fortsetzbarkeit als eine nur in ganz speciellen Fiillen auf- 
tretende, héchst merkwiirdige Erscheinung anzusehen sei, entschieden 
unrichtig ist. In Wahrheit verhilt es sich genau umgekehrt: nur dann, 
wenn zwischen den Reihencoefficienten von vornherein bestimmte Be- 
ziehungen von verhiltnissmissig specieller Natur bestehen, kann auf 
eine Fortsetzbarkeit gerechnet werden, waihrend 1m allgemeinen keine 
analytische Fortsetzung existiren wird. 

Zur naheren Begriindung dieser Bemerkung diene folgendes. Es 


werde gesetzt : 
f(z) -> Cy a” 
0 


e,° ° v,— . 
wo ¢, durchweg positiv und lim j/c, = 1 sein soll. Versteht man so- 
dann unter p, (v—=0,1,2,...) eine Reihe positiver, mit » in’s Un- 
endliche wachsender ganzer Zahlen von der Beschaffenheit, dass p, ein 
Theiler von p,;; und somit allgemein von p,+9 (z. B. p, = v!, py =a’, 
wo @ eine ganze Zahl), und setzt man: 
x n—t 
p(x) = > Cp, 2* = Dre, - x” + R, (x), 
9 0 
so erkennt man aus der Beziehung: 
ow Pn+y 
R - ; Pe ( a» Pn 
tn(L) = Arc, . 2” = "Crnty (& 
n 


dass R(x) und folglich auch g(a) sich singulir verhilt fir 7?" = 1, 
also fiir die p, Stellen, welche den Einheitswurzeln vom Grade p,, ent- 
sprechen, Daraus ergiebt sich aber, da man der Zahl m jeden be- 
liebig grossen Werth beilegen kann, dass die singuliren Stellen von 
g(x) auf dem KEinheitskreise iiberall dicht liegen, also (a) keine 
analytische Fortsetzung zulisst. 

Bezeichnet man jetzt diejenigen Zahlen, welche nach Ausschluss 
der Zahlen p, aus der natiirlichen Zahlenreihe iibrig bleiben, durch 


q (v=0,1,2,...), und setzt hierauf die oben definirte Function f(z) 
in die Form: 


fe) =>? ep,» 2°? +>? oy, 2 = ox) + ¥(2), 
0 0 


so erkennt man ohne weiteres, dass f(z) nur dann eine analytische 
Fortsetzung besitzen wird, wenn: 1) auch die Singularititen von #(zx) 
auf dem Kinheitskreise iiberall dicht liegen; 2) zwischen den Coeffi- 
cienten Cp,, C,, ganz bestimmte Relationen bestehen, vermége deren so 


ree 
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viele Singularitiiten von (x) und p(x) sich gegenseitig vernichten, dass 
dieselben fiir p(x) + (x) nicht mehr iiberall dicht liegen, — 

Mit Beniitzung der Methode, welche soeben zu der mit (x) be- 
zeichneten Function gefiihrt hat, kann man nun offenbar ohne weiteres 
jetzt auch einen allgemeinen Typus von Functionen aufstellen, welche 
auf dem EHinheitskreise noch durchweg endliche Ableitungen jeder 
Ordnung besitzen und sicher keine analytische Fortsetzung zulassen: 
man hat hierzu offenbar nur den Coefficienten c, solche Wertlie bei- 
zulegen, wie sie bisher mit a, bezeichnet wurden. Nimmt man z. B. 


a, = a~ 8”, (s.§ 1), p, = a”, so ergiebt sich: 


v 


p(z) = Dra” - a”. 
0 
Man erkennt auch, dass dasafriiher*) von mir mitgetheilte Beispiel: 


p(x) -> + ae 


gleichfalls einen speciellen Fall dieser Kategorie bildet. 


§ 3. 
Die in § 1 angestellten Betrachtungen legen den Versuch nahe, 
die von Cauchy herangezogene, in dem oben citirten Aufsatze von 
1 1 
, on — ; 
mir besprochene**) Function e * bezw. $(v)-+e * mit der singu- 
liren Stelle 20 dadurch zu einem einwandfreien Beispiele einer 
nicht entwickelbaren Function mit convergirender Mac Laurin’ scher 


Reihe umzugestalten, dass man an Stelle des arithmetischen _Aus- 
1 


druckes f(z) =e * von vornherein eine fiir die Umgebung irgend 
ae 


einer reellen Stelle, z. B. a= 1, mite * gleichgeltenden Potenzreihe 
ola 1)” zu Grunde legt, deren Convergenzkreis dann -offenbar 


die imaginiire Axe im Punkte z= 0 tangirt. Wenn dann diese Potenz- 
reihe mit ihren Ableitungen noch auf der Peripherie dieses Kreises 


convergirte, so wiirde sie in der That eine ,,eigentliche Definition der 
1 


Function e * und ihrer Ableitungen fiir 2—O liefern, und man 
kénnte dann schliesslich, aéhnlich wie in § 1, durch Substitution von 
x — 1 = é eine Function herstellen, welche die fragliche Singularitat 
im Innern eines gewissen reellen Intervalles besitzt. Es lisst sich in- 
dessen zeigen, dass die obige Potenzreihe fir « = 0 divergiren muss. 


*) a. a. O. p. 182. 
**) a. a, O. p. 160. 


4* 
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Bezeichnet man niimlich die Summe dieser Reihe mit P(x), so 
miisste, wenn die Reihe fiir « — 0 iiberhaupt convergierte, nach einem 
bekannten Abel’schen, von Stolz erweiterten Satze*), die Beziehung 
bestehen : ; 


P(0) = lim P(z) = lime #* 
z2=0 x=0 


falls 2 auf irgend einem beliebigen Strahle aus dem Innern des Con- 

vergenzkreises der Stelle == 0 zustrebt. Daraus ergiebt sich aber 

als eine nothwendige Bedingung fiir die Convergenz von P(#) an der 
1 


Stelle « = 0, dass lim e* eindeutig bestimmt (nimlich durchweg —0) 


x2=0 
sein miisste, gleichgiiltig in welcher geradlinigen Richtung man x aus 
dem Innern des Kreises der Nullstelle nihert. 
Setzt man nun: 


“2=r (cos p+ sin g) (wo: —%<9<+2) 
so wird: 


bei verschwindendem 7 nur dann der Null zustreben, wenn cos 29 > 0, 
d. h. wenn g zwischen —; und +7 liegt, dagegen ins Unendliche 
wachsen, wenn » zwischen —; und —= oder zwischen +7 und +5 
liegt. Daraus folgt dann aber nach dem oben gesagien in der That, 
dass die Reihe P() => (a—1) an der Stelle = 0 divergiren muss. 


Die Methode, durch welche diese Erkenntniss gewonnen wurde, 


fiihrt auf die Vermuthung, dass eine analoge Betrachtung fiir die 
1 


Function e * ein giinstigeres Resultat ergeben kénnte, da hier in dem 


entsprechenden Ausdrucke an die Stelle von 29 tritt. Wirklich folgt 
auch hier aus: 


os - (cosy — isin g) 
e — r 


: 1 
dass der absolute Betrag dieser Grésse, nimlich: e ” ” fiir jede Wahl 
von @ zwischen — = und +5 verschwindet, sobald man r gegen Null 


convergiren lisst. Das gleiche gilt aber auch fiir alle Differential- 
, 1 1 
quotienten von e *, da diese durchweg als Producte von e * in eine 


ganze Function von darstellbar sind. Entwickelt man also hier: 


*) Stolz, Vorlesungen iiber allg, Arithmetik, Bd. II, p, 157. 
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f(z) =e *=>e(e—1y, 


so wird hier lim f(a) und fiir jedes endliche m auch lim f(z) den 
Werth 0 haben, wenn 2 auf einem ganz beliebigen Strahle aus dem 
Innern des Convergenzkreises der Nullstelle zustrebt, 

(Beiliufig bemerkt hat es keine Schwierigkeit, die Coefficienten 
c, der obigen Potenzreihe wirklich aufzustellen. Man findet nimlich 
nach einer bekannten Formel*): 


2) 


f(z) = 


—() a —(»—1).-m Gy 
-+(n—1)(n—2).m,(Z)"—- 4 
und daher: 


= HO. 1 -(3—@—!}° M2! (m-—1)-Mg—eereeees 
+ (1) +(M—1)! (01) p11 H-(—1)"- 0! 05} -—) 


Hier ist also die bei dem vorigen Beispiele erwihnte nothwendige Be- 
dingung fiir die Convergenz der Reihe >) ¢,(a — 1) und ihrer Ab- 


leitungen an der Stelle =O erfiillt: nichtsdestoweniger lisst sich 
zeigen, dass dieselbe auch hier nicht stattfindet. 
Fiir die Punkte 2 des Convergenzkreises hat man niamlich: 
G1 + e# = 2 cos 2 (cos 2 + i sin 2), 
also : 





as 1 { i ale } 
i cos > — ssin > — 


1 g 
== 2cos > P 


1 
= e * feos($ tg) + i sin (5 tg £)}- 


Nahert sich jetzt 2 auf dem Convergenzkreise der Stelle 7 = 0, also 


gy dem Werthe z, so wichst tg Z tiber alle Grenzen und daher besitzt 
1 
der reelle, wie der imaginire Theil von e * auf dem Convergenzkreise 
in der Nahe der Stelle « = 0 unendlich viele Maxima und Minima mit 
1 


der Amplitude Qe “ ist also fir =O unstetig. Daraus folgt aber, 
dass die Reihe >!,(a — 1) und thre Ableitungen keinesfalls auf dem 


Convergenzkreise convergiren kénnen, da ja in diesem Falle > cy(“a—1)" 


"7 Schlémilch, Compendium der héheren Analysis, Bd. II, p. 6. 
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daselbst auch wnbedingt und somit auch gleichmdssig convergiren miisste, 
was in Folge der soeben gemachten Bemerkung iiber das Verhalten 


Rie 


von ¢ ausgeschlossen erscheint*). Es kann aber auch hier wieder 
Dole— 1)” nicht dazu dienen, um eine noch auf dem Convergenz- 
kreise mit allen Ableitungen jeder endlichen Ordnung endliche und 
stetige Function zu definiren. 


Diese letzte Betrachtung schien mir deshalb nicht ohne Interesse, 
weil daraus folgendes hervorgeht: 


Wenn ein analytischer Ausdruck f(x), der fiir das Innere 
eines gewissen um irgend einen Punkt a beschriebenen Kreises 
durch eine Potenzreihe {(*—«) darstellbar ist, mit allen 
Differentialquotienten jeder endlichen Ordnung endlich und 
stetig bleibt, falls x aus dem Jnnern des Kreises in beliebiger 
Richtung jedem beliebigen Punkte der Peripherie zustrebt, so 
darf man hieraus dennoch nicht schliessen, dass P(x — a), 
93) (a — «) noch auf der Peripherie convergiren miissen. 

Mit anderen Worten: der oben erwihnte Abel-Stolz’sche Satz 


ist nicht umkehrbar, auch wenn f(x) mit allen .Differentialquotienten 
die genannten Stetigkeitsbedingungen befriedigt. 


§ 4. 


Zur Vervollstindigung der bisherigen Ergebnisse will ich noch 
zeigen, dass sich auch durch unbeschrdnkt differenzirbare, analytische 
Ausdriicke solche Functionen einer reellen Variablen x definiren lassen, 
welche in der Umgebung einer Stelle x, nur auf eimer Seite dieser 
Stelle durch die Taylor’sche Reihe dargestellt werden, wihrend auf 
der anderen die Summe der dort selbstverstandlich gleichfalls conver- 
girenden Reihe mit der betreffenden Funcfion nicht tibereinstimmt. 

Obschon man mit Hiilfe der von mir in dem mehrfach citirten 
Aufsatze betrachteten Ausdriicke**), wie: 


@) fa) — SS. (a>1) 


i+a’x 


ganz direct derartige Functionen erzeugen kann, erscheint es etwas 
? 


*) Die Reihe Se, (a—1)” wird, wie die Theorie der Fourier’schen Reihen 
lehrt, auf dem Kreise noch bedingt convergiren. Sie convergirt alsdann wngleich- 
médssig in der Nihe der Stelle p=. Die durch gliedweise Differentiation von 
> (#—1)” hervorgehenden Reihen sind dagegen auf dem Convergenzkreise 
divergent. 

*+) Math, Ann, Bd, 42, p. 161. 
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einfacher, auf dem entsprechenden Wege zunichst eine unbeschrinkt 
differenzirbare Function herzustellen, welche nur auf der einen Seite 
einer Stelle 1, — etwa der Nullstelle — identisch verschwindet, auf 
der anderen von Null verschieden ist, ohne dass die Continuitiit der 
Function und ihrer siimmtlichen Differentialquotienten an der Nullstelle 
irgendwelche Unterbrechung erleidet. 

Wie ich a. a O. gezeigt habe, ist die in Gl. (1) mit f(x) bezeichnete 
Function an der Nullstelle nach rechts stetig und besitzt durchweg 
endliche rechtsseitige Differentialquotienten, es ist nimlich: 


(2) FO) = f(+0) =, £0) =f (40) = (—1)".n1 2)”. 


Nichtsdestoweniger wird f(x) durch die entsprechende bestiindig con- 
vergirende Mac Laurin’sche Reihe: 


(3) 9a) = >-1 G+ 


nicht dargestellt. 

In Folge dessen wird also der Ausdruck: 
(4) (x) = 9() — f(x) 
fiir «=O mit siimmtlichen rechtsseitigen Differentialquotienten ver- 
schwinden, und in der rechtsseitigen Nachbarschaft der Nullstelle mit 
simmtlichen Differentialquotienten endlich und stetig sein, ohne daselbst 
identisch zu verschwinden. Daher wiirde eine Function F(z), die fiir 
2 <0 bestindig den Werth 0, dagegen fiir >0 den Werth (2) 
hat, an der Nullstelle selbst mit sammtlichen Differentialquotienten 
nock continuirlich sein. Wollte man nun aber versuchen eine solche 
Function F(a) fiir irgend ein Intervall (— c, +c) durch einen ana- 
lytischen Ausdruck, etwa eine Fourier’sche Reihe wirklich darzustellen, 
so wiirde diese — wegen: F(—c)=0, F(-+c) = (c) d. h. im all- 
gemeinen nicht 0 — an den Grenzen nicht mehr gleichmiissig con- 
vergiren und in Folge dessen auch nicht gliedweise differenzirbar sein, 
kénnte also keinesfalls auch zur analytischen Darstellung der Differen- 
tialquotienten von F(%) dienen. 

Um diesem Uebelstande abzuhelfen, modificire ich nun die mit F(x) 
bezeichnete Function noch folgendermassen. Bildet man: 


(9) O(1—2) = p(1—z) — f(l—a2), 
so verhilt sich offenbar dieser Ausdruck in der linksseitigen Nachbarschaft 


der Stelle = 1 genau so, wie (x) in der rechtsseitigen der Null- 
stelle, d. h. man hat: 


(6) o(1—0)=0, (1-0) =0. 
Definirt man daher jetzt die Function F(a”) injder Weise, dass: 
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1 F(x) = 0 fir: —l<2<0, 
(7) F(z) =(2).0(1—2) fir: O<¢a2<+41 
so wird die so definirte Function F(x) fiir das Intervall -1<2<+1 


vicht nur mit allen Differentialquotienten continuirlich sein, sondern 
auch noch die Eigenschaft besitzen, dass: 


F (—-1+0)=F (1—0)=0, 

Fo (— 1+ 0) = FM(1 — 0) = 0. 
In Folge dessen lassen sich aber F(x), F(a) in unbedingt und 
gleichmdssig convergirende Fourier’sche Reihen entwickeln, d. h. 


schliesslich: es lasst sich F(x) durch eine unbeschrankt gliedweise 


differenzirbare Fourier’sche Reihe darstellen. Man erhilt auf diese 
Weise: 


(8) F(a) = ; ay +> cos vax -+ b, sin vrx) 
wo: 
(9) ei- (2): oc1—ay. {I vax da. 


0 


Bedeutet jetzt (x) eine fiir irgendwelche Umgebung der Nullstelle 
convergirende Potenzreihe, so wird der analytische Ausdruck: 


(10) F, (x) = F(x) + B@) 
in der Umgebung der Nullstelle durchweg endliche und stetige, durch 
litterale Ausfiihrung der Differentiation herzustellende Differential- 
quotienten besitzen, aber nur links von der Nullstelle mit der Potenz- 
reihe J8(a) tibereinstimmen. 

Nimmt man speciell fiir $3(7) eine bestdndig convergirende Potenz- 
reihe, die wie F(x) die Periode 2 besitzt, z, B. $(x) == cos wz, so wird 


der fiir jedes endliche x mit allen Differentialquotienten continuirliche 
Ausdruck : 


(11) F(x) = cos ax + F(x) 

nur in allen denjenigen Intervallen, die links von einer ungeraden, 
rechts von einer geraden Zahl begrenzt werden, mit cos 22 iiberein- 
stimmen. Daraus ergiebt sich, dass zwei mit allen Differentialquo- 


tienten durchweg continuirliche analytische Ausdriicke, auch wenn sie 


fiir unendlich viele Strecken einander gleich sind, dennoch keineswegs 
identisch zu sein brauchen. 


Miinchen, Juli 1893. 
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Ueber die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen des 
Taylor’schen Lehrsatzes fiir Functionen einer reellen Variablen. 


Von 


ALFRED PRINGSHEIM in Miinchen. 


Fiir Functionen einer complexen Variablen bestehen, seit Cauchy’s 
fundamentalen Untersuchungen, iiber den Geltungsbereich der Taylor’- 
schen Reihe keinerlei Zweifel; damit f(x) in der Umgebung einer Stelle 
2, entwickelbar sei in der Form: 


© 


f(a) = >>> f(a) - @ — %)", 
0 
ist nothwendig und hinreichend, dass f(x) fiir alle Werthe x im Innern 
eines gewissen um 2 zu beschreibenden Kreises eindeutig, endlich und 
monogen, d. h. mit einem von der Fortschreitungsrichtung unabhingigen, 
endlichen Differentialquotienten versehen sei. So merkwiirdig dieses Er- 
gebniss besonders insofern erscheint, als hier schon die Existenz des 
ersten Differentialquotienten (in dem angegebenen Sinne) die Ent- 
wickelbarkeit von f(x) nach sich zieht, so verdient doch hervorgehoben 
zu werden, dass diese Voraussetzung in Wahrheit eine sichtlich stdrkere 
Forderung reprisentirt, als die Voraussetzung bestimmter Differential- 
quotienten jeder endlichen Ordnung fiir Functionen einer reellen 
Variablen. Denn wihrend in dem zuletzt genannten Falle die be- 
treffende Function einer zwar unbegrenzten, aber absdhilbaren Menge 
von Bedingungen unterworfen wird, so besitzt die Anzahl von Be- 
dingungen, welche der Existenz eines von der Fortschreitungsrichtung 


unabhingigen lim fe) — Ne entspricht, die Mdchtigkeit eimes Con- 
tinuums. Diese Erwigung lisst es daher a priori durchaus begreiflich 
erscheinen, dass durch die Cauchy’sche Bedingung der Monogeneitit 


ein merklich engerer Kreis, so zu sagen eine vollkommenere Classe von 
Functionen abgegrenzt wird, als es durch die wnbeschrédnkte Differenzir- 
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barkeit im reellen Sinne geschieht, und dass diejenige Higenschaft, 
welche die monogenen Functionen einer complexen Variablen vor den 
unbeschriinkt differenzirbaren einer reellen auszeichnet, gerade in jener 
Entwickelbarkeit nach der Taylor’schen Reihe besteht, welche La- 
grange schon den letzteren ohne Weiteres zuerkannt wissen wollte. 

Durch diese Bemerkung soll natiirlich Cauchy’s Verdienst in 
keiner Weise geschmiilert werden: vielmehr méchte ich ausdriicklich 
die vollkommene Erschliessung der obigen Erkenntniss als eine der 
hervorragendsten Entdeckungen Cauchy’s bezeichnen, der gerade 
hierdurch nicht nur als der Begriinder einer eigenen und der daran 
anschliessenden Riemann’schen, sondern gewissermassen auch als der 
intellectuelle Urheber der Weierstrass’schen Functionentheorie er- 
scheint. Denn der dort gewiihlte, scheinbar so iiberaus specielle Aus- 
gangspunkt, bei welchem die Entwickelbarkeit von vornherein in die 
Definition der ,,analytischen“ Functionen aufgenommen wird, -findet 
doch schliesslich seine historische und logische Begriindung lediglich 
darin, dass die einmalige Differenzirbarkeit (im complexen Sinne) durch 
Cauchy schon als ausreichende Grundlage fiir die Entwickelbarkeit 
erkannt worden war. 

Darf nun die Frage nach der Entwickelbarkeit in die Taylor’ sche 
Reihe fiir Functionen einer complexen Variablen als vollstiindig erledigt 
gelten, so liegt die Sache wesentlich anders, sobald man die unab- 
hangige Variable auf das reelle Gebiet beschrankt. ,,Bedingungen, welche 
fiir die Taylor’sche Entwickelbarkeit einer Function geniigen,“‘ — sagt 
Du Bois-Reymond in einem Aufsatze iiber diesen Gegenstand*) — 
»ergeben sich, wenn es sich um Functionen reeller , Veriinderlichen 
handelt, aus den bekannten Restausdriicken.... Von den noth- 
wendigen Bedingungen fiir die Taylor’ sche Entwickelung, falls der- 
gleichen vorhanden sind, haben wir aber nicht die geringste Vor- 
stellung; ja ich glaube sogar, dass tiber den Spielraum, welchen sie 
gewdhren kinnten, irrige Ansichten allgemein verbreitet sind.“ Obschon 
dieser Ausspruch bereits aus dem Jahre 1876 bezw. 1883 stammt, so 
diirfte er doch bis zum heutigen Tage an Richtigkeit kaum etwas ein- 
gebiisst haben. Eine durch denselben ganz direct angeregte Mittheilung 
des Herrn J. Kénig**) scheint mir die Lésung des fraglichen Problems 
nicht wesentlich geférdert zu haben, wie ich weiter unten noch des 
Naheren auseinandersetzen werde. Von weiteren Versuchen in dieser 
Richtung ist mir trotz genauer Controlle der betreffenden Literatur 
nichts bekannt geworden. 

*) Ueber den Giiltigkeitsbereich der Taylor’ schen Rethenentwickelung. Ber. 
der Bayr. Acad. d. Wiss. 1876. Wieder abgedruckt: Math, Ann. Bd, XXI, p. 109. 

**) Ueber die Bedingungen der Giiltigkeit der Taylor’ schen Reihe. Math. 
Ann. Bd. XXIII, p. 450. 
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Was nun zuniichst die oben von Du Bois-Reymond gemeinten 
hinreichenden Bedingungen fiir die Giltigkeit der Taylor’schen Ent- 
wickelung betrifft, so findet man bekanntlich mit Hiilfe des sog. 
Rolle’schen Mittelwerthsatzes, unter der Voraussetzung, dass der 
Function f(~) in der Umgebung der Stelle  — a vollstindige (d. h. 
bei rechtsseitiger und linksseitiger Differentiation denselben Werth be- 
sitzende) endliche Differentialquotienten bis zur n'*" Ordnung zukommen: 

n—1 
(1) f(a +h) = >> = f(a) We + Ba, 

0 
wobei man dem _,,Restgliede“ R, verschiedene Formen geben kann, 
insbesondere die von Lagrange herriihrende: 


(2) Ry = — f(a + Oh) +h 
und die Cauchy’ sche: *) 
(3) R, = wo f™(a + h) (1 — Oo) - he 


Dabei bedeutet @ einen fiir jedes m zwar bestimmien (fiir beide Ausdriicke 
verschiedenen), aber unbekannten Mittelwerth zwischen 0 und 1. Bleibt 
die vollstiindige Differenzirbarkeit von f(x) fir jedes noch so grosse 
endliche n bestehen, so wiirde das Verschwinden von lim R, fiir jenen 


einen bestimmten Werth @ thatsiichlich die nothwendige und hinreichende 
Bedingung fiir die Giiltigkeit der Taylor’schen Entwickelung: 


(4) f(a+h) = dS? 5 f(a) 
0 

darstellen. Da man indessen jenen Mittelwerth # und die Art seiner 
Abhangigkeit von » nicht kennt, so kann man aus dem Verschwinden 
von lim &, auf die Giiltigkeit der Gl. (4) nur dann einen Schluss ziehen, 
wenn dasselbe fiir alle dem Intervalle 0 < # < 1 angehérigen Werthe @ 
stattfindet. Hierbei wiirde es aber — worauf mich Herr Stolz gelegent- 
lich aufmerksam gemacht hat — noch nicht einmal geniigen, wenn 
der fragliche Grenzausdruck fiir jeden eingelnen dem Intervalle OC @<1 
angehérigen Werth # verschwindet, da hieraus noch nicht ohne weiteres 
auf das Verschwinden des niimlichen Grenzausdruckes geschlossen 
werden diirfte, falls @ eine mit m in den Grenzen 0O< #@<1 ver- 
dnderliche Grésse bedeutet. (Man betrachte z. B. Ausdriicke, wie: 


*) Eine allgemeinere, diese beiden Ausdriicke als specielle Falle umfassende 
Form wurde zuerst von Schlémilch, spiter auch von E. Roche gegeben. 
ef, Liouville, Journ, de Mathém, Série Il, T, III, p, 271 u. 384. 
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a ine 7 ran welche fiir jedes h < 0 und jeden dem Intervalle 





0<@< 1 angehérigen Werth @ bei lim m = oo verschwinden, Setzt 


; 1 ani 
man dagegen von vornherein # = —, so geht der erste dieser Ausdriicke 





hy und hat also fiir ~ — co den Grenzwerth he-’, 
eS 


iiber in: 
n, 
wahrend der zweite zu me wird und daher fiir jedes von Null ver- 


schiedene endliche h mit  in’s Unendliche wiichst.) Hingegen wiirde 
man die Giiltigkeit der Taylor’schen Entwickelung (4) mit Sicherheit 
dann erschliessen kénnen, wenn einer der Restausdriicke (2) oder (3) 
mit unendlich wachsendem m gleichmdssig verschwindet fiir alle 4, 
welche der Bedingung geniigen 0 << #< 1. Dies besagt, dass zu jeder 
beliebig klein vorgelegten positiven Grésse ¢ und zu jedem einzelnen 
Werthe h eines gewissen, den Werth h = 0 enthaltenden Intervalles 
eine positive Zahl m existiren muss, dergestalt dass fiir v > n: 


< + |f(a+Oh)-h| <e 
bezw.: 
wap f(a+On)| ay |r| <s 
wird, gleichmdssig fiir alle Werthe #, welche dem Gebiete 0 << #< 1 
angehoren. 

Das Verschwinden des Restgliedes in diesem Umfange giebt also 
thatsiichlich eine zwar hinreichende Bedingung, deren Nothwendigkeit 
indessen zum Mindesten fraglich bleibt. 

Geht man statt von dem Rolle’schen Satze von der Identitat aus: 


(5) fet h=fe+ frath—s-at, 


so erhilt man bekanntlich durch successive partielle Integrationen 
wiederum eine Entwickelung von der Form (4), wobei das Restglied 
in der Gestalt erscheint: 


h 
(6) Ry = oi J f(a +h —t) +t". dt, 


Hier wiirde in der That das Verschwinden von lim R, fiir n — oo 
ohne Weiteres die nothwendige und hinreichende Bedingung fiir die 
Giiltigkeit der Taylor’schen Entwickelung liefern (nattirlich in Ver- 
bindung mit der unbeschriinkten Differenzirbarkeit von f(x), welche 
ja fiir die successiven partiellen Integrationen erforderlich ist). Da 
uns indessen die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen, welchen 
f(x) im Intervalle (a, a+ h) za geniigen hat, damit jenes Integral 
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fiir n = co verschwinde, vollig wnbekannt sind, wir vielmehr wiederum 
nur theils nothwendige, theils hinreichende Bedingungen hierfiir angeben 
kénnen (etwa indem wir das Integral mit Hiilfe des ersten Mittelwerth- 
satzes reduciren, wobei sich dann wieder die Restformen von Lagrange, 
Cauchy und Schlémilch-Roche ergeben), so wird durch Auf- 
stellung der obigen Bedingung die vorliegende Frage nur verschoben, 
aber keineswegs geldst. 

Hingegen ist es mir nun neuerdings gelungen, eine, wie ich glaube, 
vollig befriedigende Lésung derselben aufzufinden. Das betreffende Resul- 
tat liisst sich am einfachsten dahin formuliren, dass das gleichmissige 
Verschwinden des Cauchy’schen Restgliedes fiir jeden dem Intervalle 
0 <#< 1 angehérigen Werth #, auch eine nothwendige Bedingung 
fiir die Giiltigkeit der Taylor’schen Formel bildet. Hierdurch erhiilt 
der Taylor’sche Satz auch fiir Functionen einer ausschliesslich reellen 
Variablen eine Einfachheit und Abrundung, wie ich und wohl auch 
mancher, der sich mit diesem Gegenstande niher beschiftigt hat, sie 
kaum fiir méglich gehalten hatte, und es wird zugleich der bisher 
undefinirbar scheinende Unterschied zwischen blos wnbeschréinkt diffe- 
renzirbaren und in Potenzreihen entwickelbaren Functionen einer reellen 
Variablen vollstindig aufgeklirt. 

Das merkwiirdigste an diesem Ergebnisse, welches eine wirkliche 
Liicke in der vorliegenden wichtigen Theorie ausfiillt und daher immer- 
hin einiger Beachtung werth sein diirfte, ist wohl freilich, dass es 
mit den deukbar einfachsten Mitteln gewonnen werden kann und daher 
den Anschein erwecken mag, als miisste es lingst allgemein bekannt 
sein. Gerade aus diesem Grunde habe ich den obigen Ausspruch 
Du Bois Reymond’s citirt und méchte noch hinzufiigen, dass ein 
so ausgezeichneter Kenner der fraglichen Materie, wie Herr Stolz, 
in seinem erst ganz kiirzlich publicirten Lehrbuche der Differential- 
rechnung an der betreffenden Stelle*) lediglich den oben genannten 
Satz des Herrn Kénig anfiihrt. 

Im Folgenden werden nun zunichst nothwendige Bedingungen fiir 
die Giiltigkeit der Taylor’schen Reihe aufgestellt (§ 1), welche nach 
einer einfachen Reduction (§2) auch als hinreichende erkannt werden (§ 3). 
Daran kniipfen sich allgemeine Bemerkungen iiber das Cauchy’sche und 
das Lagrange’sche Restglied, welche noch zu anderen Formen des 
gefundenen Hauptsatzes fiihren (§§ 4, 5). Der Aufsatz schliesst mit 
einem Riickblicke auf die bisherigen Ergebnisse tiber den Geltungs- 
bereich der Taylor’schen Entwickelung und den daraus resultirenden 
Unterschied zwischen blos unbeschrinkt differenzirbaren und entwickel- 
baren Functionen (§ 6). 


*) Grundaiige der Differential- und Integralrechnung. Bd. 1, p. 110. 
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2%, 
Nothwendige Bedingungen fir die Giltigkeit der Taylor’schen Reihe. 


Lehrsatz. Bedeutet »cyh” eine fiir alle positiven h< R conver- 


0 

girende Reihe und setzt man, nachdem man eine Grosse a willkiirlich 
angenommen : 
(1) >? ole — ay = f(a) fir: 0<2—a<cR, 

0 
so besitzt f(x) fiir das Intervall ax<u<a-+ R eindeutig bestimmie 
endliche Werthe und fiir «=a rechtsseitige, fira<x<atR 
vollstindige endliche Differentialquotienten jeder endlichen Ordnung, 
welche fiir jedes endliche ganzzahlige p (incl. p =0) der Bedingung 
geniigen: 


: : 
ret ager eo +4 er 8, 
und zwar gleichmdssig fiir alle Werthe (h, k), welche dem Gebiete: 


O<hoh+k<r (wo:r< R) 
angehoren.*) 





*) Dieser Satz, wie die folgenden, ist absichtlich so gefasst, dass er sich 
zuniichst nicht auf eine gewisse Umgebung, sondern lediglich auf eine einseitige 
Nachbarschaft einer Stelle a bezieht. Da es sich hier nimlich wesentlich um 
Functionen einer reellen Variablen handelt, so wird eine Function g(a), auch 
wenn man sich dieselbe fiir die rechte wnd linke Umgebung der Stelle a durch 
einen einheitlichen differenzirbaren analytischen Ausdruck (etwa eine Fourier’ sche 
Reihe) definirt denkt, immerhin zu verschiedenen Seiten von a villig verschiedene 
Rigenschaften besitzen kénnen, derart, dass z, B. rechts von a die Beziehung: 


ao 


> g(a): =g(a+h) fir h<R 
0 


gelten mag, wihrend die Summe der fiir h< R dann gleichfalls convergirenden 
Reihe: 


o 


1 ¥ v 
> 5 9a) (— 8) 


0 


zur Function g(a—h) in gar keiner Beziehung zu stehen braucht, Dass man in 
der That unbeschriinkt differenzirbare analytische Ausdriicke g(a) von solcher 
Beschaffenheit construiren kann, habe ich in dem vorangehenden Aufsatze gezeigt 
(s. p. 54). 

Da es nun aber hiernach auch einseitig entwickelbare Functionen giebt, so 
wiirde man die Frage nach den nothwendigen wnd hinreichenden Bedingungen fiir 
die Giiltigkeit der Taylor’schen Reihe von vornherein zu eng fassen, wenn man 
dieselbe lediglich fiir die Umgebwng einer Stelle a formulirte, da hierdurch die 
Entwickelbarkeit ein fiir allemal abhiingig erscheinen wiirde von Eigenschaften, 





nr 
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Beweis. Dass f(x) in dem fraglichen Intervalle eindeutig und 
endlich ist, folgt ohne Weiteres aus der Definitionsgleichung (1). Da 
ferner nach einem bekannten Satze durch gliedweise Differentiation 
von Gl. (1) sich ergiebt: 


(3) > v(v —1)---(v—p+1)- ¢(% — a)? = fl?) (2) 
. fir 0<2—a< R, 


so erkennt man auch die Existenz der Differentialquotienten von f(x) 
in dem behaupteten Umfange. Zugleich folgt aus (1) und (3) fir 
“== a: 


=f), =F fa), 


sodass sich die Gleichungen (1) und (3), wenn man noch « —a=h 
setzt, auch folgendermassen schreiben lassen: 
‘ , - s. 
4) fath => Sf@-w 

0 


fir: OC h< R. 


wo 


(5) f'?) (a+h)= 2 =a f(a (a) - hr-? 


Setzt man ferner: 


@ 


(6) >| Cy| . (@— a)” = o(a) 


0 


so ist offenbar g(a) eine fiir das Intervall a< «2 < a+ R gleichfalls 
wohldefinirte Function von dem niimlichen Charakter wie f(x), und 
man hat fir O<h< R: 


(7) g(a+h) =D \c|.W => + g(a). h’, 


(8) (ah) St lol-W-7— >} sap (a)-h. 
0 


Man erkennt hieraus, dass p(a-+-h), p!?)(a-+-h) fir 0 <h < R stetige 
Functionen von / sind und dass fiir jedes noch so grosse p: 


(9) [f'(a+h)| < op (a+h). 


welche die Function zu beiden Seiten der Stelle @ besitzen muss. Hingegen hat 
es offenbar keine Schwierigkeit, aus den fiir die beiden emzelnen Nachbarschaften 
sich ergebenden Extwickelbarkeitsbedingungen diejenigen zusammenzusetzen, welche 
sich auf die Umgebung einer Stelle beziehen. — 
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Daraus folgt, dass es zum Beweise der Relation (2) sicher ausreicht, 
wenn man zeigt, dass die analoge Relation fiir p™(a+h) besteht. 
Man hat nun fir O<hoh+k< R: 


p(a-+h+k) = >>> g(a) . (h+ky 


oder, wenn man nach Potenzen von k ordnet, mit Beriicksichtigung 
von (7) und (8): 


(10) y(a+h+k) -> * gy”) (a-+h) . kh’. 


Von dieser Reihe lisst sich nachweisen, dass sie nach Annahme 
von r < R gleichmdssig couvergirt fiir alle (h, k), welche der Bedingung 
geniigen O<h<h+k<r. Hierzu zerlege man zuniichst die. Reihe 
(10) in folgender Weise: 


n—1 


p(a+h+khk) =>: a g™(a+h).k + — gy” (a+h) . ke 
0 n 
= 8, (hk, k) + T,.(h, k). 


Nimmt man jetzt h, k beliebig innerhalb des bezeichneten Werthe- 

gebietes an und bezeichnet mit 0 eine positive Grésse, welche zuniichst 

nur der Beschrinkung unterworfen sein soll, dass auch noch 
h+k+20<R, 

ferner mit £, 9 zwei willkiirliche, dem Intervalle (— 1, + 1) angehdrige 

Zahlen*), so wird: 

p (a+h+k+ E-+1)d) = 9(a-+(h +89) + (b+n9)) 

= S,(h+&0, k+0) + 7,(h+£&0, k+70) 


und daher: 
(11) Z,(h460, k-+09) <|p(a+h+k+ (E+7)8) — p(a+h+h)| 

+ |S, (h+&0d, k+70) — S,(h, k)| + T,(h,h). 
Ist sodann eine positive Grésse « beliebig klein vorgelegt, so fixire 


man zuniichst m so, dass (fiir das betrachtete, willkiirlich gewihlte, 
aber bestimmte Werthepaar h, k): 


R, (h, k) <5: 
Da ferner p(a+h-+k) eine stetige Function von (h+4), S,(h, k) 
*) Im Falle h=0 bezw. Kk=0 ist & bezw. 7 auf das Intervall (0, 1) zu 


beschriinken und auch weiterhin der Begriff der ,, Umgebung“ in dem entsprechen- 
den Sinne zu verstehen. 
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eine gleichmdssig stetige Function der beiden Variablen hk und k, so 
muss sich ein bestimmter Werth @ so fixiren lassen, dass gleichzeitig: 


lp(ath+k+ (E+) 8) —path+h| <j, 
|Sa(h + §8, k + 98) — Sa(h, h)| <5, 
sodass also fiir diese Werthe von m und 6 Ungl. (11) tibergeht in: 


Ti(h+§0, k+79)< 
und daher, da die betreffende Reihe nur positive Glieder enthiilt, 
a fortiori: 
(12) T,h+§d, k+ 0) <e, fir: v>n 


wird, d.h. die Reihe (10), als Function von h und k betrachtet, con- 
vergirt gleichmissig fiir eine gewisse Umgebung jeder einzelnen Stelle 
(h, k), welche dem Bereiche O<h<h+k<r (wo r < R) angehirt. 
Daraus folgt aber nach einem bekannten Satze des Herrn Weier- 
strass*), dass die Reihe fiir jenen, gesammten Bereich gleichmiissig 
convergirt, sodass also, wenn r beliebig wenig unterhalb R angenommen 
wird, sich » so fixiren lisst, dass: 

(13) T(h,k) <eé 

fir v>n und alle nicht-negativen (h,k), welche der Bedingung 
h+k<~r geniigen. Das Analoge gilt aber offenbar um so mehr fiir 
jede Reihe von folgender Form: 


4 
2 wep Pla +h) ee 
0 


und ebenso fiir diejenige Reihe, welche aus (10) durch p-malige 
Differentiation nach k entsteht, nimlich: 


no 


1 
Ps a_i Pe + 4). 
0 


Man hat somit, da alle diese Reihen nur positive Glieder enthalten, 
a fortiori: 


as <a g™(a+h)- wire<s 


*) s. Abhandlungen aus der Functionenlehre p. 71,72. Der dort gegebene 
Beweis bezieht sich zwar auf Reihen, deren Glieder Functionen einer complexen 
Variablen &-+ 7% sind, er gilt aber unveriindert auch fiir den Fall, dass die 
Glieder irgendwelche Functionen der beiden reellen Variablen (&, y) sind. — 
Einen anderen Beweis des fraglichen Satzes werde ich in einem Anhange zu 
diesem Aufsatze-mittheilen. 
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fir v>n und O<h<h+k<r, woraus dann schliesslich mit Hilfe 
der Beziehung (9) die Richtigkeit der unter (2) ausgesprochenen Be- 
hauptung sich ergiebt. — 


Zusatz I. Fiir den einen der spiterhin an die vorstehende Be- 
trachtung zu kniipfenden Beweise, betreffend die nothwendigen und 
hinreichenden Bedingungen des Taylor’schen Satzes (cf. §§ 3 und 5), 
wiirde schon der Nachweis geniigen, dass der Ausdruck: 


F,(h, bk) = = f(a +h) + 


fiir jeden einzelnen Werth k des Intervalles O<k<r<R mit limn=—co 

gleichmdssig gegen Null convergirt fiir alle nicht- negativen h<r —k 
(wobei also & jedesmal constant bleibt). Dass dies der Fall ist, lisst 
sich nun aber sehr einfach zeigen. Denkt man sich zuniichst r << R 
und sodann k <r fixirt, so convergirt die Reihe (10), namlich: 


2) 


p(a+h+k) = drt gr(a+h)-h 


oe = 


sicher fiir h = +r —k. In Folge dessen kann man so fixiren, dass: 
1 - 
=a9"~e+"— k)-le<e fir v>n. 


Da aber Gl. (8) ohne Weiteres erkennen lisst, dass fiir h < h’ stets 
g(a +h) < o™(a+h), so hat man auch fir h <r —k: 


~ g”(a+h)-kW<e (vw => n) 
und daher schliesslich wiederum nach Ung). (9): 
za [fM(a+h)|-h<e— 
Zusatz ll. Der oben bewiesene Satz nebst Zusatz I gilt offenbar 


in ganz analoger Weise fiir ein von a nach links hin gelegenes Interval, 
d. h. aus der Beziehung: 


—y  e(¥)/ 
> r © -(—hy =f(a—h) fir: 0<h<R 
0 


folgen die namlichen Bedingungen beziiglich der Endlichkeit von f(z), 
f(@) und des Verschwindens von 


Lin eqn 0B) Br 
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§ 2. 
Ein Hilfssatz. 

Hiilfssatz. Ist f(a) eine fiir jedes positive, ganzzahlige n und 
fir a<u<a-+R definirte Function, welche bei irgend einem be- 
stimmten, positiven oder negativen, ganzzahligen p der Bedingung geniigt: 

‘i , 1 , 
A gel eee 
und zwar gleichmdssig fiir alle (h, k) des Gebietes: 0<h<h+k<r, 
wo r < R, so gilt das gleiche bei jedem ganzzahligen p. 

Beweis, Ks ist: 

1 . k ’ 
Fy41,0(h, k) = @+p+i {™(a+h)- keto = ee F,,»(h, k); 
und daher wird fiir jedes k <r: 

| Fp+t,»(h, k)| < | Fy,r(h, &)I, 
sobald nur v-+-p-+1>~,r. Daraus folgt aber, dass lim F,41,.(h, k) 


und daher fiir g>0 auch allgemein: lim Fy4¢,.(h, k) mit lim F,,.(h, k) 


in dem behaupteten Umfange gleichmdssig verschwindet. 
Um das Analoge fiir F,_,,,(h, k) zu erkennen, hat man zuniichst: 


" 1 ” 7 
F,-1,0(k, k) = o+p— 7! {“(a a h) ° kote 1 
Rr te! 
(b+ ay? 
’ ’ . k \yte-1 v+p 
= F,,(h, k+0) Ga oa 
Nimmt man jetzt r << R an, so wird sich, wie wenig auch r unter- 
halb R liegen mag, eine positive Grésse 0 so fixiren lassen, dass auch 
noch r-+ 46 < R. Man hat alsdann fiir jedes nicht-negative k <r: 


= gt f(a-+ hb) (+ ay. +p) 





v-+p—1 
|Ep-1,9(h, b)| <|Ep,(h, b+ 8)|- (5). 2 
und wenn man jetzt eine positive Zahl m so fixirt, dass fiir » > 
gleichzeitig: 
r \t+e-l »tp 
Cpa)’ —- Sl, 
|\Fov(h,k+0)\<e fir: OShoh+k<r, 


so wird in demselben Umfange auch: 


| Fy» (h, k)| <e, 
und daraus folgt dann schliesslich das entsprechende Resultat fiir 
FPy-ar(h, k). — 


5* 
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§ 3. 
Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen fir die 
Giltigkeit der Taylor’schen Reihe. 


Hauptsatz. Damit die fiir das Intervall O<h < R eindeutige 
Function f(a-+h) daselbst darstellbar sei durch die Taylor’ sche 
Formel: 

. 1 py y 
f(a+ h) = >> 5 fora) -h 
0 
ist nothwendig und hinreichend: 
1) dass f(x) fir axx<a-+R endlich sei und fiir 
z=a rechtsseitige, fira<«x«<a+tR vollstindige 
endliche Differentialquotienten jeder endlichen Ordnung besitze ; 


2) dass fiir irgend einen positiven oder negativen ganz- 
zahligen Werth p (incl. p= 0): 


i y o) aan ie 1 ‘(a ae 
jim F,n(h, k) = lim wip {™(a+h)-k* =0 


werde und swar gleichmidssig fiir alle Werthe (h,k), welche 
dem Gebiete angehoren: 


O0<h<eh+tk<r, wo rcR. *) 


*) Der oben erwiihnte Satz des Herrn Kiénig unterscheidet sich von dem 
hier gegebenen vor allem dadurch, dass unter den betreffenden Bedingungen dort 
eine erscheint, welche mit Anwendung der hier gebrauchten Bezeichnungen 
folgendermassen lauten wiirde: 

tas muss S(a, h) = > = f™ (@)-h’, als Function von 
0 
«x betrachtet, gliedweise differenzirbar sein in der Umgebung 
jeder Stelle x, welche dem Intervalle ax x<a+R angehdrt und 
fiir alle positiven Werthe h, welche der Bedingung geniigen: 
ath<a+t Rk 

Da wir nun aber von den nothwendigen und hinreichenden Bedingungen, 
welchen die Glieder einer Reihe 2 /f,(x) unterliegen, damit dieselbe gliedweise 
differenzirbar sei, keinerlei Vorstellung haben (wir kennen nur theils nothwendige, 
theils hinreichende Bedingungen), so wird durch Einfiihrung der obigen Be- 
dingung der Werth des betreffenden Satzes geradezu viliig illusorisch. Dazu 
kommt aber noch, dass jene Bedingung noch nicht einmal ausreicht, um den 
Kénig’schen Beweis zu einem einwurfsfreien zu machen, Wie Herr Stolz in 
seinem Lehrbuche der Diff.-Rechnung mit Recht bemerkt (p. 111), ist hierzu viel- 
mehr noch folgendes erforderlich: 


fis miissen S(x, h) und 


oats h) gleichmdssig stetige 


Functionen von (x, h) sein in der Umgebung jeder Stelle (a, h), welche 
den Bedingungen geniigt a <e#ce+hca+R* — 





| 
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Beweis. Da die Summe der Reihe Po = f(a): fir O<h<R 


einen eindeutig bestimmten Werth besitzen soll, so folgt zuniichst, 
dass die Reihe fir 0<h < R convergiren muss, und sodann — nach 
einem bekannten Satze tiber Potenzreihen — dass ihre Coefficienten 


1 . ° . ee : ~ : . 
51 f(a) eindeutig bestimmte Gréssen sein miissen. Da hiernach die 


Reihe genau den Charakter der im Lehrsatze des § 1 betrachteten hat, 
so muss ihre Summe die dort angegebenen Eigenschaften besitzen, und 
somit ergeben sich die hier ausgesprochenen Bedingungen als noth- 
wendige fiir die Entwickelbarkeit von f(a + h). 

Um sie auch als hinreichende zu erkennen, bemerke man zuniichst, 
dass, nach dem eben bewiesenen Hiilfssatze, das Verschwinden von 
lim Fy,n(h, k) fiir irgend ein p auch dasjenige fiir jedes beliebige 


endliche p nach sich zieht. Man thut daher der Allgemeinheit des 
Beweises keinen Abbruch, wenn man p ganz nach Belieben specialisirt. 

Ich will nun die Faille p = 0 und p = — 1 betrachten und zeigen, 
wie man im ersteren Falle mit Hiilfe des Lagrange’schen, im zweiten 
mit Hiilfe des Cauchy’schen Restausdruckes die Richtigkeit der frag- 
lichen Behauptung erweisen kann. Dabei fiihrt zwar das zweite Ver- 
fahren, nachdem einmal die auf das Verschwinden von lim F,, ,(h, k) 
beziigliche Bedingung in dem angegebenen Umfange durch den Satz 
in § 1 als. nothwendig erkannt worden ist, merklich schneller zum 
Ziele: ich theile jedoch auch den auf die erste Methode gegriindeten 
Beweis hier mit, weil derselbe von vornherein schon eine gewisse 
Reduction der eben erwihnten Bedingung und damit eine erhebliche 
Vereiufachung des Beweises in demjenigen Theile gestattet, der sich 
auf die Nothwendigkeit jener Bedingung bezieht (cf. § 1, Zusatz I), 
und weil eine genauere Betrachtung gerade dieser Beweismethode 
schliesslich noch zu einer weiteren Herabminderung derselben fiihren 
wird (§5). Auf der anderen Seite wird freilich durch den vor- 
liegenden Satz gerade das Cauchy’sche Restglied, das bisher im 
Vergleiche mit dem Lagrange’schen, als der einfachsten und natiir- 
lichsten Verallgemeinerung des Rolle’schen Satzes, mehr den Charakter 
einer ftir gewisse specielle Zwecke vortheilhafteren, immerhin aber mehr 


eine weitere Bedingung, durch welche der Function f(z) selbst wiederum Be- 
schrinkungen von durchaus uncontrollirbarer Natur auferlegt werden. 

Wie nun der hier mitgetheilte Satz zeigt, sind die eben erwihnten Be- 
dingungen in Wahrheit vollig «berfliissig: die betreffenden Kigenschaften sind 
nur in dem Sinne nothwendige, als ihre Existenz stets verificirt werden kann, 
sobald die Giiltigkeit der Taylor’schen Formel feststeht; hingegen erweisen sie 
sich als nicht nothwendige in dem Sinne, dass es keineswegs erforderlich erscheint, 
sie ausdriicklich unter die Voraussetzwngen aufzunehmen, welche die Giiltigkeit 
der Taylor’schen Formel nach sich ziehen. 
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nebensiichlichen und etwas kiinstlichen arithmetischen Construction zu 
besitzen schien, in ein ganz neues Licht geriickt, sofern, wie bereits 
in der Einleitung bemerkt, sein. Verschwinden fiir » = oo geradezu 
als kiirzeste Form der nothwendigen wnd hinreichenden Bedingung fiir 
die Giiltigkeit der Taylor’schen Entwickelung erscheinen wird, 

Ich lasse nunmehr die beiden angedeuteten Beweise unter (A) 
und (B) folgen. 

(A) Nimmt man zunichst eine positive Grosse r beliebig wenig 
unterhalb R an, so giebt es immer noch (unendlich viele) positive ganze 
Zahlen m, dergestalt dass auch noch: 


(1) r+2< R. 


In Folge dessen wird: 
(2) lim Fo,.(h, k) = lim = (a+ h) - k= 0 


und zwar gleichmdssig fiir alle (h, k) des Gebietes: 
O<hsh+k<er+%. 
Hiernach hat man insbesondere: 


(3) lim > f(a) -(r+ 2) =0, 
(4) lim + ¢™ (a+ b) (2) =0 und awar gleichmiissig fir: O<h<r. 


Da nun unter den itiber die Differenzirbarkeit von f(«) gemachten 
Voraussetzungen mit Beniitzung der Lagrange’schen Restform sich 
ergiebt: 


n—1 


(6) Fath) = >) + fo@-w4+ Ft fr(epen) i (0<e<1) 


0 


und andererseits aus Gl. (4) folgt: 


m m 


. . 1, R Ry 

(6) lim Sf(a+e--).(y=0 O<e<) 

(da selbstverstindlich m eine verhiiltnissmiissig grosse Zahl, jedenfalls 
aber > 2 ist), so kann man zuniichst aus Gl. (5) und (6) schliessen, 


dass: 


wo 


(7) f(a +h) = >? 5 f(a) - = S(a, h) 


0 


fir O<h <= und daher a fortiori fir O<h< = Da hiernach 


r . : - . 
h=-= noch im Innern des Geltungsbereiches der Gleichung (7) und 








See 


> 
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somit auch des Convergenzbereiches der Reihe S(a,h) liegt, so hat 
man nicht nur: 


(8) fat+z )-> 4 ai fa) ZY 
sondern auch mit Hilfe gliedweiser Differentiation: 


©) Pe+O- Se a) - Gy 


Um nun den Geltangsbereich der Gleichung (7) zu erweitern, hat 








man, von der Stelle a + ~ ausgehend, nach Analogie von Gl. (5): 
(10) f(a+ = + 8) 
n—-1 
1 J v 1 n o n 
=> Sr@+D-h +5 t+ 5+ on) -k 
0 


und man erkennt wiederum mit Hiilfe von Gl. (4), dass das Restglied 
(unter der were: Voraussetzung, dass auch m > 3) 


sicher verschwindet fiir & <= —- Folglich wird: 


: (11) f(a+l+k)= > : fo (a+ 7).ky=—S(a+4, k) 


Q 
fir: 0O<k< z. 
—_ ne 


Nun ist aber andererseits: 


8 5+ )— Dra Gry 


und diese in Folge der Bedingung (3) fir k< <= sicher noch absolut 


convergirende Reihe darf auch nach Potenzen von & geordnet werden, 
sodass sich ergiebt: 


S(a ? r+k)= > {> (v —_ a fa a) « (=) It a 


= n f* (a + *) kA (nach Gl. (8) und (9 ) 
0 


= r ; =) 
=S(a+4, k) (O<k<> 

Mit Bentitzung dieses Resultates geht jetzt Gl. (11) in die folgende 
tiber : 


a2) f(a-+}24+h)—S(a,£+4h) tir: 0<k<s 


m 





: 
| 
| 
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‘ 
oder auch, wenn man: — + k=h setzt: 


fla+h)=S(a,h) fir: £<n<t +4 


=° =m Tm? 
sodass also in Verbindung mit dem bereits oben in Gl. (7) dargestellten 
Resultate die Giiltigkeit dieser Beziehung nunmehr erwiesen ist fiir 


das Gebiet: O<h<* +2 und somit a fortiori fir: O<h< ™, wobei 
wiederum der Werth h = ar noch im Innern des betreffenden Giiltig- 
keits- bezw. Convergenzbereiches liegt. Man kann daher in derselben 
Weise die wiederum zunichst sich ergebende Beziehung: 
f(a+%4+k)—S(a+™, kh) fir: O<k<? 


mit Hiilfe von: 
y 2r . lL py) / 2r \ ’ 2r 7. 
S(a, + k) => at f(a) (2 4k) =S8(a+ rk) 
iiberfiihren in die folgende: 


fat F+H=S, +h) fiir: O<kSS, 


sodass also Gl. (7) nunmehr gelten wiirde fir: O<h< = +2 und 
a fortiori fir: O<h< Sr. Durch (m—1)-malige Anwendung dieses 


Erweiterungsverfahrens (wobei das letzte Mal k nur <- zu nehmen 


ist, was aber auch fiir das Endergebniss vollstiindig ausreicht) gelangt 
man also dazu, die Giiltigkeit der Gl. (7) fir: O<h<r dh. 
schliesslich fiir jeden der Bedingung 0< h < R geniigenden Werth h 
zu erweisen, — 


(B) Sei jetzt: 
(13) Tim FLian(h, &) = lim wa f(a +h). k= 0 
und zwar gleichmdssig fir: OC h<h+k<r (wo: r< R). 
Schreibt man hier: #h statth, (1 — @)h statt k, so wird die auf 
diese Weise daraus hervorgehende Beziehung: 
, 1 , 
(14) lim aD {M(a+ dh). (1 — op - hb = 0 


sicher befriedigt werden, falls 0< @<1 und O<h<r. 
Nun ergiebt sich aber mit Beniitzung der Cauchy’schen Rest- 
form fiir jedes h<r< R: 
n—1 
rm “ st (rv) ( v 
(15) f(a + h) = > si f(a) -h + 


0 


5S (a-+ Oh). (1— OD, 


n 





~ 


oi tesa petieed 
mala: 


oe 
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sodass also, da das Restglied in Gl. (15) lediglich den Factor h einmal 
dfter enthalt als der Ausdruck in Gl. (14): 
(16) f(a+h) = Sr fo) We 

0 


wird fir: O<hor< Rk. — 


Zusatz. Der vorstehende Satz gilt offenbar in ganz analoger 
Weise fiir ein links von der Stelle a gelegenes Intervall: a>a>a—R 
beew. O>h > — R. 


§ 4. 
Das Cauchy’sche Restglied. — Andere Form des Hauptsatzes. 


Mit Riicksicht auf den unter (B) gegebenen Beweis kann man 
offenbar den Satz des § 3 auch folgendermassen aussprechen: 


»Damit die eindeutige Function f(a-+h) fir O<h<R 
dargestellt werde durch die Gleichung: 


an 
. _ 
fla +h) = >> 5 fa) +h, 
0 
ist ausser der Endlichkeit und unbeschriinkten Differenczir- 
‘barkeit (in dem oben niiher angegebenen Sinne) nothwendig 


und hinreichend, dass das Cauchy’sche Restglied, 
niimlich: 


Ra(a, h) = en f(a + Hh) - (1 — Bt 


n—1 


fiir jeden einzelnen den Bedingungen 0< h < R geniigenden 
Werth h und alle dem Gebiete 0<®<1 angehirigen Werthe 

bet unendlich wachsendem n gleichméssig verschwinde. 
Wegen der erhéhten Bedeutung, welche hierdurch gerade die 
Cauchy’sche Form des Restgliedes gewinnt, mége hier noch aus- 
driicklich auf die tiberaus einfache Grundlage hingewiesen werden, 
welche zu deren Herleitung ausreicht. Man bedarf niimlich hierzu 
lediglich des Rolle’schen Satzes in seiner einfachsten, sozusagen ganz 
direct aus der blossen Definition des Differentialquotienten hervor- 
gehenden Form, welche folgendermassen ausgesprochen werden kann: 
Besitet die fiir «=a nach rechis, fir «=b nach 
links stetige, fir ax<a<b eindeutige Function (x) im 
Innern dieses Intervalles (also fiir: a << % < b) einen 
endlichen vollstindigen Differentiaiquotienten '(x) und ist: 


9 (a) = 90), 
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so verschwindet p'(x) fiir einen gewissen Mittelwerth zwischen 
a und b, sodass also: 


gy’ (a + o(b — a)) = 0 
fiir einen gewissen positiven dchten Bruch 3. — 
Angenommen nun die fiir das Interval a<u<ca+R ein- 
deutige Function f(x) besiize fiir ~c—a rechtsseitige, fir acxv<a+R 
volistindige endliche Differentialquotienten bis zur n'** Ordnung ein- 


schliesslich, so nehme man zwischen a und a+ R# einen Werth b 
beliebig an und setze: 


p(x) = (% — a) - f(b) + (6 — 2) > + f (a) - (b— a)” 


n—1l 
—(b — a)» Do 5 f(a) - (b—ay. 


0 


yp (a) = 9(b) = 0 


Alsdann hat man: 


und: 


n—t 


p (x) = f (0) -> - f(a) -(b—a) — wai (b—a)f™ (a) (b—a)—, 


0 


Da somit (x) den Bedingungen des vorigen Satzes geniigt (NB. die 
Rechtsstetigkeit fiir «= a und die Linksstetigkeit fiir 7 = b folgt aus 
der Existenz der betreffenden Differentialquotienten), so folgt, dass fiir 
einen gewissen aichten Bruch @: 


gy (a + #(b—a)) =0 


sein muss, d. h. es ist: 
n—1 
— — 
f(b) = D>? 5-f(a)-(b—ay 
0 


a =v {™ (a + #(b—a)) ° (1 —- I. (b—a)" 
oder, wenn man b=a-+h (wo O<h < R) setzt: 


n—1 


f(a-h) =>) 5 f(a) - Wh + GPA). (LO) «he, 


1)! 
0 
§ 5. 
Das Lagrange’sche Restglied. -- Weitere Umformung des Hauptsatzes. 


Das beziiglich des Cauchy’ schen Restgliedes gewonnene Ergebniss 
legt die Frage nahe, ob nicht das gleichmiissige Verschwinden des 
Lagrange’schen Restgliedes: 
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(1) R,(a,h) =f (a+oh).k (OSh< R) 


fiir jeden dem Gebiete 0 << # <1 zugehdbrigen Werth am Ende gleich- 
falls als eine nothwendige Bedingung fir die Giiltigkeit der Gleichung: 


(2) f(a-+h) = >> fo(a).w (O<h< R) 
sich erweist. 3 

Diese Frage ist indessen zu verneinen, wie man durch folgende 
Ueberlegung erkennt. Angenommen es sei h = R die wahre Con- 
vergenegrenze der Reihe (2), und es bestehe andererseits die Beziehung: 


O<h<R 
3) li ) = lim 1 fm _— ri = 
(3) lim B, (a, h) lim jf (a+ @h).h>=0, fiir Gree 1 
so nehme man zwei positive Gréssen @ und r so an, dass: 


esr<R 
und setze in Gl. (3): 
h=r, @= . 


Alsdann wird: 
(4) Jim 5 f™(a-+e) . = 0 


und daraus wiirde folgen, dass die Reihe: 


(5) Slate). & 


fiir jedes positive k < r, also schliesslich auch fiir jedes positive k << R 
convergiren muss, d. h. dass das rechtsseitige Convergenzintervall (der 
Convergenzradius) aller aus der Potenzreihe (2) durch Substitution von 
h=o-+& und Entwickelung nach Potenzen von k ableitbaren Reihen 
mindestens die Grosse R hat. Da aber auch g nur an die Bedingung 
o<r, d. h. schliesslich nur @ < R, gekniipft ist, so wiire das nur 
dann mdéglich, wenn f(x) weder im Punkte z=a-+ R, noch auch, 
bei analytischer Fortsetzung, innerhalb der ganzen bis zum Punkte 
x=-a-+2R reichenden Strecke einen singuldiren Punkt hat. Ist 
insbesondere die Stelle x =—a-+- R bezw. h =F nicht bloss Conver- 
genzgrenze der Reihe (2), sondern auch ein singuldrer Punkt fiir f(a+-h) — 
was z. B. stets der Fall ist. wenn die Coefficienten f(a) von irgend 
einer Stelle » ab gleiches Vorzeichen besitzen und die Reihe 


> af (a) 


oder auch eine der durch gliedweise Differentiation daraus hervorgehen- 
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den Reihen (und damit jede folgende) fiir h = R schon divergirt*) — 
so kann das rechtsseitige Convergenzintervall keiner aus der Reihe (2) 
ableitbaren Reihe von der Form (5) iiber die Stelle a + FR hinaus- 
ragen, d. h. jede solche Reihe convergirt héchstens fiir: 

k< R—-eg, 
dagegen sicher fir: ‘ 

k< R—g@, 


sodass also in diesem Falle der Ausdruck: 
lim = f™ (a+ @) . ke 
n= @ n: 


fiir kein k > R— oe, dagegen sicher fiir jedes positive k << Rh — 
verschwindet. Da hiernach: 


lim a {[™ (a+ &h) . hn 


auch in diesem offenbar ungiinstigsten und damit in jedem Falle fiir 
O<che< = Verschwinden muss, so lasst sich iiber die Tragweite der 


Lagrange’sche Restform folgendes aussagen: 
Fiir die Giiltigkeit der Beziehung: 


f(a+h) = >> + f(a). O<h<R) 
0 
ist neben der Endlichkeit und unbeschrinkten Differenzirbar- 
keit von f(x) im Intervalle ax<u<a-+R stets noth- 
wendig, dass fiir jeden einzelnen Werth h des Intervalles 


0O<h< ~ das Lagrange’ sche Restglied: 
Ry (a, h) = Sf (a+ Oh). he" 


mit n= oo gleichmdssig verschwinde fiir alle Werthe # 
des Intervalles 0<#<1; dagegen nicht nothwendig, jedoch 
hinreichend, dass dies auch der Fall sei fiir: Reh <R. 


*) Daraus wiirde niimlich in Folge der Stetigkeitseigenschaften einer Pot2nz- 
reihe geschlossen werden kinnen, dass f(a-+-h) bezw. alle Ableitungen f'") (a+-h) 
von einer bestimmten ab bei Anniiherung von h an die Stelle R iiber alle Grenzen 
wachsen, — Uebrigens kann man die Voraussetzung der Divergeng von 


cite > es sia _ 
>) 5 f' (a) .R”  bezw. @—a! f(a) -_ 


auch fallen lassen: wenn nur die Coefficienten f'”)(a) von irgend einer Stelle ab 
gleiches Vorzeichen besitzen, so ist die Convergenzgrenze h = R auch stets ein 
singuldrer Punkt, wie die Theorie der Functionen einer complexen Variablen 
ergiebt. Vgl. den vorhergehenden Aufsatz § 1. 
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Im tibrigen giebt der in § 3 unter (A) mitgetheilte, auf die Be- 
niitzung der Lagrange’schen Restform gegriindete Beweis noch zu 


folgender Bemerkung Veranlassung. Die dabei als Ausgangspunkt 
dienende Bedingung (2): 


lim + f(a--h). i = 0 fir: OSh<Sh+ker+2 


wird im Verlaufe dieses Beweises gar nicht vollstiindig in Anspruch 
genommen, vielmehr werden nur zwei daraus hervorgehende — a. a. O. 
mit (3) und (4) bezeichnete — speciellere Bedingungen beniitzt, nimlich: 


—— oo Ryn R 
lim ~ f(a) -(r +> = (), (r+=<R) 
lim + f™(a+h)-(2)"=0 (gleichméissig fir: 0<h <r). 


Ks kommt also die Gleichmdssigkeit des Verschwindens von lim F’, (h, k) 
hier lediglich fiir verdinderliches h in Betracht, sodass man sich beim 
Beweise fiir die Nothwendigkeit der betreffenden Bedingung der im 
Zusate I des § 1 angegebenen, nicht unerheblichen Vereinfachung 
bedienen kann. Dies scheint mir namentlich vom didaktischen Stand- 
punkte aus werthvoll, weil auf diese Weise jedes Eingehen auf die 
immerhin nicht ganz einfachen Begriffe der gleichmiissigen Stetigkeit 
und Convergenz fiir Functionen gweier Variablen giinzlich vermieden 
werden kann. 


Im iibrigen ist die erste der obigen zwei Bedingungen gleichwerthig 


damit, dass die Reihe: 
> hs 
=f f(a) . h’ 


fiir jedes positive h < R convergirt, wiihrend die eweite (in Folge der 


Bedeutung von m als einer beliebig gross zu denkenden positiven Zahl) 
nur erheischt, dass: 


er 
lim =| f™(a-+h) - oe" =0 


werde fiir einen beliebig kleinen positiven Werth @ und zwar gleich- 
missig fir 0 <h<yr. Hiernach lasst sich der Satz des § 3 schliesslich 
auch in folgender Form aussprechen: 


Fiir die Giiltigkeit der Beziehung: 
f(at+h) = S>= fray fiir: OSh<R 
0 


ist, neben der Endlichkeit und unbeschrainkten Differenzirbar- 
keit der eindeutigen Function f(x) im Intervalle 


axz<a+R, 
nothwendig und hinreichend, dass die Rethe firh< Rh 
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convergirt, und dass nach Annahme von r < R und 
o<R—r: 


— ee 
lim — f(x) - o* = 0 


wird, und zwar gleichmdssig fiir: 
a<«“<a+r.*) 
Mit anderen Worten: wenn nur die friiher durch die Gleichung: 


lim + f™(a+h)-k*=0 fir: O<h<Sh+k<r 


dargestellte Bedingung fiir den Anfangspunkt h =O erfiillt ist, so 
geniigt es, wenn sie fiir die Zwischenwerthe 0<h<yr bei einem 
beliebig klein anzunehmenden Werthe k — @ besteht. 

Wahrend also die Anwendung des Cauchy’schen Restgliedes die 
kiirzeste Form der fiir die Taylor’sche Formel nothwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen ergab, so lehrt die vorstehende Betrachtung, 
dass schon ein etwas geringeres Maass der als nothwendig erkannten 
Bedingungen sich auch als hinreichend erweist. — 


§ 6. 
Riickblick. 


Fasst man die vorstehenden Ergebnisse mit denjenigen zusammen, 
welche ich in einem friiher publicirten Aufsatze**) ,,Zur Theorie der 
Taylor’schen Reihe etc.‘ mitgetheilt habe, so lisst sich der Zusammen- 
hang derjenigen Eigenschaften, welche fiir die Giiltigkeit der Tay lor’- 
schen Reihe als nothwendig und hinreichend sich erwiesen haben, in 
folgender Weise iiberblicken: 

1) Soll die eindeutige Function f(x) fiir alle 2 des Intervalles 
a<«2<a-+R darstellbar sein durch die Gleichung: 


(I) f(z) =>) 5 f%@) - (@—ay 


*) Man darf diese Bedingung nicht etwa so fassen: es muss fiir jedes x 
innerhalb des Intervalles (a, a-+ R) eine (mit x veriinderliche) angebbare positive 
Grisse 9, existiren, derart, dass: 


a 
lim | £™(@)-e7 = 0 


wird, Denn hiermit wiire nicht ausgeschlossen, dass innerhalb des Intervalles 
(a,a-+R) Stellen x’ existiren kénnten, in deren Umgebung die wntere Grenze 
fiir g, den Werth 0 hat (was nur in der Nachbarschaft der Endstelle a+ R zu- 
lissig ist), Dass dieser Fall, in welchen offenbar 2’ ein singuldrer Punkt fiir f(0) 
sein muss, wirklich eintreten kann, habe ich bei friiherer Gelegenheit gezeigt: 
Math, Ann. Bd. 42, p. 181. Fussnote, 

**) Math. Ann. Bd. 42, p. 153 ff, 
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so erscheint es zweifellos als nothwendig, dass f(x) fiir alle Werthe x 
des fraglichen Intervalles endlich und unbeschrinkt differenzirbar ist. 

2) Diese von Lagrange schon fiir himreichend gehaltenen Be- 
dingungen sind es in Wahrheit nicht, Denn, auch wenn sie erfiillt 
sind, so braucht die Reihe (I) fiir kein noch so kleines (27 — a) zu 
convergiren, wie das Beispiel 


Ol 2 gee E> 
in der Umgebung der Bhalla x= zeigt.*) Es muss also noch die 
Bedingung hinzukommen, dass die Reihe (I) fiir jedes positive 
(cx—a)=—=r<R 
convergire, eine Bedingung, die auch vollig gleichwerthig ist mit der 
folgenden: 
(I) lim + f(a) -7™ <= fiir jedes positive r < R, 


d. h. es gentigt nicht, dass f(a) fiir jedes endliche n selbst endlich 
ist, sondern es darf f(a) mit unendlich wachsendem n hichstens in 
dem Maasse ins Unendliche wachsen, wie es Gl. (II) zulisst. 

3) Ist auch diese Bedingung erfiillt, so braucht die Summe der 
Reihe (1) doch noch keineswegs den Werth f(«) zu haben, wie wiederum 
das dem oben angefiihrten fibnliche Beispiel: 


f(@) -35 SP a @>n 


in der Umgebnng der Stelle «= 0 zeigt**). Es muss (s. § 5) nach 
Annahme von r < R und 9 < R— rr: 


(L11) lim a f(x) + Q* = 





werden und zwar gleichmdssig fiir alle Werthe x des Intervalles 
a<a<a-+r. Obschon diese Bedingung mit den vorangehenden 
zusammen nach § 5 nunmehr fiir die Giiltigkeit der Gleichung (1) 
ausreicht, so erscheint es vielleicht etwas tibersichtlicher, sie im Anschlusse 
an die im §3 gegebene Formulirung durch die folgende zwar etwas 
stiirkere, nichtsdestoweniger gleichfalls als nothwendig erkannte (s. § 1) 
zu ersetzen: 


(IV) lim rr f(a) -(a+r—2a)"=0 und zwar gleichmiissig fiir: 
™ ax<w<a+r<cat+R, 
da dieselbe die Bedingung (II) gleich mit umfasst. 


*) a. a, O. p. 159, 
**) a. a. O. p. 161. 
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Hiernach ergiebt sich: 

Das charakteristische Merkmal, welches die in Potenz- 
reihen entwickelbaren Functionen von den bloss un- 
beschrinkt differenzirbaren auszeichnet, besteht lediglich in 
gewissen, durch die Gleichungen (II) und (III) beew. (IV) 
genau pricisirten Beschriinkungen beziiglich des Unendlich- 
werdens von f\")(x) fiir unendlich wachsendes n. 


Anhang. 


Der von Hrn. Weierstrass a. a, O. mitgetheilte Beweis des im 
§ 1 citirten Satzes, dass eine Reihe, welche in der Umgebung jeder 
Stelle im Innern oder auf der Grenze eines gegebenen Bereiches gleich- 
miissig convergirt, in dem ganzen Bereiche gleichmdssig convergirt, ist 
vollig analog demjenigen; welchen Herr Liiroth*) fiir die gleichmédssige 
Stetigkeit einer Function zweier Variablen gegeben hat, und der sich 
iibrigens auch ohne Weiteres auf Functionen beliebig vieler Variablen 
iibertragen liisst. Beide Beweise beruhen auf dem Umstande, dass die 
jedem Punkte (7, y) zuzuordnende ,,Umgebung“ eine obere Grenze 
o(x,y) besitzt, welche eine séetige Function von (a, y) ist und somit 
nach einem bekannten Fundamentalsatze des Herrn Weierstrass 
mindestens fiir eine bestimmte Stelle (x’, y’) ein Minimum werden 
muss: letzteres muss in Folge der Voraussetzung angebbar von Null 
verschieden sein, woraus dann die Richtigkeit der fraglichen Be- 
hauptungen sich leicht ergiebt. 

Man kann indessen den vorliegenden Satz auch beweisen, ohne 
von jenem Fundamentalsatze des Herrn Weierstrass Gebrauch zu 
machen, in ganz analoger Weise, wie Heine**) den Satz von der 
gleichmissigen Stetigkeit zunichst fiir Functionen einer reellen Variablen 
bewiesen und Herr Thomae***) diesen Beweis auf Functionen zweier 
Variablen iibertragen hat. 


Angenommen es sei > fa(a,y) gleichmiissig convergent in der 


Niihe jeder Stelle (w, y), die im Inneren oder auf der Grenze eines 
gewissen Bereiches (A) liegt. Bedeutet dann (x, y)) irgend eine Stelle 
dieses Bereiches und setzt man: 

| 


(1) > f(z, »)| = T(x, y), 


| ~ 
| 


*) Math. Ann. Bd. VI, p. 319. 
**) Crelle’s Journal, Bd. 74, p, 188. 


***) Elementare Theorie der analytisclfen Functionen einer complexen Ver- 
ainderlichen p. 29 ff. 
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so giebt es nach Annahme einer beliebig kleinen positiven Grosse ¢« 
eine positive Zahl , und einen Radius g,, derart dass 


(2) T,(@,y)<é 

wird fiir » >, und alle Stellen (#,y), welche im Innern oder auf 
der Peripherie eines um (2%, y) mit dem Radius og, beschriebenen 
Kreises liegen*), Nimmt man jetzt auf der Peripherie dieses Kreises, 
der kurzweg als der Kreis oder die Umgebung (@,) bezeichnet werden 
moge, eine Stelle (x,, y,) beliebig an (mit der einzigen Beschrinkung, 
dass (#,, y,) nicht gerade eine Stelle der Gesammtbegrenzung sein soll), 
so existirt ein Kreis (g,) und eine Zahl ,, derart dass Ungl. (2) er- 
fallt ist fiir alle Stellen im Innern und auf der Peripherie von (9,), 
sobald v > ”,. Bedeutet also m die grissere der beiden Zahlen n, und 
m,, so gilt Ungl. (2) fiir alle Stellen des aus den beiden Kreisen (Q,) 
und (@;) (einschl. der Begrenzung) zusammengesetzten Bereiches (B), 
sobald » >. Es ist klar, dass man durch Fortsetzung dieses Ver- 
fahrens den Geltungsbereich (B) der Ung). (2) mit Festlegung einer 
bestimmten Zahl » als unterer Grenze fiir v bestiindig vergréssern kann, 
und es kommt also lediglich darauf an zu zeigen, dass man auf diese 
Weise stets nach einer endlichen Anzahl derartiger Operationen dazu 
gelangen kann, denselben auf den vorgelegten Bereich (A) auszudehnen. 
Hierzu gentigt offenbar der Nachweis, dass man jede beliebige Stelle 
von (A) nebst einer gewissen endlichen Umgebung durch eine endliche 
Anzahl der: angegebenen Operationen dem Bereiche (B) einverleiben 
kann, Wire dies nun nicht der Fall, so miissten die Radien 9, Q.,...@x,.. 
mit wachsendem k unter jede Grenze herabsinken, sobald man sich 
bei dem angedeuteten Verfahren einer oder mehreren bestimmten Stellen 
(x, y’) von (A) niahert. Dies ist aber unméglich: da nimlich jeder 
solchen Stelle (x’, y’) in Folge der Voraussetzung eine bestinmte Um- 
gebung (@’) in dem angegebenen Sinne zugeordnet werden kann, so 


gehért zu jeder Stelle (%,y,), die um weniger als 5" von (z’, y’) 


entfernt ist, eine Umgebung (g;), deren Radius g; sicher > : oe’ ist, 
sodass also g, stets oberhalb einer endlichen Grenze bleibt. Hiermit 
ist aber der ausgesprochene Satz bewiesen. **) 

Schliesslich méchte ich zu dem in § 1 gegebenen Beweise fiir die 


gleichmiissige Convergenz der Reihe PD gy (a+h)-k noch 


folgendes bemerken. Derselbe beruht offenbar darauf, dass hier aus 


*) Liegt (@, yo) auf der Begrenzung von (A) oder in hinlinglicher Nihe 
derselben, so kommt als ,,Umgebung‘ von (a, yo) nur derjenige Theil des Kreises 
in Betracht, welcher in das Innere und auf die Begrenzung von (A) fillt. 

**) Beide Beweise des betreffenden Satzes lassen sich offenbar ohne Weiteres 
auch auf Reihen tibertragen, deren Glieder Functionen beliebig vicler Variablen sind, 
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der Stetigkeit der Reihensumme die gleichmiissige Convergenz der Reihe 
gefolgert werden kann, was doch bekanntlich im Allgemeinen nicht 
der Fall ist (man betrachte z. B. die Reihe: 


Dighe- i aeEral T : pe 


welche bei reell veriinderlichem « auch in der Nahe von x = 0 stetig 
ist, aber wegen: 


R,, (x) = 1 7 a 


dort ungleichmdssig convergirt). Hingegen kann man offenbar mit 
Anwendung des in § 1 beniiizten Verfahrens zu folgendem Satze 
gelangen: 

Ist fiir das Innere und die Grenze eines Bereiches (A) 


die Reithe - fv, deren Glieder daselbst stetige Functionen 
beliebig vieler Variablen sind, absolut convergent und ist 
F = az \f.| ftir jenen Bereich (A) eine stetige Function 
der betreffenden Variablen, so convergirt Ps \f,| und also 
auch Po f. fiir den Bereich (A) gleichmdssig. 


August und December 1893. 
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Ueber Riemann’s Convergenzcriterium. 
Von 


A. Hurwitz in Ziirich. 


In seiner Abhandlung ,,Convergenz der p-fach unendlichen Theta- 
Reihe“ hat Riemann*) ein Convergenzcriterum aufgestellt, welches 
wegen seiner ausgedehnten und leichten Anwendbarkeit (namentlich 
auf mehrfache Reihen) Beachtung verdient. Da der von Riemann 
gegebene Beweis des Criteriums, bei welchem sich dasselbe als eine 
Umformung eines andern von Cauchy herriihrenden darstellt, fiir die 
Auffassung nicht ganz leicht ist, so habe ich einen directeren und 
durchsichtigeren Beweis aufgesucht, den ich in den folgenden Zeilen 
kurz darlegen will. 

Das Criterium selber lasst sich so aussprechen: 

Es sei b eine endliche Grosse, x eine Variable, die nur die Werthe, 
welche gleich oder grésser als b sind, annehmen soll. Sind nun f(x) 
und g(x) zwet Functionen, die bestindig positiv sind wnd von denen 
die erste mit wachsendem x abnimmt, die aweite (bis ins Unendliche) 
zunimmt, und ist die Anzahl der Glieder einer Reihe mit positiven 
Gliedern, die gleich oder grisser als f(x) sind, gleich oder kleiner als 


g(x), so convergirt die Reihe, wenn das Integral J f(x) g'(@) dx con- 


vergut. 

Ich zeige zuniichst, dass sich die Glieder der Reihe, die ich mit 
iy, @,, @,,... bezeichne, der Grésse nach anordnen lassen, so dass 
man also die Ungleichungen 
(1) Gy >] a, ] a, SH Ay.--.- 
voraussetzen darf. Zu dem Ende bezeichne ich mit & irgend eine 
positive Grésse und wihle den besonderen Werth § der Variabeln x 
so, dass k > f(&) ist. Letzteres ist sicher moéglich. Denn wiire be- 


stindig k < f(x), so wiirde f(a) 9" (x) da grosser als k fs g (x) daz, 


also unendlich sein, gegen die Voraussetzung. 





*) Gesammelte mathematische Werke (Leipzig 1892), Seite 482. 


.* 
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Die Glieder der Reihe, die > sind, sind nun auch > /(&). Ihre 
Anzahl ist daher < g(&) und folglich endlich. Aus dieser Thatsache, 
dass nur endlich viele Glieder der Reihe eine beliebig gewahlte positive 
Grosse iibersteigen, ergiebt sich nun leicht die Méglichkeit, die Glieder 
der Grésse nach zu ordnen. Um diese Anordnung zu erhalten, brauchen 
wir nimlich offenbar nur die Glieder der Reihe, die >1 sind, sodann 


die Glieder, die <1, aber > 5 sodann diejenigen, die <5 aber 


>; sind u. s. f., je nach absteigender Grésse geordnet, aneinander 
zu reihen. 

Wenn die Variable z von 6 bis ins Unendliche wichst, so durch- 
liuft g(~) nach Voraussetzung das Intervall g(b) bis co, Sei m eine 
ganze Zahl, die grésser als g(b) ist und seien x, w,, %, ... diejenigen 
Werthe von z, fiir welche g(x) die Werthe m, m+ 1, m+2,... 
bez. annimmt, so dass 
(2) g(%) =m, g(4,)—m+1, g(a)—=m+2,... 
ist. Offenbar befriedigen die Gréssen x, 7,, 2,,... die Ungleichungen 
(3) b< MMC m<ses 

Nach Voraussetzung ist nun die Anzahl der Glieder in der Reihe 
Gy, 4, G,~++, die gleich oder grésser als f(x,) sind, nicht grésser 
als g(%,) = m-+m. Daher ist sicher dnin< f(%,). Denn wire 
Amin > {(%n), 80 wiirden die m -+-n-+ 1 Glieder a,, a,,..., m+n gleich 
oder grésser als f(z,) sein. Es bestehen also die Ungleichungen 
(4) On < f (Xo); Am-+1 < f(@),; Am-4+-2 = f(#2), ° 
und folglich ist 


(5) Qmta + Gmte +++: + Gmin < f(@) + F(%) + +++ +f(&n)- 


Nun ist aber ferner, wie leicht zu sehen, 


e+) 


fle) + fle)-+ = +f len) = fla) f 9) de +(e) f 9’ (@) ax 


+-:: + f(a) fg'(@) da 


kleiner als 


frog ax +fr@g' wae t+ +ffog waz 


en—1 


= friag'(@) ax < frie) g(x) da. 
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Daher schliesslich 


(6) ngs + mgs +++ + inte <f f(a) 9' (a) dx < f fa) 9’ (a) de. 
Xo 6 
Die Summe von beliebig vielen auf a,, folgenden Gliedern der Reihe 
bleibt also unter der festen endlichen Grisso f (2) 9 (2) dz; die Reihe 
5 


ist folglich convergent, w. z. b. w. Dem hiermit bewiesenen Conver- 
genzcriterium stellt sich das folgende Divergenzcriterium zur Seite: 
Es sei b eine endliche Grosse, x eine Variable, die nur die Werthe, 
welche gleich oder grisser als b sind, annehmen soll. Sind nun f(x) 
und g(x) zwei Functionen, die bestindig positiv sind und von denen 
die erste mit wachsendem x abnimmt, die zweite (bis ins Unendliche) 
zunimmt, und ist die Anzahl der Glieder einer Reihe mit positiven 
Gliedern, die gleich oder grisser als f(x) sind, gleich oder griésser als 


g(x), so divergirt die Reihe, wenn: das Integral | f(x) g(x) dx divergirt. 
6 

Der Beweis hierfiir ist in ganz ahnlicher Weise zu fiihren, wie 
der Beweis fiir das Convergenzcriterium. Wir bemerken zuniichst, dass 
wir nur den Fall zu betrachten brauchen, wo jede beliebig an- 
genommene positive Zahl & nur von einer endlichen Anzahl von 
Gliedern der Reihe iibertroffen wird, wo folglich die Glieder ay, a,, d»,... 
der Reihe nach absteigender Grésse geordnet werden kénnen. Denn 
fiir den Fall, dass unendlich viele Glieder der Reihe eine positive 
Zahl k tiberschreiten, leuchtet die Divergenz der Reihe unmittelbar 
ein. Wir diirfen also annehmen, dass die Ungleichungen 

Ay 2G, 2d, > ay,.- 
bestehen. Wenn nun, wie oben, m eine ganze Zahl grésser als g(b) 
bezeichnet, und 2, 2,, %,... diejenigen Werthe von a sind, die den 
Gleichungen 
g(a) =m, g(a)—=m+1, g(%)=—m+2,... 

geniigen, so wird allgemein @m4n—1>/f(an) sein. Denn die Anzahl 
derjenigen Glieder der Reihe, die > f(«,) sind, betrigt nach Voraus- 
setzung mindestens g(x,) = m-+ m. Hiernach ist 

Gm + Am+1 ob =o + QAm+n—-1 => f (%) + f(%2) + ae + [{(@n)- 


Nun hat man ferner: 
f(%;) + f(@2) ++ ++ + £(@n) 
Po xs *n+1 
= fle) {9a dx + fea fg'a)de +++ + fle) fo’ @ ae, 
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und die rechte Seite ist grésser als 


2 2, Fn-+1 Tn+1 
frog @acr frag @ast---+fre)g @ de = [fag aa. 


Es ist also 
7n--l 
Om + Amps +++ Omtn—1 > frayg'@) dz. 
Da 241 mit wachsendem  iiber alle Grenzen wiichst, so wird das 
auf der rechten Seite stehende Integral und also auch 


An aia Am+1 + iat a On+jn—1 
mit wachsendem » unendlich. Mit anderen Worten: die Reihe 
a +4, + 4,+°-:- 
divergirt, w. z. b. w. 


Um eine Anwendung von den entwickelten Criterien zu geben, 
betrachten wir die p-fach unendliche Reihe 


>t (m,, My, -.. My) « 
My, May ***5 Mp 
Die Function f(z) mége von einem bestimmten Werthe «=—b an 
bestiindig positiv sein und mit wachsendem x abnehmen. Fiir alle in 
Betracht kommenden Werthe der Summationsbuchstaben m, , m,,..., Mp 
moge ferner p(m,, m.,-.., Mp) > sein und die Anzahl derjenigen 
Combinationen m,, m.,... Mp, welche der Bedingung 
p(M,, Mg, ..-. My) LX 
geniigen — eine Anzahl, die wir mit A(x) bezeichnen wollen — geniige 
der Ungleichung 
9, (@) S A(w) < 9), 

wo g(x) und g,(x) positive Functionen bezeichnen, die mit wachsen- 
dem x bestandig und bis ins Unendliche zunehmen. Dann conver- 


girt die p-fach unendliche Reihe, wenn das Integral J f(a) g‘(a) da 
% 


convergirt, sie divergirt, wenn das integra (7 9; (x) dau divergirt, 


Denn die Anzahl der Glieder der Reihe, die >/(x) sind, ist unter 
den gemachten Voraussetzungen < g(x) und > g,(2). 
Ist insbesondere 


P(M,, My, . ~~) Mp) = mM,” + Mm" +--+ + m,? 


und wird die Summe iiber alle diejenigen ganzen Zahlen m,, m,,..., Mp 


YOO OEE e 




















A at 0 


YOO a OEMs 
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ausgedehnt, fiir welche m,2-+ m,?-+----+ m,?>b ist, so ist die 
Anzahl A(x) der Combinationen m,,m,,... mp, fiir welche 
m,? + m?+.--+m,?<2 


Pp 
ist, sicher kleiner als C.”*, wo C eine geeignet gewihlte positive 
Constante bedeutet. Man erkennt dies sofort, wenn man bemerkt, 
dass fiir jede dieser Combinationen 


|m,|< V2, | mo | <V2, ve ey |Mp| < Vx 


p 
sein muss. Man kann also g(x) = C.2* und ebenso, wie man leicht 


P 

sieht, g,(~) = C’x"* setzen, wo C’ ebenfalls eine geeignet gewihlte 
positive Constante bezeichnet. Da diejenigen Combinationen m,, 
My, +++, Mp, fiir welche m,? + m,? + ----+ m,? < b ist, nur in end- 
licher Zahl vorhanden sind, so kénnen die ihnen entsprechenden 
Glieder, sofern sie einen endlichen Werth haben, unbeschadet der 
Convergenz oder Divergenz der Reihe, in die Reihe aufgenommen 
werden. Man hat also folgenden Satz: 


Wenn die Function f(x) von einem bestimmten Werthe x =b an 
bestiindig positiv ist und mit wachsendem x abnimmt, so convergirt 
oder divergirt die p-fach unendliche Reihe 


> flan; + m2 + +++ m,?), 


My, Myy***y My 


2 a 
J f(a)a" sda 
6 

convergirt oder divergirt. 


Die Summationsbuchstaben m,, m,,,.., mp durchlaufen unab- 
hingig von einander alle ganzen Zahlen von — oo und + oo, mit 
Ausschluss derjenigen Combinationen, fiir welche etwa das ent- 
sprechende Glied der Reihe unendlich wird. 

Derselbe Satz gilt auch noch, wie man in ganz ahulicher Weise 
zeigt, fiir den Fall, dass an Stelle von m,? + m,? + ----+ m,? eine 
quadratische Function von m,, m,,..., mp tritt, in welcher die Glieder 
zweiter Dimension eine definite quadratische Form von nicht ver- 
schwindender Determinante bilden. Bemerkenswerthe specielle Fille 


+ und f(z) = e-*. 


a” 


je nachdem das Integral 


erhalt man durch die Annahme /f(7) = 











5 A. Hurwitz. Ueber Riemann’s Convergenzcriterium. 
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Dem ersten Fall entsprechen die von Eisenstein in seiner Abhand- 
lung ,,Genaue Untersuchung der unendlichen Doppelproducte, aus 
welchen die elliptischen Functionen als Quotienten zusammengesetzt 
sind “ (Crelle’s Journal Bd. 35) betrachteten Reihen, dem zweiten Falle 
entspricht die p-fach unendliche Thetareihe*). 


Ziirich, den 21. September 1893. 


*) Diese und ahniliche Reihen hat einer meiner Schiiler, Herr C. Jaccottet, 
in einer der eidgendssischen polytechnischen Schule eingereichten Diplomarbeit, 
nach der obigen Methode untersucht. Eben diese Arbeit des Herrn Jaccottet 
hat mir den Anlass zu den oben mitgetheilten Entwicklungen geboten. 
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a. 


Verschwindende Determinanten dritten Grades aus terniren 
linearen KFormen. 


Von 


M. Pascu in Giessen. 


Bei linearen Systemen von bilinearen Formen spielt bekanntlich 
der Hall eine besondere Rolle, wo die Determinanten aller Formen 
des Systems verschwinden. Die Arbeit ,, Ueber bilineare Formen und 
deren geometrische Anwendung“ diese Annalen 1891 Bd. 38 8. 24*) 
veranlasste mich zu niherer Beschiftigung mit dem linearen Systeme, 
welches aus drei bilinearen terniren Formen hervorgeht und nur 
Formen von verschwindender Determinante enthilt, also mit der ver- 
schwindenden Determinante dritten Grades, deren Elemente lineare 
Formen von drei Unbestimmten sind. Dieser Fall, sowie eine An- 
wendung auf das System von drei quadratischen terniaren Formen, 
bilden den Gegenstand der nachfolgenden Seiten. 


I, 
1. Hiilfssatz: Wenn alle Determinanten zweiten Grades aus dem 


Systeme 


, ” 


aa 
b b 
c 


oo 8 


’ ” 


c 


i) 


b 


dessen Elemente ganze Functionen von irgend welchen Verinderlichen 
sein sollen, identisch verschwinden, so kann man setzen: 


a=Aa, a’ =Aa’, a” = Aa’, 

b=Ba, bb =Ba', b’ = Ba’, 

e=Ca, c’=Ca'’, ce” =Ca", 
wo ABCaa’a” ganze Functionen sind. 


*) Am Schlusse des 38sten Bandes sind einige in dieser Arbeit zu ver- 
bessernde Stellen angegeben. 
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Zum Beweise werde angenommen, dass etwa a nicht identisch 
verschwindet, und der grésste gemeinschaftliche Theiler der Functionen 
aa’a” mit A bezeichnet. Setzt man a= Aa, a’'= Aa’, a” = Aa”, 
so wird ab’ = ba’ und ab” = ba”, b durch a theilbar, ebenso ¢, u. s. w. 

2. Wir wenden uns nunmehr zu der Aufgabe, lineare Formen 
von 2, |, | #3: 


U 


ks 


p’ 
(1) q” 
yr” 


2s Res 
= © 


so zu bestimmen, dass ihre Determinante verschwindet. 

Die Determinante verschwindet zunichst dann, wenn eine lineare 
Gleichung mit constanten Coefficienten besteht, die von jeder Colonne 
oder von jeder Zeile erfiillt wird. 

Wenn keine solche Gleichung besteht, so verschwinden nicht alle 
Determinanten zweiten Grades aus dem Systeme (1); denn sonst giibe es 
wegen Nr. 1 drei Constanten , die sich wie die Elemente jeder Colonne 
oder jeder Zeile des Systems (1) verhielten. Aber diese Determinanten 
bilden dann ein System von quadratischen Formen, aus dem nur ver- 
schwindende Determinanten zweiten Grades hervorgehen, das also 
nach Nr. 1 die Gestalt besitzt: 


LP MP NP 
LQ MQ NQ 
LR MR NR; 


und zwar kénnen hier die Formen LMNPQR uur linear sein, weil 
man sonst zu dem vorigen Falle zuriickgeriethe. Es besteht daher 
eine (und nur eine) lineare Gleichung mit linearen Coefficienten, der 
jede Colonne, und zugleich eine (und nur eine) ebensolche Gleichung, 
der jede Zeile des Systems (1) geniigt. 

3. Nehmen wir zuerst an, dass die Formen PQR linear abhingig 
sind, natiirlich nur einfach, so kénnen wir schreiben: 


P=(zAa), Q=(eAf), R=(xAy), 


wo z. B. (x Aa) die Determinante 2 + x, A,a, bedeutet. Dabei sollen 
A, a; 6; y; fir i = 1, 2,3 Constanten sein und die Determinante (a fy) 
nicht verschwinden. Fiihrt man folgende Bezeichnungen ein: 


(By) =, (xy @) = vp, (waB) = v5, 


_ (ABy) _ _ (Aye) _ _ (Aap) _ 
(@By) “1? (By) “2? (wpy) “3 


so sind die linearen Formen », v,v, linear unabhingig, a, a, a, nicht 


gleichzeitig Null, und man hat fiir beliebige &, &, &,: 
Ex(@By) = 0, be + 28 + U5 by 























es ae 


cs ea 
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(wo zur Abkiirzung z. B. &, fiir &,2, + &#, + & 2, geschrieben ist), 


mithin : 
(aBy) (wAa) = v, (Aap) — v,(Aya), 
P= (av), d.i. a,v, — 43¥,, Q@ = (av), d.i. av, — 4,05, 
R = (av), d. i. ayv, — a%, 


|p a Y% | 
d A | = (). 
r (a3 Vz | 


Man kann demnach setzen: 

PHAM OY, (=a%y+dy, r=—asu, + b,%;, 
wo b, und w, noch zu priifen sind. Wegen 

ar —a,qg=b,P, ap—ar—b,Q, aq—ap=—b,R 


ist b, eine Constante, mithin ist u, eine lineare Form. 


Die Elemente des Systems (1) haben folglich in dem betrachteten 
Kalle die Gestalt: 


P= Au +4, p= au, +b,0,, p= au, + br, 
(2) g@= 4, + b,%,, GQ’ =a,%, + d,%,, Gg” = aytts + b5r,, 
r= au, + b,0,, rf =—a,u + b,v,, 7” = a,u, + by, 


WO 4, d,d, b,b,b, Constanten ‘und u,u,%s ¥,0,V, lineare Formen sind, 
und entstehen durch Composition der Systeme: 








| a % | ub, | 
ad | und |u Bb, ; 
|, Vs lu, 0d, | 


Weder a, a,a, noch b, b,b, verschwinden gleichzeitig. In der Gleichung, 

der jede Colonne geniigt, sind ‘die Coefficienten (av),, (av),, (av), 

linear abhiingig; ebenso die Coefficienten (wb),, (wb),, (wb), in der 

ileichung, der jede Zeile geniigt. Aber weder (av),, (a@v)., (av), 

noch (wb),, (wb), (wb), diirfen mehr als einfach linear abhiingig sein. 
4. Das System (2) kann symmetrisch werden, so dass 


A; Ue + Opv; = Aye, + Oy. (4, k = 1, 2, 3) 


Da alsdann die (av); sich wie die (wb); verhalten miissen, so wird, 
wenn man mit c¢ eine gewisse Constante, mit ww,w,w, gewisse lineare 
Formen bezeichnet: 


Zbj(av); = 0, 6; = ca;, ai(U— Cr) = a (M—CY), 
U— CyU,=—2a,W, UW —aw—aw+cu=— WW, 
Ay UK +b, 1; aS a; (UE — a,W) te a (a;w+ C%) = AW, +- AW, 








\ 
} 
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d. h.:. Das System (2) ist im Falle der Symmetrie aus zwei Systemen 
| a, WW, | |W, 4, | 
@, W,| und W, Gy 





Gd, W; | |W, Gs | 
componirt. 

5. Wir bilden nun mit weiteren Veriinderlichen y, y, y, die 
bilinearen Formen 


(3) PAF MY APY, WFIU +IWs, TH+ +1'Ys 
und priifen, ob es in dem Falle der Nr. 3 médglich ist, dass diese 
Formen gleichzeitig in xy symmetrisch werden. 

Waren die Formen (3) symmetrisch und zugleich von den 0; nur 
eines von Null verschieden, etwa b,, so wire auch symmetrisch: 


Aj (Uy Yy Uy Yo + Uy Y3) + By, 0; = a8 + Dy, (Us + vai), 


wo y eine beliebige lineare Form der x und 0 die bilineare Form 


UY, UY + Us 4s — Dry; 
bedeuten soll. Da in 6 die Coefficienten von x,y, und x,y, iiberein- 
stimmen miissten, so kénnte man in y die Coefficienten von x, und x, 
so wihlen, dass 0 in zy symmetrisch wird, mithin auch 
4, (% + vai), 
also 
y+ ya,—4,%, + 7a,—4,%,, 4+ 70,— d,2,, 
wo d, d,d, Constanten sind. Daraus wiirde aber lineare Abhingigkeit 
zwischen ¥v, ¥, 0, folgen, im Widerspruch zu Nr. 3. 
Wiiren die Formen (3) symmetrisch und zugleich mindestens zwei 
b; von Null verschieden, so wire, wenn man mit w;,, vj, die Coef- 
ficienten von 2, in %;, v; bezeichnet: 
. Aj Us + D3 Vi2 = A; Uys + 6, Vis, 
a is 
ee A;(Usy— Uys) + by 0:2 — b, v3 = 0, 
mithin : 
& 2 %%43 
| @_ U9 U3 | = 0 
G3 Vs2 U33 
und ebenso: 


A, 3 Vy | (My Uy M2 | 

@, U3 Vy |= 9, A, Vy |=, 
} | 

G3 Us3 Vs G U3, Us0 


woraus das Verschwinden der Determinante 2 -++- v,, v2.33, also wieder 
lineare Abhiangigkeit zwischen v, v,v, folgen wiirde. : 














i 
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Hiernach kénnen die Formen (3) in dem betrachteten Falle nicht 
gleichzeitig symmetrisch werden. 


6. Wie aus der Schlussbemerkung der Nr. 3 hervorgeht, zieht 
Abhingigkeit zwischen den Formen PQ R auch solche zwischen L MN 
nach sich, und umgekehrt. Demnach bleibt nur noch der Fall iibrig, 


wo weder ‘ sulechen PQR noch zwischen LMN Abhingigkeit besteht. 
In diesem Falle kénnen wir schreiben: 


=(xbe), Q@=—(xca), R—(xab), 
wo die a,b; ¢; fiir i= 1, 2,3 Constanten sind und die Determinante 


(abc) nicht verschwindet. Da pP+qQ+rR=0, so wird p=0O 
fiir «=a. Setzen wir daher: 


P+a.Q9+a,RkR, q—a,R+a,P, r—ayP + a.Q 
mit constanten a;,, so verschwindet 


(G3 + 432) OR + (a,3-++@3,;) RP + (a,.+4.,)PQ 


identisch. Daraus folgt: 


Qik + Ai = 0 
und 
P = ay,(7aa) + a3(vab) + a, (cac) = (waa), 
wo 
Oj == Aga Aj + A430; + Ay Gi, 
ebenso 


q=(aba), r=(xea). 
Das System (1) nimmt iiberhaupt jetzt die Form an: 
p=(xaa), p =(xap), p = (ray), 
(4) q = (ba), q = (xb), q’ =(xby), 
r=(xcea), r’=(acB), r” —(xcy), 


wo die a;b,c;«,B;y; Constanten sind, (abc) und (@By) von Null ver- 
schieden. 


Das System (4) ist componirt aus den Systemen 


























| (wa), (wa), (va), @, GO, as 
(xb), (xb), (#b),| und |B, B, By: 
D (uc), (xe), (ae), 1 «62 Ys 
a 
(wb), (wb)s| | (cx), (ex), | 
(xe)y (#0) || (ad), (ed), | ~ #29 ™ © 
mithin 
| (xb), (wb), (@b)3|B, B, Bs| 
| (we)y (@e)p (we)y| 7, Yo Vs aa 








so wird L =(a#By), ebenso M = (xya), N = (xa). 
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7. Das System (4) kann nicht symmetrisch werden. Denn im 

Falle der Symmetrie ergibe sich: 
(abe) : (wea): (xab) = (w@ By): (aya): (wa), 
und man kénnte daher Constanten ABC so bestimmen, dass 
g= Aa, B; = Bb;, v= Ce; 
fiir i = 1, 2,3; daraus wiirde folgen: 
— A(zab)=—=q —p =—B(xab), —A=—B, 
—A(xac) =r=—p’' =—C(«ac), —A=—C, 
— B(zbe) =r'=—g" =C(xbe), —B=C, 
A=—A, A=0. 

8. Dass die bilinearen Formen (3) gleichzeitig in zy symmetrisch 
werden, ist jetzt ebensowenig méglich, wie in dem Falle der Nr. 3. 
Denn sonst bestinde die Gleichung 

y, (waa) + y.(%2B) + ys (vey) = x, (yea) + x, (yeB) + 2 (yey) 
bei allen x, y fir z= a, fiir ¢ = bd, fiir 2 —c, mithin bei allen g, y, 2; 
es ware also: 

(2B), = (272, d. i. 2B. — 2B, = 237, — % 75, 
mithin 
B,+73=9, By =9, 1, =0, 
ebensa 


Ys +e =—7,=—4,=—0, a, +p, —a,—p, =, 
schliesslich 
2a,+ 8, +7,=0, a, =0, 
a —=a,—=a,=—0, (apy) =0. 
Wenn also die Determinante des Systems (1) identisch verschwindet 
und die Formen (3) symmetrisch sind, so besteht eine lineare Glei- 


chung mit constanten Coefficienten, die von jeder Colonne oder von 
jeder Zeile erfiillt wird. 


II. 
9. Die Elemente des Systems (1) sind die nach den y genommenen 
Ableitungen der in x und y bilinearen Formen (3). 
Wir legen jetzt bilineare Formen f(xy), g(xy), h(xy) zu Grunde, 
die in zy symmetrisch sind, und schreiben: 
f(xy) = 9 Ff, (@) + y2fo(%) + yy fy(a) wu. 8. w., 
so dass f(xx), g(x), h(xx) quadratische Formen der x werden, /,(2) 
die halbe Ableitung von f(zz) nach z, u. s. w. Dann ist 
J=Z+hHh, 
die Jacobi’sche Determinante der drei quadratischen Formen f, g, h. 
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Die mit weiteren Veriinderlichen 2, |2,|2, gebildete Form z2,f+ 2,9 +2,h 
besitzt als quadratische Form der x eine Determinante Z, die symmetrisch 
ist, und deren neun Elemente von den ¢ linear abhingen. Endlich 
fiihren wir noch die Hermite’sche Form von f/f, g, h ein: 


H= 2+f(@2) g(xy) h(yy), 


welche die zy nur in den Verbindungen _ » (@Y)o, (wy), enthalt 
(Rosanes, diese Annalen 1873 Bd. 6 S. 273 

Besteht zwischen den quadratischen a. f, 9, h eine lineare 
Gleichung mit constanten Coefficienten, so verschwinden J und H. 
Sind f, 9, h singulare Formen mit einer gemeinschaftlichen singuliren 
Nullstelle, so verschwinden J und Z. Haben f, g, h einen linearen 
Factor gemein, so verschwinden H und Z. 

10. Um nun umgekehrt festzustellen, wie die Formen f, g, h sich 
verhalten, wenn J oder Z oder H verschwindet, kann man theilweise 
die unter I angestellten Betrachtungen benutzen. 

Wenn erstens J verschwindet, so besteht nach Nr. 8, da hier die 
Formen (3) symmetrisch sind, eine lineare Gleichung mit constanten 
Coefficienten, der entweder die Systeme 


fil 9: lar fel G2\ her folgs | hs 
oder die Systeme 


fi lfe\fs> 91) 9219s» My | Re | As 


geniigen, d. h.: die Formen f, g, h sind alsdann entweder unter 
einander linear abhangig (H = 0), oder singulir mit gemeinschaftlicher 
Singularitét (Z==0). Dies wurde zuerst bemerkt in Clebsch-Linde- 
mann, Vorlesungen tiber Geometrie, Band 1, 1876, 8. 304 und 1047; 
dann von Herrn Joseph Hahn, diese Annalen 1879, Bd. 15, 8, 111 
(Giessener Dissertation 1878), mittels einer Identitiit bewiesen, welche 
lehrt, dass im Falle J = 0 zwischen f, g, h eine quadratische Glei- 
chung mit constanten Coefficienten besteht. 

. Demnach verschwindet mit J das Product HZ. Ebenso muss 
mit Z stets das Product JH verschwinden. Denn wenn Z ver- 
schwindet, so kann nach Nr.7, da diese Determinante symmetrisch 
ist, nur der im Anfang der Nr. 2 erwahnte oder der in Nr. 3 be- 
handelte Fall vorliegen (wobei natiirlich jetzt die ¢ fiir die 2% ein- 
treten). Im ersteren Falle hat die quadratische Form der z: 


aif + #9 + 2h 


eine von den g unabhingige Singularitit (J — 0). Im letzteren Falle 
kann man nach Nr. 4 schreiben: 


8; fe + 29% + Ayhe = Oe" + atwz, (k = 1, 2, 3) 
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WO W,, W,, W; lineare Formen der ¢ sind; da 


2f+ 29+ 4h = 2a,u,z 

wird, so haben jetzt f, g, h einen linearen Factor gemein (H —(). 

Endlich verschwindet mit H das Product JZ. Denn im Falle 
H = 0 sind f, g, h, wie Herr Hahn a. a. O. bewiesen hat, entweder 
unter einander linear abhingig (J=—0), oder sie haben einen linearen 
Factor gemein (Z = 0). 

Das Verschwinden einer der Formen J, Z, H zieht hiernach das 
Verschwinden des Productes der beiden andern nach sich. 


Giessen, 1893. 
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Ueber die Transformationstheorie der automorphen Functionen. 
Von 


Rosert Fricke in Gottingen. 


In der vorliegenden Arbeit sollen die Grundlagen fiir die allgemeine 
Theorie der algebraischen Transformation automorpher Functionen be- 
sprochen werden, und zwar durch Auflésung des folgenden Problems: 
Es seien u(y) und v(€) eindeutige automorphe Functionen; wie kann 


in allgemeinster Weise zwischen den Argumenten n, € eine algebraische 
Relation: 


(1) f(n, §) = 0 


bestehen, welche zwischen den zugehdrigen Functionswerthen u(y), v(&) 
eine gleichfalls algebraische Relation: 


(2) F(u,v) =0 


zur Folge hat?*) Beide Relationen darf man als irreducibel annehmen; 
die Grade der ersten in » und € seien pw bez. v; die der letzten in 
u und wv seien m bez, n; die Werthigkeiten der Functionen u(y), v(§) 
in ihren Fundamentalbereichen seien @ bez. 6B. Fiir den Fall, dass 
u(y) und damit v(€) rationale Functionen sind, fiihrt das genannte 
Problem auf eine Trivialitit; dieser Fall bleibt ausgeschlossen. 

Es ist zweckmissig, folgende gruppentheoretische Bemerkung 
vorauszusenden. Die zu u(y) gehdrende Gruppe [,, umfasst alle un- 
endlich vielen linearen Substitutionen 1, U,, U,,..., welche w(y) in 
sich transformiren; das zur Gruppe gehérende Polygonnetz heisse kur2z 
die »-Theilung. Giebt es weitere nicht-lineare Transformationen 
7 =,(n), 7 =,(n),... von u(y) in sich, so verbinden diese 


*) Mit demselben Probleme beschiiftigt sich in einem neuerdings erschienenen 
Hefte des Journals fiir Mathematik (Bd. 112, pag. 287ff.) Hr. Stickel, ohne 
indes zu endgiiltigen Resultaten zu kommen. 


Mathematische Annalen, XLIV. 7 
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Transformationen solche Punkte der y-Theilung, welche zwar gleiche 
u tragen, aber nicht aquivalent beziiglich [, sind. [,, ist dann der 
Erweiterung faihig durch nicht-lineare Substitutionen auf eine Gruppe 
T.; doch ist innerhalb [,, die Gruppe [,, eine Untergruppe des end- 
lichen Index a@’ << a@, da im Fundamentalbereich von [,, immer nur 
« Punkte mit gleichen Werthen u anzutreffen sind. Aus den Elementen 
der Gruppentheorie folgt dann: Innerhalb irgend einer Untergruppe 
von f, bilden die ihr angehérenden Substitutionen U selbst wieder 
eine Untergruppe von endlichem Index < a’. Ueber die Existenz der- 
artiger nicht-linearer Substitutionen soll hierdurch nichts ausgesagt 
sein. Die zu v(€) gehérende Gruppe [, bestehe aus den unendlich 
vielen Substitutionen 1, V,, V,,...; fiir [, gelten die gleichen Be- 
merkungen wie fiir [,,. 

Es seien 9, und § zwei durch (1) verbundene Stellen der y- bez. 
€-Theilung, und es sollen von € aus Wege innerhalb der ¢-Theilung 


beschrieben werden. Dabei sollen die folgenden Punkte gemieden 
werden : 


1) Punkte, in denen die Conformitit der Beziehung zwischen 1- 
und €-Ebene unterbrochen ist, und die also Verzweigungsstellen fiir (1) 
in der €- bez. 4-Ebene liefern; 

2) Punkte, die mit den unter 1) genannten Stellen beziiglich I, 
aquivalent sind; 

3) Punkte, denen in der v-Ebene Verzweigungsstellen der Relation 
(2) entsprechen. 

Die gesammten zu umgehenden Punkte liegen in der ¢-Theilung 
homolog innerhalb der Polygone, in deren einzelnem nur eine endliche 
Anzahl von Punkten solcherweise markirt ist. Die Folge ist, dass 
langs der von €, aus zu beschreibenden Bahnen sowohl 9(§) vom An- 
fangswerthe , an, als auch u (n(é)) oder u (v(€)) vom Anfangs- 
werthe u(y,) an durchaus eindndrig sind, wahrend durch die ent- 
springenden Bahnen von y umgekehrt auch diejenigen von € eindeutig 
bestimmt sind. 

Da die auf den bezeichneten Wegen zu erreichenden correspon- 
direnden Punkte 7, € in u(y), v(€) algebraisch verbundene Functionen 
liefern, so wird beim Erreichen eines wesentlich singuliren Punktes 
von v(€) zugleich ein eben solcher von u(y) vorliegen. Die Relation (1) 
ast demnach so beschaffen, dass man von zwei correspondirenden Punkten 
No, & aus stets nur gu gleicher Zeit Punkte der natiirlichen Grenzen der 
y- und €-Theilung antrifft. Da durch die algebraische Relation (1) 
nicht unendlich vielen Punkten 9 (bez. €) endlich viele Punkte € 
(bez. 4) zugewiesen sein ‘kénnen, so ergiebt sich auf Grund be- 
kannter Satze der Theorie der automorphen Functionen: Ist I, (bez. ,) 
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eine Gruppe mit einem oder zwei Grenzpunkten, so gilt dies auch 
von To (bee. [,.); hat T,, (bee. T,) wnendlich viele Grenzpunkte, so auch 
Tr, (bez. T,,). 

Man verbinde €, mit den fiquivalenten Punkten V,(g,), V.(&),--. 
durch vorschriftsmiissige Bahnen. Die einzelne, etwa von £, nach V(£,) 
fiihrend, liefert in der v-Ebene eine geschlossene Bahn. Beschreiben 
wir von V(f,) aus eine mit der ersten fiquivalente Bahn, die dann 
wieder alle kritischen Punkte meidet, so liefert sie mit der ersten 
vereint eine Bahn von £; nach V2(g,), die, auf die v-Ebene tibertragen, 
zweimalige Durchlaufung jenes ersten geschlossenen Weges ergiebt. 
Man setze dies in gleicher Weise fiir V*(),... fort. Nehmen wir 
nun die Riemann’sche Fliche der Relation (2) tiber der v-Ebene hinzu, 
so befinden wir uns, indem wir § die Stelle my, zuweisen bez. den 
Werthen v(€) in der Umgebung von £, die Werthe u(y) in der Um- 
gebung von 7), in einem bestimmten Blatte dieser Flache. Der von 
dem Punkte v(§,) dieses Blattes aus durchlaufene Weg eben gedachter 
Art war nun zwar in der v-Ebene geschlossen; es braucht dies aber 
noch keineswegs auf der Fliche der Fall zu sein. Dahingegen wird, 
da die Fliche m-blattrig ist, der m,< m Male in der v-Ebene durch- 
laufene Weg auch auf der Riemann’schen Fijiche einen geschlossenen 
Weg liefern; langs der von §, nach V™(,) beschriebenen Bahn ist 
alsdann die in der Umgebung von §€, eindeutig definirte Function 
u (v (£)) einaindrig in sich selbst iibergegangen: 


u (» (V™(€)) ) = u (v(€)) . 


Die fquivalente Iteration des gleichen Weges von V™(€,) aus ete. 
fiihrt stets wieder zum gleichen Ergebniss, Ist V nicht-elliptisch, so 
sind die Potenzen von V sowohl von einander als von 1 verschieden. 
Nehmen wir daraufhin jetzt gleich die y-Theilung mit hinein, so folgt: 
Es giebt in der §-Theilung unendlich viele von €, aus ziehende Bahnen 
nach lauter verschiedenen, mit €, dquivalenten Punkten, deren ent- 
sprechende Bahnen der »-Theilung von y. aus in lauter Punkten mit 
den gleichen Werthen u = u(y.) enden. 

Die Bahnen der -Theilung ordnen wir in a <« Classen an, 
wobei in die gleiche Classe alle Bahnen mit beziiglich [,, aquivalenten 
Endpunkten kommen; diese Classeneintheilung tibertragen wir auf die 
zugehdrigen Bahnen der £-Ebene. Wenigstens in einer Classe sind 
unendlich viele Bahnen, die wir B® ; _, ..+ nennen wollen, und 
denen in der 4-Theilung die Bahnen BY ’ > »++. gegentiberstehen ; 
die Endpunkte von B® und B” heisen £ bez. 4,. Wir setzen nun 
B,, riickwirts durchlaufen, mit B,, B,,... zusammen, und zwar in 

q* 
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jeder der beiden Theilungen. So kommen lauter paarweise eindeutig 
einander correspondirende Bahnen 


Cf, = (BY”)-* + B, CO, = (Bo)-*+ Be, 


wobei sowohl in der einen wie anderen Theilung simmtliche Endpunkte 
unter einander und mit dem Anfangspunkte beziiglich [,, und [, fiqui- 
valent sind. Die hierbei in der €-Theilung auftretenden Endpunkte sind 
alle von einander und vom Anfangspunkte verschieden. 

Den beschriebenen Bahnen ce, co entsprechen ebensoviele Sub- 


stitutionenpaare U;, V;, die aus [, bez. [, entnommen sind, Wir 
schreiben explicite: 


; ky “ ; ap, Bx 
® we (™) 
Us bs d, , Vk> Oy 
und wollen nun den functionentheoretischen Ausdruck des Umstandes 
bilden , dass der in der Umgebung von €, durch (£,) = y, eindeutig 


festgelegte Zweig der algebraischen Function (1) bei analytischer Fort- 


setzung tiber die Curve ge hin in der Umgebung des Endpunktes der 
letzteren in 





m+ Ary on) +2 
Get i.) — &n(8) + dy 
tibergegangen ist. In der That ist es hiernach eine Higenschaft der 


irreducibelen Gleichung (1), dass fiir jede der unendlich vielen simul- 
tanen Substitutionen: 


3 ,_ &n+b, , a“, § + B, 
(3) 1 = ont 4d,’ = ye + oe 


die neue Gleichung f(y’, ’) = 0 oder explicite 


qitd? e+ a, 





(eS? ere) = 0 


immer zusammen mit der urspriinglichen f(y, §) = 0 erfiillt ist, und 
dass hiermit die linke Seite der letzten Gleichung, von den Nennern 
befreit, bis auf einen constanten Factor f(y, §) selbst ist*): Das durch 
(1) definirte algebraische Gebilde gestattet wnendlich viele eindeutige 
Transformationen in sich, welche sich in » und € in der Gestalt (3), 
d. i. vor allem linear darstellen. 

Man sammle nun aus [,, und [, alle Substitutionenpaare (3), welche 
das Gebilde (1) in sich transformiren, und nenne diese Substitutionen- 


*) Noch einfacher gestaltet sich der Ausspruch dieses Satzes unter Gebrauch 
homogener Schreibweise fiir 7 und &. 
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paare in ihrer Gesammtheit gleich selbst wieder U;, V;. Da unend- 
lich viele verschiedene V; zur Verwendung kommen, so wolle man 
aus der coordinirten Stellung von 7 und € schliessen, dass auch un- 
endlich viele U,’ aus [, zur Anwendung kommen. Es entspringt 
solcherweise eine unendliche Gruppe von Simultansubstitutionen, und 
die betheiligten unendlich vielen Substitutionen U;’, V;’ werden bez. 
in [, und [, Untergruppen [,’, [,’ bilden. Durch Betrachtung corre- 
spondirender Wege in den Polygonnetzen der beiden letzten Gruppen 
ergiebt sich mit Riicksicht auf den algebraischen Charakter von (1): 
Hat eine der beiden Gruppen T,,, 1. wnendlich viele Grenzpunkte, so 
gilt dies auch von der anderen; ist eine der beiden Gruppen eine solche 
mit einem oder zwei Grenzpunkten, so auch die andere. 

Man betrachte nun den ersten unter diesen beiden Fillen und 
bemerke, dass hier jeder Punkt der §-Ebene mit wnendlich vielen 
Punkten beziiglich [,/ aquivalent ist. Die zu (1) gehdrende u-bliittrige 
Riemann’sche Fliche geht durch die unendlich vielen Substitutionen 
der [, in sich tiber, und gegentiber linearen Substitutionen haben die 
Verzweigungspunkte invarianten Charakter. Da nun die Flache nicht 
unendlich viele Verzweigungspunkte haben kann, so hat sie tiberhaupt 
keine, d. h. es ist w=1. Auf gleichem Wege findet man »v = 1, 
und also gilt: Sind [, und [, Gruppen mit unendlich vielen Grensz- 
punkten, so sind » und € nothwendig lineare Functionen von einander, 
und also.ist in diesem Falle die allgemeinste Gestalt der Relation (1): 


A B 
(4) y= ep 
Sollen Relationen (1) méglich sein, welche sich nicht unter (4) 
subsumiren, so ist man auf den zweiten der beiden eben unterschiedenen 
Fille eingeschrinkt, und es muss wenigstens eine der beiden Gruppen 
T., TY ewet Grenzpunkte haben. Hat die erste Gruppe nur einen 
Grenzpunkt, so wihle man y so, dass derselbe bei 4 = oo liegt, 
wihrend in der £-Ebene = 0 und oo die Grenzpunkte sein sollen. Man 
findet, ahnlich wie oben: tiber der y4-Ebene ist die zu (1) gehérende 
Fliche einblittrig, tiber der £-Ebene g-blittrig mit zwei bei = 0 
und = oo gelegenen, je u-blittrigen Verzweigungspunkten; dies 
ergiebt: 


t=—R(m), 1—RF (8), 


unter R und R’ rationale Functionen verstanden. Die Substitutionen 
U’ haben simmtlich die Gestalt 4 = ay -+ 6, die Substitutionen V’ 
entweder simmtlich oder zur Hilfte die Gestalt ¢’ = «f Indem wir 
uns auf diese letzten Substitutionen beschrinken, gehen wir in der 
Gruppe der Simultansubstitutionen eventuell zu einer Untergruppe des 
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Index zwei. Fiir die einzelne der unendlich vielen bierher gehérenden 
Substitutionen hat man dann R(ayn-+ b)—aR(n) als eime von x 
unabhingige Identitit. Ist 4, ein Null- oder Unstetigkeitspunkt von 
R(y), der im Endlichen liegt, so sind die unendlich vielen Punkte 
(ay + 6) gleichfalls Null- bez. Unstetigkeitspunkte. R(y) wird dem. 
nach fiir endliche 4 weder 0 noch oo und ist somit einer Constanten 
gleich; der hier gedachte Fall kann also nicht vorkommen. — Hat 
endlich auch [,, zwei Grenzpunkte, die dann bei 7 = 0 und oo liegen 
mégen, so ist nothwendig: 


¢=R(/n), n= RF (V2), 


und wir haben unendlich viele Simultansubstitutionen 1’ = ay, ¢ = «€. 


1 
Die Discussion der Identititen R (" Va) =aRk (/n) ergiebt, dass R 
nur fiir 7 — 0 und oo verschwinden oder.co werden kann, und also 
ist R eine Potenz von jy bis auf einen constanten Factor, den wir 
in » hineinnehmen kénnen. Es ergiebt sich: Soll der Typus (4) nicht 
vorliegen , so hat die Relation (1) entweder direct die Gestalt: 


(5) Y= °, 


oder diese Gestalt kann durch lineare Transformationen von » und § 
erreicht werden; die Gruppe T, und [, sind dann solche mit zwei 
Grenzpunkten. 


Zur ferneren Discussion der Gleichung (4) schreiben wir deren 
rechte Seite abgekiirzt W(€) und setzen: 


u(y) = u(W(g)) = w(6). 


Zur eindeutigen automorphen Function w() gehért alsdann die Gruppe 
Tr. = W-'T, W, deren Polygonnetz dieselbe natiirliche Grenze auf- 
weist, wie das von f,. Durch analytische Fortsetzung innerhalb dieses 


Netzes gewinnt man als zum gleichen Werthe v(f) =v (VY, (8) or 
gehérig die unendlich vielen Ausdriicke: 


w(t), w(V, (6), w(V2(§)),--.3 


und da in der Relation F(w, v) =O das erste Argument w nur im 
m= Grade enthalt, so entspringt auf- Grund eines einfachen gruppen- 
theoretischen Verfahrens das Resultat: Die beiden Gruppen [, und [,, 
sind commensurabel, indem sie eine Untergruppe gemein haben, die in 
T, bez. T. die endlichen Indices m, << m und n, < n aufweist. Auf dem 
Polygone dieser Untergruppe ist »(£) eine m, 6-werthige Function, w(§) 
eine ,«-werthige, und also ist nach bekannten Siatzen: 


m=mp, n=ma. — 
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Im Falle (5) schreibe man wieder » = W(g), u(y) = w(g) und 
hat in v(€), w(€) zwei Functionen mit gleichen wesentlich singuliren 
Punkten, von denen v(§) eine eindeutige Function ihres Argumentes 
ist. Die Gruppe [, = W-'T, W besteht aus den Transformationen: 


v os “ 
(6) c= C ve +) ,» k=0,1,..., 


Ch Ve + d, 


wenn wir gegenwirtig, wo die Substitutionen (3) als solche nicht 
mehr gebraucht werden, unter a,, by, cx, d die Coefficienten von U;, 
verstehen. Bilden wir die Wege zwischen aquivalenten Punkten der ~ 
y-Theilung auf die §-Ebene ab und ordnen die so entspringenden Wege 
den Substitutionen (6) zu, so wird w(g) gegeniiber diesen Substitutionen 
bez. bei Fortsetzung lings der ihnen zugewiesenen Wege in sich iiber- 
gehen. Die unendlich vielen durch die fraglichen Wege eindeutig 
definirten Functionen: 


, rere 
" o b, 

n() = 0 (=¥E+4) | 
Ve +4, 


reduciren sich zufolge (2) auf m, <m verschiedene, und also hat [,, 
mit der Gruppe [, aller linearen und nicht-linearen Substitutionen von 
v(€) in sich eine Untergruppe des endlichen Index m <m gemein. 
Nach pag. 98 hat aber letztere Gruppe selbst wieder eine Untergruppe 
des Index B, <8, deren Operationen linear und also in [, enthalten 
sind; T, und, haben somit eine Untergruppe gemein, die in [,, den 
Index », 6, <8 hat. Nun kann die Substitution (6) nur dann linear 
sein, wenn entweder b, =—c, =O oder qa —d = 0 ist. I, enthiilt 
demnach eine Untergruppe von endlichem Index, welche nur zwei 
Grenzpunkte (7 = 0 und 4 = oo) hat, und daraus ergiebt sich, dass 
T, und damit [, selbst Gruppen mit nur zwei Grenepunkten sind; 
denn eine Gruppe mit unendlich vielen Grenzpunkten kann eine solche 
mit zweien nur als Untergruppe des Index oo in sich enthalten. Die 
logarithmische Transformation y = log 7, 2 = log§€ liefert nun be- 
kanntlich in 


u(y) =(y), v(E)= v(2) 


einfach- oder doppeltperiodische Functionen, und unsere Frage liefert 
direct das Transformationsproblem der letzteren, welches gelést ist. 
Unter Ausschluss elementarer und bereits erledigter Fille hat 
man also folgende Antwort auf das am Kingang formulirte Problem: 
Die Functionen u(n), v(§) kinnen nur dann algebraisch mit einander 
verbunden sein, wenn ihre Argumente linear zusammenhingen: 








104 Roser Fricke. Ueber algebr. Transformation d. automorphen Functionen. 


A B 

= W(&) = cEED’ 
und es muss zudem [,, vermige W in eine mit [, commensurabele 
Gruppe W-'T,, W transformirt werden. Sind die Indices der gemein- 
samen Untergruppe innerhalb T, und W-!T,,W bez. m, und n, so 


besteht zwischen u wnd v eine algebraische Relation der Grade m = m,B 
und n= a. — 


Gottingen, den 19. November 1893. 
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Ueber Kreisbogendreiecke und Kreisbogenvierecke. 
Von 


A. Scuinrires in Gottingen. 


§ 1. 
Einleitende Definitionen und Festsetzungen. 


Die folgenden Sitze iiber Kreisbogendreiecke und Kreisbogen- 
vierecke kniipfen an diejenigen Betrachtungen an, die ich kiirzlich 
iiber geradlinige Polygone in diesen Annalen verdéffentlicht habe*). 
Bei der dort zu Grunde gelegten Auffassung ist unter einem Kreis- 
bogenpolygon ein einfach zusammenhingendes, von Kreisbogen be- 
grenztes Flichenstiick zu verstehen. Die Seiten kénnen mehr als eine 
volle Peripherie betragen, und in den Ecken kénnen Windungspunkte 
beliebig hoher Ordnung liegen; dagegen will ich annehmen, dass 
im Innern Windungspunkte nicht enthalten sind, Kreisverwandte 
Polygone gelten fiir die hier vorliegenden Zwecke nicht als verschieden. 
Der Unendlichkeitspunkt der Ebene, dem bei den geradlinigen Poly- 
gonen eine Ausnahmestellung zukam, ist daher bei den allgemeinen 
Polygonen nicht als Punkt besonderer Art zu betrachten; jeder Punkt 
der Ebene kann durch kreisverwandte Transformation in’s Unendliche 
geworfen werden. 

Die Aufgabe, um die es sich hier handelt, besteht darin, die 
Gesammtheit aller existirenden Kreisbogendreiecke und Kreisbogen- 
vierecke so aufzuzihlen, dass man sie morphologisch beherrscht. Fiir 
die Kreisbogendreiecke ist dies bereits ausgefiihrt worden. Hier ist 
zuerst die Arbeit des Herrn Klein**) iiber die Nullstellen der hyper- 
geometrischen Reihe zu nennen, ferner eine demnichst erscheinende 
Arbeit von Hrn. Schilling***). Ich muss mich jedoch auch meiner- 


*) Bd. 42, S, 377. 
**) Diese Annalen, Bd. 37, 8S, 573. 
***) Vergl. die demniichst in diesen Annalen erscheinende Abhandlung: Zur 
Theorie der Schwarz’schen s- Function. 
Man vgl, auch die im XX. Band der Abhandlungen der Siichs. Ges. d. Wiss. 
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seits nochmals mit Kreisbogendreiecken befassen, zumal noch einige 
Punkte der Erledigung bediirfen, und ich iiberdies bei den Erérterungen 
iiber Kreisbogenvierecke von den Resultaten tiber Kreisbogendreiecke 
Gebrauch zu machen habe. 

Eine Seite, die mehr als eine volle Peripherie umspannt, nenne 
ich wmlaufend; wenn sie mehrere volle Peripherieen enthilt, so soll 
sie mehrfach umlaufend heissen. Die Winkel des Polygons bezeichne 
ich wieder durch Aa und setze 


An=2wa+Aa; 0S’ <2, 


so dass w die Ordnung des Windungspunktes angiebt; 4’z heisse 
wieder der Winkelrest. Je nachdem 4’ <1 oder 4’ > 1 ist, ist der 
Winkel concav oder convex. 

Fiir Kreisbogenpolygone bieten Winkel von der Grosse 0, 2, 22... 
keine Besonderheit dar. Es ist aber zu beachten, dass ein Winkel 
von der Grésse a bald als concaver, bald als convexer Winkel aufzu- 
fassen ist. Ist niimlich BAC ein beliebiger convexer Winkel! eines 
geradlinigen Polygons, so treten die Verlingerungen von BA und CA 
iiber A hinaus stets in das Innere des Polygons ein, wihrend dies fiir 
concave Winkel nicht der Fall ist. Dies soll als Criterium auch ftr 
Kreisbogenwinkel gelten; der im Punkt A an der Seite AB liegende 
Winkel ist concav oder convex, jenachdem die Verlingerung von BA 
iiber A hinaus in das Aeussere (Fig. 1) *) oder in das Innere (Fig. 2) 





Fig. 1. 


des Polygons eintritt. Ich bemerke noch, dass in Fig. 1 der an der 
Seite CA liegende Winkel CAB convex, in Fig. 2 jedoch concay 
ist. Der Winkel hat also fiir seine beiden Schenkel entgegengesetzten 
Charakter. 


erschienene Study’sche Abhandlung: Sphiirische Trigonometrie, orthogonale Sub- 
stitutionen und elliptische Functionen. Der Study’sche Dreiecksbegriff deckt sich 
jedoch nicht mit dem hier benutzten, Herr Study verrteht unter einem Dreieck 
drei Winkelzahlen und drei Seitenzahlen, die durch irgend drei grisste Kreise 
einer Kugel bestimmt werden, wihrend der Begriff der einfach zusammenhiingenden 
Dreiecksfliche fiir ihn tiberhaupt nicht in Frage kommt. 

*) Das Polygoninnere ist durch Schraffirung kenntlich gemacht. 
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Kreisbogendreiecke und Kreisbogenvierecke. 
§ 2. 
Reductions- und Erweiterungsprocesse. 

Es ist zweckmissig, sich fiir die systematische Aufzihlung aller 
Kreisbogenpolygone solcher Reductionsprocesse und Erweiterungspro- 
cesse zu bedienen, wie ich sie a. a. O. bei der Untersuchung der 
geradlinigen Polygone benutzt habe. Ich habe dort mit zwei Processen 
operirt, die ein Polygon durch Tilgung von Vollebenen oder Halb- 
ebenen auf ein anderes zuriickfiihrten, das die nimlichen Eckpunkte, 
die niimlichen Winkelreste und die nimlichen Seitenrichtungen besass, 
wie das urspriingliche. Der erste Process bestand in der Ausschaltung 
einer Vollebene; er besteht in der gleichen Weise fiir beliebige Kreis- 
bogenpolygone und vermindert die Windungspunkte des Polygons um 
zwei. Der zweite bestand in der Abtrennung einer Halbebene; er 
tilgt einen Windungspunkt und einen Seitenumlauf und geht fiir be- 
liebige Kreisbogenpolygone in die Ausschaltung einer Kreisscheibe tiber. 
Ich bemerke, dass die Kreisscheibe sowohl das vom Kreis eingeschlor iene, 
als auch das durch ihn ausgeschlossene Stiick der Ebene bedeuten kann. 
Hierzu kommt fiir Kreisbogenpolygone noch ein dritter Process, der 
zwei Seitenumliufe tilgt, und den ich als Ausschaltung eines Kreis- 
vinges bezeichne. Alle diese Processe sind von Herrn Klein ein- 
gefiihrt und in seinen Vorlesungen wiederholentlich benutzt worden. 
Es empfiehlt sich, sie an einigen einfachen Beispielen klarzustellen. 

Es sei (Fig. 3) ABCD ein Kreisbogenviereck, und ¢ eine in ihm 
verlaufende Diagonale AC. Man lege das Viereck 
ABCD auf eine Vollebene, und schneide die Voll- 
ebene und das Viereck lings ¢ auf; alsdann hefte 
man die iibereinander liegenden Stiicke beider Flachen 
iiber Kreuz zusammen. Dadurch entsteht ein einfach 
zusammenhangendes Viereck ABCD, das in A und 
C je einen Windungspunkt besitzt. Wir sagen, dass 
dieses Viereck aus dem urspriinglichen durch Ein- 
schaltung einer Vollebene hervorgeht, ebenso kann 
man umgekehrt durch Ausschaltung der Vollebene zu dem urspriing- 
lichen Viereck zuriickgelangen. 

Es sei zweitens (Fig.4) ABCD ein Viereck, in welchem der Punkt 
A innerhalb derjenigen durch BC bestimmten Kreis- 
scheibe s liegt, die das Innere des Vierecks ausmacht; 
ferner sei ¢ eine von A nach BC verlaufende Trans- 
versale, die innerhalb des Vierecks und zugleich 
innerhalb von s bleibe. Wir legen nun das Viereck 
auf eine zu s congruente Kreisscheibe s’, schneiden D 
beide Flachen wieder lings ¢ auf und heften ihre my. 6 
Theile tiber Kreuz zusammen, so ist jetzt ein Viereck A BCD entstanden, 





Fig. 3. 
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das in A einen Windungspunkt besitzt, und dessen Seite BC um- 
laufend geworden ist. Dieses Viereck betrachten wir als erzeugt durch 
Ejinschaltung einer Kreisscheibe; umgekehrt geht man von ihm durch 
Ausschaltung einer Kreisscheibe zu dem urspriinglichen Viereck zuriick. 

Es sei drittens (Fig.5) ABCD ein Viereck von der Art, dass 
der durch AB bestimmte Kreis s den durch CD bestimmten Kreis u 
einschliesst, und es sei wieder ¢ irgend eine 
Transversale des Vierecks, die von einem Punkte 
der Seite AB nach einem Punkt der Seite CD 

lauft. Die beiden Kreise s und wu bestimmen 
| einen Kreisring; ihn lege man auf einen con- 
gruenten Kreisring, und schneide diesen sowie 
das Viereck ABCD langs ¢ auf; alsdann hefte 
man beide Flichentheile wieder iiber Kreuz zu- 
Fig. 5. sammen, so entsteht ein einfach zusammen- 
hingendes Viereck, das die Fliche ABCD 
doppelt bedeckt und in AB und CD zwei umlaufende Seiten besitzt. 
Dieses Viereck geht aus dem urspriinglichen durch Einschaltung eines 
Kreisringes hervor; von ihm steigt man durch Ausschaltung des Kreis- 
ringes zu dem urspriinglichen herab., 

Fiir geradlinige Polygone wird dieser letzte Process augenscheinlich 
illusorisch. 

Die drei genannten Reductionsprocesse sind dadurch charakterisirt, 
dass der erste zwei Windungspunkte tilgt, der zweite einen Windungs- 
punkt und einen Seitenumlauf, der dritte zwei Seitenumliufe. Man 
kann beweisen, dass sie die einzigen Processe sind, die die Ecken, die 
Winkelreste und die Seitenrichtungen unverdndert lassen. Ich unterlasse 
es, dies weiter auszufiihren , weil die Reductionsprocesse fiir die morpho- 
logische Structur eines Polygons an sich keine wesentliche Bedeutung 
haben (vgl. § 8); sie sind ja nur Hilfsmittel, deren wir uns bedienen, 
um uns die Aufzihlung der Polygone zu erleichtern, und wir kénnen 
uns daher einfach auf den Standpunkt stellen, dass wir andere Processe, 
die die Winkelreste unveriandert lassen, nicht néthig haben, 

Zu ihnen kommt noch ein Reductionsprocess anderer Art, nimlich 
ein solcher, der zwar die Ecken, aber nicht die Winkelreste unver- 
andert lisst. Es ist derjenige, den Herr Klein a. a. O. ausfiihrlich 
erértert hat. Er besteht in der Abtrennung einer Kreisscheibe lings 
einer Polygonseite, er vermindert die an ihren Endpunkten liegenden 
Winkel um je a und ersetzt die Seite selbst durch ihr Complement. 
Der umgekehrte Process besteht in der Anhdngung einer Kreisscheibe. 
Dieser Process ist nur fiir solche Seiten zulissig, die uicht um- 
laufend sind. 

Ich bemerke noch, dass zwei Transversalen, lings deren eine 
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Vollebene, oder eine Kreisscheibe, oder ein Kreisring eingeschaltet 
werden sollen, sich nicht schneiden dtirfen. Hier bestehen die nimlichen 
Satze, die ich fiir geradlinige Polygone abgeleitet habe. *) 

Kin Kreisbogenpolygon, das Reductionsprocesse zulisst, soll wieder 
reducirbar heissen; im andern Fall heisst es reducirt.**) 


§ 3. 
Einige Hilfssitze. 


Ist AB eine Polygonseite, so kann lings AB sowohl das Innere, 
als das Aeussere des durch AB bestimmten Kreises s das Polygon- 
innere ausmachen. Es ist aber klar, dass wir durch kreisverwandte 
Transformation das Polygon & so in ein Polygon §’ tiberfiihren kénnen, 
dass lings A’B’ die Polygonfliche innerhalb des durch A’B’ be- 
stimmten Kreises s’ liegt. Wir setzen fest, dass dies fiir alle im 
Folgenden zu betrachtenden wmlaufenden Seiten erfiillt ist. 

Sei jetzt (Fig.6, 8. 111) AB=—c eine nicht umlaufende Seite 
eines Kreisbogenpolygons ® und es seien die an ihren Endpunkten 
liegenden Winkel beide convex. Wir betrachten die Gesammtheit aller 
Kreisbogen c’, die durch A und B gehen und im Innern des durch 
AB bestimmten Kreises s liegen. Diejenigen von ihnen, die nahe bei 
e verlaufen, liegen sicher mit allen ihren Punkten innerhalb des Poly- 
gons. Nun sind zwei Fille méglich; die genannten Kreisbogen c’ 
bleiben namlich entweder alle innerhalb des Polygons oder diese Eigen- 
schaft kommt ntr einem Theil von ihnen zu. Im ersten Fall lisst 
sich von § die durch AB begrenzte Kreisscheibe abtrennen, und das 
Polygon ist reducirbar. Im zweiten Fall giebt es unter den Kreisen c’ 
nothwendig einen bestimmten ersten Kreis, der nicht mehr ganz inner- 
halb des Polygons liegt; es ist derjenige Kreis, der die Polygoncontour 
zuerst erreicht, und den wir daher den Grenzkreis nennen. Wir be- 
zeichnen ihn durch kg». 

Aehnliche Verhiltnisse liegen vor, wenn AB eine umlaufende 
Seite ist. Nach der oben getroffenen Festsetzung ist das Innere des 
durch AB bestimmten Kreises s zugleich das Innere des Polygons. 
Wir betrachten jetzt (Fig. 9, 8. 113) die Kreise s’, die AB im Punkte 
A von innen beriihren; sie treten bei A in das Polygoninnere ein und 
endigen in dem unter A liegenden Punkt A’ der Seite AB, der von 
A um eine volle Peripherie entfernt ist. Diejenigen dieser Kreise, die 
nahe bei s verlaufen, liegen sicher innerhalb des Polygons. Andrerseits 


*) Vgl. a, a. O. S. 387 ff. 
**) Der hier eingefiihrte Begriff eines reducirten Polygons deckt sich nicht 
ganz mit demjenigen, den Herr Klein a. a. O, benutzt. 
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kénnen nicht alle diese Kreise s’ dem Polygoninnern angehéren; denn 
ein geschlossener Linienzug, der in zwei unter einander liegenden 
Punkten A und A’ endigt und im Innern verliuft, kann nicht auf 
einen Punkt zusammengezogen werden , und zugleich dauernd im Innern 
verbleiben. Wir gelangen damit wieder zu dem Resultat, dass unter 
den Kreisen s’ nothwendig ein Grenzhreis existirt, der die Polygon- 
contour zuerst erreicht. Wir bezeichnen ihn durch k,. 

Der Grenzkreis wird entweder einen Eckpunkt des Polygons ent- 
halten, oder er beriihrt eine Polygonseite. Im ersten Fall nennen wir 
ihn einen Diagondlkreis, im zweiten einen Tangentialkreis (Fig. 11, 
S. 116). Liegt z. B. ein Viereck ABCD vor, so wird der Kreis k, 
entweder die Seite CD beriihren, oder aber er geht durch einen der 
beiden Eckpunkte C und D. Geht er durch C, so soll er ein eigent- 
licher Diagonalkreis heissen, wenn er dagegen durch den auf A 
folgenden Punkt D hindurchzieht, so soll er uneigentlicher Diagonal- 
kreis heissen, 

Es ist zu beachten, dass der Grenzkreis im besondern eine ganze 
Polygonseite enthalten kann; dies ist z, B. der Fall, wenn AD und 
AB den Winkel Null einschliessen, und D ein convexer Winkel ist. 
Alsdann enthalt der Kreis doch den Punkt D und ist als uneigent- 
licher Diagonalkreis anzusehen. Ebenso gilt er immer dann als eigent- 
licher Diagonalkreis, wenn er den Punkt C enthilt. 

Es ist unmittelbar ersichtlich, dass wenn der Grenzkreis k, oder 
ka, ein Diagonalkreis ist, an dem von ihm inaaeeamae Eckpunkt ein 
convexer Winkel liegt. 


§ 4. ; 
Kreisbogendreiecke ohne umlaufende Seiten. 


Herr Klein hat a. a. O. gezeigt, dass man fiir jedes beliebige 
Dreieck eine arithmetische Reduction vornehmen kann, die einer 
geometrischen Erzeugung des Dreiecks aus gewissen einfachen Dreiecks- 
typen aquivalent ist; er hat ferner auf Grund functionentheoretischer 
Betrachtungen geschlossen, dass zu drei beliebigen Winkelzahlen a B y 
auch stets ein Kreisbogendreieck gehért. Ich halte es fiir niitzlich, 
diese Resultate auch geometrisch abzuleiten. Ich werde also zeigen, 
dass erstens jedes existirende Dreieck aus einem reducirten Dreieck 
durch Erweiterungsprocesse ableitbar ist, und dass sweitens zu allen 
Winkeltripeln « B y auch wirklich Dreiecke gehoren.*) 

Ich theile die Untersuchung in zwei Theile und betrachte zuerst 
‘Dreiecke ohne umlaufende Seiten. Von ihnen gilt der Satz: 

Jedes Dreieck ohne wmlaufende Seiten, das zwei convexe Winkel 
enthalt, ist reducirbar. 


*) Vgl. hierzu die in der Einleitung genannte Schilling’sche Arbeit. 
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Es seien (Fig.6) A und B die convexen Winkel, so fasse man 
die das Innere des Dreiecks durchziehenden Kreise c’ in’s Auge, die 
durch A und B gehen. Giebt es unter ihnen 
einen Grenzkreis nicht, so ist die durch AB be- 
stimmte Kreisscheibe abtrennbar. Ist dies nicht / he, 
der Fall, so geht der Grenzkreis k,, nothwendig / 
durch C und es ist C ein convexer Winkel. Ich 
behaupte, dass in diesem Fall die durch AC be- 
stimmte Kreisscheibe « abtrennbar ist. Aus dem ¢ 
vorstehenden folgt, dass dies immer dann zutrifft, B 
wenn der Punkt B ausserhalb dieser Kreisscheibe 
liegt. Der kleinste Werth, den @ annehmen kann, 
ist a= 1; alsdann beriihrt der Kreis AC den Kreis AB in A von 
innen und B liegt daher sicher ausserhalb uw. Lassen wir jetzt a 
wachsen, wahrend wir A und C festhalten, so behalt der Kreis w die 
genannte Kigenschaft, bis AC mit dem Grenzkreis k, zusammenfiallt, 
und wenn « noch weiter wichst, so tritt B in das Innere des Kreises 
u ein. Dies ist aber doch nur scheinbar der Fall; denn jetzt liegen B 
und « in verschiedenen Blittern, es liegt also wirklich B ausserhalb 
des Gebietes, das von der durch u begrenzten einfachen Kreisscheibe 
erfillt wird. Damit ist die obige Behauptung bewiesen. Es folgt noch: 

Jedes Dreieck ohne wmlaufende Seiten geht aus einem analogen 
reducirten Dreieck durch Anhingung von Kreisscheiben hervor. 

Wir haben nun zweitens zu fragen, fiir welche Werthe von 
a, B, y reducirte Dreiecke ohne umlaufende Seiten existiren. Wir 
kénnen jedes derartige Dreieck so in ein kreisverwandtes verwandeln, 
dass die drei Eckpunkte in beliebige Punkte der Ebene fallen; wir 
diirfen daher die Eckpunkte beliebig wihlen. A und B seien die 
beiden concaven Winkel. Wir nehmen iiberdies zuniichst an, dass sie 
beide spitz sind, so handelt es sich genauer um die Frage, fiir welche 
Werthe von y reducirte Dreiecke 
der betrachteten Art existiren. Wir 
zeichnen (Fig. 7) zwei beliebige 
Kreise, die sich von aussen be- 
riihren, so kénnen wir einen Kreis 
beschreiben, der den einen von 
ihnen unter dem Winkel az, den 
andern unter dem Winkel fz 
schneidet; diese Kreise bestimmen 
also bereits ein Dreieck ABC, in 
dem « und # vorgeschriebene Werthe haben, waihrend y = 0 ist. Die 
drei Dreiecksseiten seien a, b, c. 

Nun ersetzen wir die Seite AB—c durch einen auf der inneren 


Fig. 6. 





Fig. 7. 
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Seite von AB verlaufenden Kreisbogen c’, der mit c in A und B den 
Winkel wz bestimmt, und zeichnen sodann zwei Kreisbogen BC = a’ 
und AC = b’ so dass die Winkel (b’c’) = aa und (c’a’) = B= sind, 
so bestimmen a’, b’, c’ ein Dreieck dessen Winkel ax, Bx, 2@z sind. 
Hiermit kénnen wir fortfahren, bis der Kreis c’ durch C geht. Sobald 
namlich c’ den Punkt C erreicht oder iiberschreitet, so entsteht ein 
Dreieck ABC von verandertem morphologischen Charakter; es kann 
nur dann ein einfach zusammenhiangendes Flachenstiick reprisentiren, 
wenn man ihm in A und B Windungspunkte beilegt. 

Die vorstehenden Schliisse bleiben ohne Weiteres in Kraft, wenn 
wir von einem Dreieck ausgehen, dessen Winkel A und B beide stumpf 
~~ sind, wie es in Fig. 8 dargestellt 

Ya gy ist. Dasselbe gilt fiir Dreiecke, in 
fo > denen der eine Winkel spitz, der 
ll andere stumpf ist; wir haben zu 
diesem Zweck die beiden sich von 
aussen beriihrenden Kreise durch 
Kreise mit innerer Beriihrung zu 
ersetzen. 
Man sieht leicht, dass, wenn der 
Kreis c’ durch C geht, in allen 
Fallen die Relation 


2a0°=1+a+ 6 
besteht, und daraus folgt, dass reducirte Dreiecke ohne umlaufende 
Seiten, und mit concaven Winkeln A und B stets und nur fiir solche 
Werthe y existiren, fiir die 


y<l+a+6 


ae: 
Rs a sm 





Variee 


Fig. 8. 





ist; d, h. 
Reducirte Dreiecke ohne umlaufende Seite und mit Winkeln 
O<a<1, 0<f6<1 
existiren fiir jeden Werth 
O<y <1 4+a4+6<3 


y—a—B<l. 

Die Formel zeigt, dass wenn a+ 6 > 1 ist, bei C zuletzt ein 

Windungspunkt entsteht, wie dies auch aus dem geometrischen Process 
unmittelbar hervorgeht. 

Hat einer der beiden Winkel « und 6 den Werth Null, so ist 

y <1+ 6, es ist daher y nothwendig kleiner als 2. 


d. h. fiir 
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g 5. 
Die Kreisbogendreiecke mit umlaufender Seite. 
Es sei jetzt (Fig. 9)*) ABC ein Dreieck, in dem die Seite AB 
umlaufend ist; andere Voraussetzungen tiber die Art der Seiten und 
Winkel machen wir nicht. Zur Seite AB ge- “ 


hért ein Grenzkreis k,; dieser Kreis ist noth- PA 
wendig ein Diagonalkreis und geht daher durch / 7 \, 
C. Hieraus folgt bereits, dass der Winkel C 2 \ 
sicher convex ist. Weiter schliessen wir, dass [ | 
\A\ J} 
—//} 


\ 


die Seite AC nicht umlaufend ist, denn sie endet 

in zwei Punkten A und CG, die in einem und dem- \ _ 

selben Blatt enthalten sind. Das Gleiche folgt ba ig 
fiir die Seite BC unter Benutzung des Grenz- ‘aa “i 


kreises ky. Es folgt: 

In einem Dreieck kann nur eine Seite umlaufend sein. 

Wir beweisen ferner, dass sich vom Dreieck ABC stets eine 
Kreisscheibe abtrennen laisst, wenn der Winkel A convex ist. Wir 
haben eben gesehen, dass die Seite AC nicht umlaufend ist; demnach 
schliessen wir aus § 4, dass sich die Kreisscheibe lings AC nur dann 
nicht abtrennen liasst, wenn der Punkt B in ihrem Innern enthalten 
ist. Dies trifft aber hier nicht zu; denn denkt man sich den Bogen 
CA’ des Grenzkreises als Theilungslinie des Dreiecks, so zerfillt das 
Dreieck in zwei einfach zusammenhingende Flichenstiicke, A’CB und 
A'CA, von denen das eine den Punkt B, das andere die beziigliche 
Kreisscheibe enthilt. Wir erhalten daher: 

dedes Dreieck mit einer umlaufenden Seite geht durch Anhiingung 
von Kreisscheiben aus einem Dreieck hervor, in dem die Winkel an 
der umlaufenden Seite concav sind. 

Wir betrachten jetzt ein Dreieck mit umlaufender Seite AB und 
concaven Winkeln in A und B. Nun kann C an und fiir sich ein 
Windungspunkt sein, Alsdann kann man aber, wie unmittelbar ein- 
leuchtet, aus dem Dreieck eine Kreisscheibe ausschalten, so dass AB 
einen Umlauf verliert, und der Winkel C um 2a vermindert wird **); 
jedes Dreieck mit umlaufender Seite AB kann demnach aus einem 
Dreieck erzeugt werden, in dem der Winkel C kleiner als 22 ist. Ist 
in diesem Dreieck die Seite AB nicht mehr umlaufend, so ist es ein 
Dreieck des § 4, ist AB umlaufend, so reprisentirt es einen neuen 
Typus reducirter Dreiecke. Weiter folgt noch, dass AB uur einfach 


*) Um anzudeuten, dass A’B in einem andern Blatt verliuft, als AA’, ist 
der Radius von A’B vergrissert worden. 

**) Man kann dies auch durch Anbringung einer von C ausgehenden Theilungs- 
linie in aller Form beweisen. 
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umlaufend ist. Der Bogen CA’ des Grenzkreises k, schneidet nimlich 
von ABC ein Dreieck A’ BC ab, in dem jetzt der Winkel A’C B concav 
ist; daher kann A’ B nicht umlaufend sein. Also: 

Die reducirten Dreiecke zweiter Art enthalten eine einfach wm- 
laufende Seite. Ihr Gegenwinkel liegt zwischen x und 2x, die an- 
liegenden Winkel liegen zwischen 0 und x. 

Wir haben nun wieder zu zeigen, dass auch wirklich fiir jeden 
Werth 1< y <2 derartige Dreiecke existiren. Wir gehen wieder 
von zwei sich beriihrenden Kreisen aus, die von einem dritten ge- 
schnitten werden. Diese bestimmen uns (Fig. 10) ein Dreieck ABC 
mit umlaufender Seite AB und 
dem Winkel y—2. Dieses Dreieck 
ist allerdings reducirbar, da ja 
y = 2 ist. Wir ersetzen nun 
wieder den Kreis AB =c durch 
einen ebenfalls durch A und B 
ziehenden Kreis c’, der lings AB 
ausserhalb des Dreiecks verliiuft, 
und mit AB den Winkel ’z be- 
stimmt und construiren wie in § 4, 
die Kreise a’ =CB und b = CA, 
so dass (b'c’) = az und (c’a)—=fx 
ist, so hat das so bestimmte Dreieck 
eine umlaufende: Seite AB, die gleichen Winkel «az und 62, aber es 
ist y= 2— 2m’. Hiermit kénnen wir wieder so lange fortfahren, 
bis der Kreis c’ = AB den Punkt C iiberstreicht, denn C tritt da- 
durch in das Aeussere des Kreises c’ hinaus, was fiir die hier be- 
trachteten Dreiecke nicht zulissig ist. Fiir den so bestimmten Grenz- 
werth von ’ ergiebt sich 

2a°’=—=1—a—f8B 
und daraus folgen fiir y die Grenzen 


lte+tBp<cy<2; ah. 
Reducirte Dreiecke mit umlaufender Seite existiren fiir jeden Werth 


l+a+B<y <2; 


y—a—B>1. 

Verbinden wir dies Resultat mit dem von § 4, so folgt, dass nur 
fir y—a—fB—1 ein Dreieck mit einer von Null verschiedenen 
Fliche sich nicht einstellt; wir haben hier einen Grenzfall, den wir 
jeder der beiden Dreiecksarten zurechnen kénnen. Die reducirten 
Dreiecke enthalten eine umlaufende Seite, oder nicht, je nachdem 


y—a—Bp—1 





Fig. 10, 


d.h. fiir 
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positiv oder negativ ist. Beachtet man nun, dass bei jeder Ein- 
schaltung einer Kreisscheibe, resp. bei jedem Umlauf von AB die 
Grodsse 
7g 

um je zwei Einheiten zunimmt, und dass Anhdingungen von Kreis- 
scheiben nur lings solcher Seiten méglich sind, die nicht umlaufend 
sind, so ergeben sich die von Herrn Klein a. a. O. aufgestellten Sitze 
itiber die Abhingigkeit der Zahl der Umlaiufe von den Winkelzahlen. 

Es folgt weiter, dass fiir beliebige Werthe der Winkel Dreiecke 
wirklich existiren, und zwar, wenn wir kreisverwandte Dreiecke nicht 
unterscheiden, immer nur eins. 


§ 6. 
Vierecke ohne umlaufende Seiten. 


Fiir die geradlinigen Vierecke besteht der Satz, dass sich jedes 
von ihnen aus zwei Dreiecken zusammensetzen lisst. Durch geeignete 
Zusammensetzung zweier Kreisbogendreiecke ergiebt sich zwar auch 
immer ein Kreisbogenviereck, man gelangt aber auf diese Weise nicht 
zu jedem Viereck.*) Dieselbe Differenz tritt fiir beliebige geradlinige 
und Kreisbogen-n-ecke auf; sie macht es nothwendig, dass wir bei den 
allgemeinen Kreisbogenpolygonen besondere Wege einschlagen miissen. 

Es sei ABCD ein Viereck ohne umlaufende Seiten, von dem 
wir annehmen, dass die Winkel A und B beide convex sind. Es ist 
wieder die Frage, ob dieses Viereck nothwendig reducirbar ist. Der 
Grenzkreis k,, ist entweder Diagonalkreis oder Tangentialkreis. Ist 
er Diagonalkreis, so stellt er fiir einen der beiden Punkte A und B 
eine eigentliche Diagonale dar. Wir nehmen an, dies sei A, so geht 
ka, durch C und es zerfillt das Viereck durch die Diagonale AC in 
die beiden Dreiecke ADC und ABC. Nun ist nothwendig ACB ein 
convexer Winkel, vom Dreieck ABC ist daher die durch BC be- 
stimmte Kreisscheibe abtrennbar. Wir folgern: 

Ein reducirtes Viereck, das einen Diagonalkreis als Grenzkreis 
besitet, existirt nicht. 

Wir erhalten demgemiiss drei verschiedene Typen von reducirten 
Vierecken, die sich durch Zusammensetzung von zwei Dreiecken er- 
geben, je nach der Art, wie wir die Dreiecke aneinander legen. Die 
beziiglichen Winkelrglationen sind 


1) O<a<l, 0O<P<2, O<y<l, O<d<2+a+h+y7<6, 
2) 0<a<l, 0<B<1+ta+y<3, 0<y<1, 0<0<1+a+y<3, 
8) 0<a<l, 0<B<4, 0<y<1, 0<0<4. 


*) Vgl. z. B. 8.14 Anmerkung. 
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Wir haben jetzt zweitens den Fall zu betrachten, dass der Grenz- 
kreis ka, ein Tangentialkreis ist. Alsdann (Fig. 11) beriihrt er die 
Seite CD. Ist T der Beriihrungspunkt, so 

oe ae zerfallt das Viereck durch k,, in zwei Dreiecke 
/ ADT und BDT und in ein Zweieck AB. 
Da die Winkel am Punkte 7 den Werth 
Null haben, so kénnen die Dreiecke lings 
der Seiten AD, resp. BC reducirbar sein, 
alsdann gilt das gleiche vom Viereck selbst. 
Das Viereck ist daher sicher reducirbar, 
wenn zB. d > 1 und zugleich der Winkel 
DAT selbst noch convex ist. Man kann 
—— aber noch weiter nachweisen, dass das Viereck 

—_ immer reducirbar ist, falls einer der Winkel 

D oder C convex ist. Man iiberzeugt sich hiervon am einfachsten, 
indem man das Viereck so in ein kreisverwandtes transformirt, dass 
der Punkt T in’s Unendliche fallt; alsdann werden A’ Z” und D'T" 


parallel, und die Figur zeigt die Richtigkeit der Behauptung un- 
mittelbar. Wir schliessen: 


y, 
a 





Wenn in einem reducirten Viereck ohne umlaufende Seiten der Grenz- 
kreis ein Tangentialkreis ist, so sind die beiden nicht vom Grenzkreis 
getroffenen Winkel nothwendig concav. 

Es fragt sich noch, bis zu welchen Werthen die convexen Winkel 
A und B anwachsen kénnen, ohne dass das Viereck reducirbar wird. 
Wir erhalten nach dem Vorstehenden alle beziiglichen Vierecke, wenn 
wir das Zweieck AB so veriindern, dass wir seinen Winkel vergréssern. 
Man sieht leicht, dass diese Vergrésserung zulissig ist, bis der Kreis 
AB in das Complement des Grenzkreises iibergeht; bei weiterem 
Wachsen des Zweiecks wird das Viereck durch Abtrennung der durch 


a AB bestimmten Kreisscheibe reducirbar. Mit 
i Riicksicht auf die Schlussbemerkung von § 4 

/ / erhalten wir daher als Winkelrelation 
/ 4) 0<y <1, 0<d<1, 1< ae << 246 <3, 


1<pB<2+7<3. 

Ks ist schliesslich noch zu untersuchen, ob 
es Vierecke ohne umlaufende Seiten giebt, 
die nicht in zwei Dreiecke zerfallen, und nur 
eimen convexen Winkel an jeder Seite ent- 
halten. Wir nehmen an, es sei (Fig. 12) in 
dem Viereck ABCD A convex, so dass nothwendig B concav ist. 
Jetzt fassen wir die in A beriihrenden Kreise und ihren Grenzkreis 
k, in’s Auge. Diese Kreise endigen zuniichst in einem Punkte der 
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Seite BC, nahe bei B. Der Grenzkreis k, kann kein Diagonalkreis 
AD sein, da sonst D convex wire, was ausgeschlossen ist. Er ist 
also Tangentialkreis und beriihrt daher entweder CD oder BC. Be- 
riihrt er CD in T, so liegt der eben erérterte Fall vor, es ist (Fig. 11) 
nothwendig. der Winkel D concav und « <2-+ 0; ferner existirt 
ein Dreieck 7 BC, das einen concaven Winkel B und in Z einen 
Winkel Null enthalt, also ist nach § 4 Schluss y << 1+ 6 < 2; die 
Winkelrelationen stimmen daher mit denen der oben abgeleiteten 
Typen 1), 2), 3) therein. 

Beriihrt der Grenzkreis k, die Seite BC, so sei U der Beriihrungs- 
punkt. Wir denken uns AU als Theilungslinie; sie zerlegt das Viereck 
in ein Dreieck ABU und ein Viereck A UCD ohne umlaufende Seiten, 
in dem jetzt die an der Seite A U liegenden Winkel beide convex sind. 
Es folgt daher aus den obenstehenden Erérterungen sofort, dass dieses 
Viereck immer auf ein solches reducirt werden kann, in dem die 
Winkel C und D beide concav sind. Als Grenze fiir A ergiebt sich 
a <2-+0, es ordnen sich daher auch die hier gefundenen Vierecke 
beziiglich der Winkelrelationen unter die friiher gefundenen unter. 

Als Resultat kénnen wir den folgenden Satz aussprechen: 

Jedes Viereck ohne umlaufende Seiten kann aus einem reducirten 
Viereck durch Anhiingung von Kreisscheiben erzeugt werden. Die redu- 
cirten Vierecke zerfallen riicksichtlich der Winkelrelationen in die oben 
angegebenen. vier T'ypen. 


§ 7. 


Vierecke mit umlaufenden Seiten. 


Es sei ABCD ein Viereck, in dem die Seite AB umlaufend ist. 
Der Grenzkreis k, ist entweder Diagonalkreis oder Tangentialkreis, Ist 
er eigentlicher Diagonalkreis, geht er also durch C, so ist ABCD 
ein Viereck, das durch Zusammensetzung von zwei Dreiecken entsteht, 
die lings einer nicht umlaufenden Seite an einander stossen. 

Kine derartige Zusammensetzung ist auf folgende Arten méglich. 
Enthilt nur eines der beiden reducirten Dreiecke, z. B. ABC, eine um- 
laufende Seite AB, so erhalten wir eine der drei Winkelrelationen 


O<a<c2, 0O<G<1, 1<y<38, OSI<38 
O<a<c4, O<B<l1, l<yvy<3, OSI<l 
O0ca<2, O<P<1, 1<y<5, O<I<l 
Uebrigens sind diese Vierecke, die durch Zusammensetzung von zwei 
reducirten Dreiecken entstehen, keineswegs immer selber reducirt 
(Vgl. § 8). 
Zwei reducirte Dreiecke, von denen jedes eine umlaufende Seite 
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enthalt, kénnen entweder so zusammengesetzt werden, dass die um- 
laufenden Seiten nebeneinander liegen oder so, dass sie gegentiber liegen. 
In beiden Fallen gelangen wir zu Vierecken, die nicht immer reducirt 
sind (vgl. § 8). Die Winkelrelationen sind 


O<a<2; 0<B<1, 0<d<1, 2<y<2+a4p+0 


und 
O<ca<cl, 1S¢6<3, O<y<l, 1<50<3; 


im ersten Fall sind AB und AD, im zweiten AB und CD die um- 
laufenden Seiten. 

Es bleiben noch die Fille, in denen k, kein eigentlicher Diagonal- 
kreis ist, resp. in denen ein derartiger Diagonalkreis auch fiir keine 
andere umlaufende Seite existirt. Hier haben wir folgende Méglich- 
keiten gesondert zu betrachten. Es kénnen erstens k, und kh, Tan- 
gentialkreise sein, es kann einer von ihnen 
ein Tangentialkreis sein, und es kénnen drittens 
beide Kreise uneigentliche Diagonalkreise sein. 

Sind beide Kreise k, und k, (Fig. 13) 
Tangentialkreise, so liegt der Kreis CD =¢ 
ganz innerhalb des Kreises AB=s. Sina 
T, und T, die Beriihrungspunkte von k, und 
k, mit CD, so folgt sofort aus § 4, dass AD 
und BC nicht umlaufend sind, und dass sich, 
wenn A und D, resp. B und C beide convex 
sind, das Viereck durch Abtrennung von Kreisscheiben lings AD 
resp. BC reduciren lasst. 





Fig. 13. 


Die Seite CD kann umlaufend sein, dann lisst sich aber aus dem 
Viereck im Allgemeinen ein Kreisring aus- 


B71 , aio , 
AA schalten; dies hdért ersichtlich érst dann 
ra \ \, auf, wenn entweder AB (Fig. 14) und CD 


\ beide einfach umlaufend sind und AD und 
\ BC sich zwischen s und ¢ kreuzen oder 
| / \ wenn nur eine der beiden Seiten umlaufend 

( \ ] bleibt. Dem ersten Fall entspricht ein 


\ \ reducirtes Viereck mit zwei einfach umlaufen- 
im , ae 
™~ gr 


den Gegenseiten*). 
Fig. 14, 





Um die Grenzen fiir die Winkel zu be- 


in ein kreisverwandtes, dass der Kreuzungspunkt von AD und BC ins 
Unendliche fallt. Man erkennt auf diese Weise leicht, dass 


*) Dies Viereck lisst sich auf keine Weise in weniger als vier Dreiecke zer- 
legen (vgl. 8S. 11). 











stimmen, transformiren wir das Viereck so 





~a,Pm @f® KK C& 
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O<a+A6<1 und '0Kcy+d<1 

die beziiglichen Winkelrelationen sind. 

Im besondern folgt also, dass es reducirte Vierecke mit zwei um- 
laufenden Seiten giebt, in denen jeder Winkel den Werth Null hat. 

Ist die Seite CD nicht umlaufend, so ist im Viereck ABCD nur AB 
umlaufend., Alsdann kénnen wir, wie wir bereits wissen, von den Winkeln 
A und D, B und C mindestens je einen durch Reductionsprocesse 
concav machen. Sind D und C concav, so kénnen A und B convex 
sein; wir erhalten ein reducirtes Viereck mit einfach umlaufender Seite, 
dessen Winkel den Relationen 


O<a<1+0, 0<p<1l+y, 0<y <1, 0<6<1 


geniigen. Ist von den Winkeln D und C einer, z. B. D convex, aber 
C concayv, so erhalten wir die Relationen 


O<a<1, 0O<P<l+y, 0<y<1, 0<b<1+a 
und wenn schliesslich C und D beide convex sind, so folgt 
O<a<l, 0<P<1, 0<y<14+ 8, 0<d<1+a. 


Ist zweitens der Kreis k, ein Diagonalkreis, so geht er (Fig. 15) 
durch D, und da A und D in dem nimlichen Blatt liegen, so kann 
AD nicht umlaufend sein. Der Winkel D ist convex. Weiter folgt, 
dass, wenn beide Winkel A und D convex sind, lings AD eine 
Kreisscheibe abgetrennt werden kann, daher kann man das Viereck 
so lange reduciren, bis der Winkel A concav geworden ist. Der Winkel 
D kann an und fiir sich noch jede beliebige Grosse erhalten. Es ist 
aber zu bemerken, dass wenn D ein Windungspunkt ist, das Viereck 
im Allgemeinen durch Ausschaltung einer Kreisscheibe lings einer von 
D nach AB gehenden Transversalen reducirt werden kann. Wir 
erhalten im Einzelnen folgende Vierecke: 





=A 
LP a A 
BY/ . 
/ ( 
4 ; ) 
Fig. ~~ Fig. 16. 


Sind zunichst (Fig. 16) k, und k Diagonalkreise, so sind D und C 
beide convex, A und B concav. Wir beweisen zunichst, dass in diesem 
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Fall CD nicht umlaufend ist. Ist nimlich CD umlaufend, so kann zu- 
nichst der Kreis CD=w nicht innerhalb des Kreises A B=s liegen, da 
sonst einer der eben betrachteten Fille vorliegen muss, dass k, und k, 
Tangentialkreise sind. Der Kreis CD =u miisste daher den Kreis A B=s 
nothwendig schneiden, und dies kénnte nur in einem Punkt der Ver- 
lingerung von A B iiber B hinaus geschehen, da eigentliches Schneiden 
ausgeschlossen ist. Wir kénnen aber auch B mit D durch einen 
in B bertihrenden Kreis k*) verbinden, und es liegt C sicher ausser- 
halb dieses Kreises, da sonst & ein eigentlicher Diagonalkreis wire; 
der Kreis k, schliesst daher den Kreis & vollstiindig ein. Hieraus folgt, 
dass der Kreis 1, der durch B, C und D geht, bei B zunichst ausser- 
halb des Kreises s verliuft; er schneidet daher zwischen B und C den 
Kreis s noch einmal in Z. Demnach muss auch jeder Kreis, der durch 
A’ C und D geht, und nicht ganz inner- 
Aa halb s liegt, die Seite AB in einem 
zwischen A und B gelegenen Punkt 
\ : \ treffen; und damit ist bewiesen, dass die 
i Seite CD nicht umlaufend ist. 
| 


Das Viereck ist stets reducirbar, so 





Ck lange einer der Punkte D resp. C ein 
5 / }} Windungspunkt ist. Andrerseits kann 
i, W/ die Seite AB, wie man leicht nachweisen 
ZZ kann, und wie iiberdies Fig. 17 veran- 

——" schaulicht, zweifach umlaufend werden. 


Fi " 17, . . . . . 
8 Wir sind somit zu einem reducirten 


Viereck mit einer eventuell zweifach umlaufenden Seite gelangt, dessen 
Winkel den Relationen geniigen 


O<a<l, 0<fP<1, 1<yp <2, 1<8<2. 

Es bleibt endlich noch der Fall zu erledigen, dass k, ein Diagonal- 
kreis und k, ein Tangentialkreis ist. Die Seite CD (Fig. 13, 8. 14) 
verliuft jetzt nothwendig innerhalb des Kreises AB=—s und kann 
daher nicht umlaufend sein. Ist der Punkt C ein Windungspunkt, so 
lasst sich das Viereck durch Ausschaltung einer Kreisscheibe reduciren. 


Wir gelangen daher zu einem reducirten Viereck mit einfach umlaufender 
Seite, dessen Winkel den Relationen geniigen 


O<a<1, O0<d<1+a, 0<6<1, 1<7 <2 
oder 
O<a<148, O<d<1, O<p<1, 1<y<B. 


Die hier gefundenen Relationen sind nun aber simmtlich Special- 
falle der Relationen, die wir fiir die durch Zusammensetzung entstehen- 


*) In Fig, 16 ist &, durch & zu ersetzen. 


ta RES: 
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den Vierecke gefunden haben. Wir gelangen damit zu folgendem 
Schlussresultat : 

Es giebt reducirte Vierecke mit einer und mit ewei einfach um- 
laufenden Seiten; diese sind entweder anliegend oder gegeniiberliegend; 
iiberdies giebt es eine Gattung reducirter Vierecke mit einer doppelt um- 
laufenden Seite. Jedes nicht reducirte Viereck mit wmlaufenden Seiten 
kann aus einem reducirten Viereck -— mit oder ohne umlaufende Seiten — 
durch Erweiterungsprocesse abgeleitet werden. 


| § 8. 
: Die Stellung der reducirten Polygone. 
i Bereits im Eingang dieser Arbeit wurde darauf hingewiesen, dass 


wir von den Reductionsprocessen besonders deshalb Gebrauch machen, 
weil sie ein bequemes Hilfsmittel der Untersuchung darbieten. Es 
kommt ihnen jedoch insofern eine dariiber hinaus gehende geometrische 
Bedeutung zu, als sie lehren, dass Umlaufszahlen und Windungszahlen 
immer gugleich um zwei Kinheiten wachsen. 

Betrachten wir z. B. ein Dreieck ABC und indern, wie in § 3 
nur den Winkel C, indem wir A und B constant lassen, so erhalten 
wir continuirlich alle Dreiecke, von y =O bis y<c 1 +a+ 8; und 
wenn nun y noch weiter wachsen soll, so treten in A und B gleich- 
zeitig Windungspunkte auf, d. h. es wichst « und B sprungweise um 
je 2. Ebenso ist ersichtlich, dass wenn wir y festhalten, und @ und B 
zugleich wachsen lassen, ein Wachsthum von a@ um 2 nothwendig ein 
gleichzeitiges Wachsthum von 6 um 2 bewirkt. Denken wir uns 
andrerseits, dass, die Seite BC und gleichzeitig der Winkel A eines 
Dreiecks sich vergréssert, wihrend die iibrigen Winkel constant bleiben, 
so wird, sobald die Seite um einen vollen Umlauf zugenommen hat, 
sich der Winkel gerade um 22 vergréssert haben. Betrachten wir 
endlich wieder das Viereck ABCD, das wir in §2 benutzten, um 
die Einhingung eines Kreisringes zu erliiutern, so kémnen wir das 
Viereck mit den beiden umlaufenden Seiten AB und CD auch dadurch . 
erzeugen, dass wir unter Festhaltung der Winkel die Seiten AB und 
CD stetig wachsen lassen, bis beide um je einen vollen Umlauf zu- 
genommen haben. 

Neben den Polygonen mit umlaufenden Seiten, die wir uns aus 
den reducirten Polygonen durch Einhiingung von Kreisscheiben und 
Kreisringen erzeugt dachten, sind wir auf Polygone gestossen, die 
umlaufende Seiten enthalten, und einen Reductionsprocess nicht zulassen. 
Wir wollen versuchen, ob wir von einem héheren Gesichtspunkte beide 
Arten von Polygonen einheitlich auffassen kénnen. Man denke sich 
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z. B. (Fig. 18) ein Viereck ABCD. Wir variiren jetzt, indem wir 
die Eckpunkte festhalten, die Seiten, wie es in § 4 geschehen ist. 
A p Dabei tritt zum Unterschied von den Dreiecken 
die Thatsache auf, dass wenn die Winkel A, B 
und C constant bleiben, auch der vierte Winkel 
| seinen Werth behilt*), Diese Variation kénnen 
/ wir fortsetzen, bis die ins Innere hinein sich aus- 
breitenden Bogen AD und BCzusammentreffen, und 
liber einander hinweggehen. Alsdann stellen die 
Fig. 18. vier einfachen Kreisbogen AB, BC, CD, DA nicht 
mehr ein einfach zusammenhiingendes Viereck mit den Winkeln a, B, y, 0 
vor; wir erhalten eine einfach zusammenhiingende Fliiche mit den ge- 
gebenen Winkeln nur so, indem wir analog wie in § 3 beim Dreieck 
ABC, in zwei benachbarten Punkten, z. B. A und D Windungspunkte 
annehmen oder indem wir die Seiten AB und CD als einfach um- 
laufende Seiten betrachten. Wann das eine und das andere zutrifft, 
hiingt davon ab, ob die Kreise AB und CD einander einschliessen oder 
nicht. Das zuletzt erhaltene Viereck ist dasjenige, das wir in §7 als 
reducirtes Viereck abgeleitet haben, Wir kénnen aber auch diese 
Vierecke in gewissem Sinn als reducirbar betrachten, wenn wir Vier- 
ecke mit negativen Flichentheilen zulassen**); rechnen wir das zwischen 
den beiden Seiten AD und BC liegende Stiick negativ, so entsteht 
aus dem so bestimmten Viereck ABCD dasjenige, das in A und D 
Windungspunkte hat, durch Einhiingung einer Vollebene liings AD, 
das andere dagegen durch Einhiingung eines Kreisringes. Umgekehrt 
sind diese Vierecke jetzt reducirbar und gestatten die Ausschaltung 
einer Vollebene, resp. eines Kreisringes, wodurch sie in die Vierecke 
iibergehen, die Fig. 19 und 20 darstellen. 





Cc 
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UY LLL” pf e 
Fig. 19. Fig. 20. 


Analog kénnen wir die reducirten Dreiecke mit umlaufender Seite 
deuten; auch sie werden reducirbar, wenn wir Dreiecke mit negativen 


*) Dies gilt allgemein fiir Polygone von gerader Seitenzahl. 
**) Diese naheliegende Begriffsbestimmung findet sich in analoger Form bei 
Herrn Poincaré; vgl. Acta math. Bd. 1, 8. 18. 
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Flichentheilen zulassen. So entsteht aus dem Dreieck der Fig. 21, 
indem wir das zwischen den Kreisbogen liegende Gebiet als negativ 








Fig. 21. Fig. 22. 


betrachten, das Dreieck der Fig. 22 durch Einschaltung einer Kreis- 
scheibe und umgekehrt, und wir kénnen daher in diesem Sinne alle 
Dreiecke mit umlaufenden Seiten als reducirbar betrachten. 

Ein wesentlicher Unterschied zwischen diesem Dreieck und einem 
andern reducirten Dreieck ohne umlaufende Seite ist allerdings vor- 
handen, In einem gewoéhnlichen reducirten Dreieck ohne umlaufende 
Seiten kann jede Seite durch Einschaltung von Kreisscheiben umlaufend 
gemacht werden; in einem Dreieck mit negativen Flaichentheilen ist 
dies jedoch nur fiir diejenige Seite der Fall, die dem negativen Winkel 
gegeniiberliegt; fiir die andern sind die allgemeinen morphologischen 
Bedingungen, die hierfiir néthig sind, nicht erfiillt, Um dies zu 
ermitteln, hat man natiirlich das Dreieck zunichst in ein Dreieck mit 
durchaus positivem Gebiet zu verwandeln. 

Aehnliche Verhiltnisse liegen nun bei allen reducirten Vierecken 
vor, die umlaufende Seiten enthalten. Wir haben bereits darauf hin- 
gewiesen, dass die in § 7 abgeleiteten Vierecke mit umlaufenden Seiten, 
die sich durch Zusammensetzung von zwei Dreiecken ergeben, nicht 
immer reducirt sind. Sie werden sogar bei beliebiger Zeichnung im 
Allgemeinen reducirbar ausfallen; will man ein reducirtes Viereck 
erhalten, so bedarf es bereits besonderer Aufmerksamkeit, und durch 
stetige Variation der Seiten gehen, wie oben, auch diese Vierecke 
wieder in reducirbare iiber. In Folge dessen empfiehlt es sich auch 
hier, diese Vierecke durch Vierecke ohne umlaufende Seiten, und mit 
negativen Gebietstheilen zu ersetzen. 

Wir kénnen von dieser Auffassung noch nach einer anderen 
Richtung Nutzen ziehen. Wir wollen zeigen, wie sich im Anschluss 
hieran die in § 7 abgeleiteten reducirten Vierecke mit umlaufenden 
Seiten durch eine sehr einfache Ueberlegung ergeben. In einem be- 
liebigen Viereck A BCD kénnen wir — wir setzen die morphologischen 
Bedingungen als erfiillt voraus — folgende Einschaltungsprocesse vor- 
nehmen. Wir kénnen einerseits Transversalen ziehen, die von C oder 
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von C und D nach AB laufen und lings derselben Kreisscheiben ein- 
schalten, alsdann sind andere Transversalen morphologisch aus- 
geschlossen. Wir kénnen zweitens zwei Transversalen nach zwei ver- 
schiedenen Seiten ziehen; wir kénnen einerseits 4B-und BC mit D 
verbinden, andrerseits AB mit C oder D und CD mit A oder B, 
und wiederum Einhangungen von Kreisscheiben vornehmen; ist dies 
geschehen, so sind wiederum weitere Transversalen unzulissig. Endlich 
kénnen wir auch zwischen AB und CD einen Kreisring einschalten; 
und es sind auch damit weitere Einschaltungsprocesse unmdglich ge- 
macht. Dies sind aber dieselben Moéglichkeiten fiir die Seitenumliufe, 
der reducirten Vierecke, die wir in § 7 abgeleitet haben; und in der That 
ist ersichtlich, dass sich die in § 7 beschriebenen Polygontypen ergeben, 
wenn wir die Gestalt des Viereckes ABCD unter Festhaltung der 
Winkel so variiren, dass es negative Flichentheile erhalt, so dass erst 
durch die genannten Hinschaltungsprocesse ein Viereck mit durchaus 
positivem Gebiet entsteht. Jedem dieser Einschaltungsprocesse entspricht 
daher einer der in § 7 abgeleiteten Viereckstypen mit umlaufenden Seiten ; 
man kann daher die beziiglichen Vierecke ohne Weiteres aufstellen, wenn 
die beziiglichen Einschaltungsprocesse bekannt sind. Wann diese Ein- 
schaltungsprocesse morphologisch méglich sind, hingt einerseits von 
den Winkeln, andrerseits von der Lage der niimlichen Hilfskreise ein 
Viereck ab, die wir oben als Grenzkreise bezeichnet haben. 

In dieser Hinsicht sind alsdann die Resultate des § 7 in dem Sinne 
zu deuten, dass gerade sie uns die Bedingungen liefern, die fiir die 
morphologische Zuliissigkeit der Einschaltungstransversalen bestehen. 

Ks ist klar, dass diese Bemerkungen fiir beliebige Kreisbogen- 
polygone Geltung behalten und damit eine Methode liefern, die fiir die 
Aufstellung aller reducirten Polygontypen angewandt werden kann. 


Gottingen, Anfang August 1893. 








Ses ae 














para 











Sulla razionalita delle involuzioni piane.*) 
Nota di 


Gurpo CASTELNUOVO a Roma. 


Se le coordinate del punto generico di una superficie F' si possono 
rappresentare come funzioni razionali di due parametri, vale a dire 
(introducendo coordinate omogenee) se tra un punto (%,, 2,2, 2) di 
J ed un punto (a, 6, y) di un piano passano quattro relazioni del tipo 
(1) ou =fi(a,B,y) (t=1, 2, 3,4) 
dove le f sono forme di uno stesso grado, allora ad un punto generico 
(@, B, y) del piano corrisponde un solo punto x di F. Viceversa ad 
un punto # di F corrispondono uno o pid punti del piano, secondo 
che le quattro equazioni 


@) fi (ets B, ¥) = ef (os Bos 70) 


non ammettono altre soluzioni oltre alla 


a: Bry =a: By: %, 

oppure ammettono altre soluzioni, Nel primo caso tra i punti della 
superficie ed i punti del piano passa una corrispondenza algebrica 
biunivoca, la superficie @ rappresentabile punto per punto sopra un 
piano, @ (come diremo brevemente) razionale. Nel secondo caso, detto 
nm > 2 il numero delle soluzioni (a, 6, y) delle equazioni (2) (compresa 
la soluzione «&, By, Yo), si ottengono al variare di (a,, By, 7) 9°07 
gruppi di # punti di un piano, tali che un punto generico del piano 
appartiene ad un solo gruppo; se diamo il nome di involuzione piana 
@ordine n al sistema degli co? gruppi, possiamo dire che la superficie 
Fé rappresentabile biunivocamente sui gruppi di una involuzione piana. 

Ora si pud domandare: Sard possibile, anche in questo secondo 
caso, di stabilire una corrispondenza algebrica biunivoca fra i punti 
di F e% punti di un piano? o in altre parole: si potranno rappresentare 


*) Un estratto di questa Nota trovasi inserito, sotto lo stesso titolo, nei 
Rendic. dell’ Accad. dei Lincei, ottobre 1893. 
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(elemento per elemento) i gruppi di una involuzione piana dordine n 
sui punti di un piano? La questione qui proposta ammette una risposta 
affermativa; cid mi propongo di dimostrare nel presente lavoro. 


Le involuzioni piane, che finora i geometri hanno considerato sotto 
tale aspetto, sono (quasi esclusivamente) quelle di ordine = 2; 
esse offrono subito un mezzo di studio che non si applica nelle in- 
voluzioni superiori. Infatti una involuzione di secondo ordine nel piano 
(o in qualsiasi altra forma algebrica) definisce una corrispondenza 
birazionale involutoria che muta ogni punto nel punto coniugato; sicché 
la teoria delle corrispondenze birazionali da gli elementi per lo studio 
di quelle involuzioni. 

Partendo da questo concetto il Sig. Bertini in un lavoro im- 
portante*) si @ proposto di determinare quali siano i tipi irriduttibili 
di involuzioni piane di secondo ordine, quei tipi cioé che non possono 
dedursi l'uno dall’ altro mediante trasformazioni birazionali, ma che 
mediante tali trasformazioni possono condurre ad ogni involuzione di 
secondo ordine. [1 Bertini trova che i nominati tipi sono i quattro 
seguenti. 

a) Omologia involutoria; 

b) Involuzione proveniente da una trasformazione piana involutoria 
di Jonquiéres (che Jascia inalterate, 0 accoppia, le rette di un 
determinato fascio) ; 

c) Involuzione costituita dalle coppie di intersezioni delle cubiche 
passanti per sette punti fissi; 

ad) Involuzione determinata dalle coppie di punti che presentano una 
sola condizione alle curve del settimo ordine con otto punti doppi fissi. 

I tipi qui riuniti, danno, come si vede facilmente**), involuzioni 
razionali; quindi per le involuzioni di coppie di punti, la questione 
a cui la presente Nota @ dedicata, dovrebbe ritenersi come risoluta, 
se i risultati del Sig. Bertini non fossero stati ottenuti, come lo 
stesso autore avverte, sotto restrizioni, che sarebbe troppo lungo 
Yenunciar qui. Ora quelle restrizioni possono forse esser tolte con 
qualche modificazione ai procedimenti del Sig. Bertini; ma il ragiona- 
mento si complicherebbe certo in guisa da render consigliabile la 
ricerca di un metodo pid semplice. 


*) Ricerche sulle trasformazionit wnivoche involutorie nel piano (Annali di 
Matem. Serie II*, Tomo 8°, 1877); si veda pure un secondo lavoro dello stesso A. 
Sulle trasformazioni univoche piane (Rendic. Istituto Lombardo, 1880). 

**) Nither, Ueber die. ein-zweideutigen Ebenentransformationen (Sitzungsb. 
d. phys, med. Societiit, Erlangen 1878); Liiroth, Rationale Fldchen und involu- 
torische Transformationen (Freiburg 1889); Bertini, Deduzione delle trasfor- 
maziont ... (Rend. Ist. Lomb, 1889). 
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Un metodo pid semplice e pid generale (perché si applica alle 
trasformazioni birazionali cicliche d’indice anche superiore a 2) fu 
proposto qualche anno dopo (1885) dal Sig. Kantor*); per la sua 
importanza credo opportuno di darne qui un cenno. A base della 
ricerca sta un teorema fondamentale nella geometria sul piano (geo- 
metria il cui gruppo fondamentale di operazioni @ il gruppo delle 
trasformazioni Cremoniane): Se una trasformazione Cremoniana tra 
due piani muta la curva C del primo piano nella curva C, del secondo 
piano, la trasformazione muta il sistema aggiunto puro a C nel sistema 
aggiunto puro a C,; dove per sistema aggiunto puro ad una curva C 
di ordine me genere p > 1, si deve intendere il sistema lineare oo ?—! 
delle curve di ordine » — 3 aggiunte a C, dalle quali si sia staccata 
(se esiste) ogni curva che formi parte di tutte le aggiunte stesse, (quando 
siano riduttibili)**). Data ora una trasformazione birazionale ciclica 
del piano, si costruisca (cid @ possibile in infiniti modi) un sistema 
lineare di curve |C|, il quale sia mutato in sé dalla trasformazione. 
Allora la trasformazione dovra mutare in sé anche il sistema |:C’| ag: 
giunto puro a |C|, poi il sistema |c"| aggiunto puro a |C'|, e cosi 
via, Siccome gli ordini dei successivi aggiunti vanno decrescendo, 
Yoperazione avra un termine. Valendosi degli ultimi sistemi a cui si 
arriva, si riesce a dimostrare che: 


Ogni trasformazione birazionale ciclica del piano pud sempre ridursi 
(mediante trasformazioni birazionali) ad una trasformazione la quale 
muti im se uno dei seguenti sistemi lineari: 


a) la rete delle rette (collineazione); 
b) «mn fascio di rette (trasformazione di J onquiéres); 


*) Sur wne théorie des courbes et des surfaces admettant des correspondances 
wnivoques (Comptes rendus de l’Acad. d. Sciences , février 1885). 


**) Il teorema si dimostra nel modo pit semplice ricorrendo alle note 
formole che legano i caratteri di una curva algebrica ai caratteri della curva 
trasformata mediante una trasformazione Cremoniana; si veda a questo pro- 
posito il § 31 della Nota del Sig, Néther, Rationale Ausfiihrung der Opera- 
tionen ... (Math. Ann, 23, 1883). Alcune applicazioni di quel teorema alla 
geometria sul piano (diverse dalle applicazioni del Kantor) si trovano nelle mie 
Ricerche generali sopra i sistemi lineari (Memorie dell’ Accad. d, Scienze di 
Torino, serie Il, tomo 42; 1891), nelle quali accenno di volo alla Nota del 
Kantor, perché di questa ebbi conoscenza soltanto durante la correzione delle 
bozze di stampa. Ma non ho difficolt’ a ripetere anche qui, se il Sig. K. lo 
desidera, che a lui spetta indubbiamente la priorita nel concetto di servirsi det 
successivi sistemi aggiunti per lo studio delle trasformazioni birazionali cicliche. 
Debbo perd avvertire che i sistemi aggiunti d’ordine n —3, n—6... si troyano 
adoperati fino dal 1873 (precisamente per una dimostrazione del teorema di 
Riemann-Roch) in una Nota dei Sig Brill e Nither inserita nei Gdttinger 
Nachrichten, 
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c) un sistema oo” (r>1) di cubiche piane con 9 — r punti base; 

d) un sistema oco* di sestiche con otto punti base doppi. 

Partendo da questo teorema si possono fissare tutti i tipi di tras- 
formazioni birazionali cicliche di indice » (per m = 2 si ritrovano i 
tipi del Bertini). A tale ricerca @ dedicata una Memoria del Sig. 
Kantor presentata nel 1883 ad un concorso bandito dall’ Accademia 
delle Scienze di Napoli, e premiata; perd modificata in seguito da 
Yautore, almeno nella parte contenente i risultati a cui qui alludo, la 
quale trovasi inserita nel volume dagli Atti di quell’ Accademia che 
fu pubblicato nei primi mesi del 1892*). La Memoria @ ricca di 
importanti risultati, e di procedimenti ingegnosi coi quali il problema 
viene trattato sotto diversi aspetti; perd varie lacune che qua e la si 
avvertono, lasciano la persuasione che sul problema delle trasformazioni 
cicliche non sia detta ancora l’ultima parola, e il desiderio di veder 
trattata nuovamente l’importante questione con maggior chiarezza ed 
uniformita. 

Per chiudere questa rassegna dei lavori pubblicati sinora intorno 
al tema della razionalité delle involuzioni piane, debbo ricordare una 
Nota (gia citata) del Sig. Liiroth, il quale, avendo gid dimostrata la 
razionalita delle involuzioni sulla retta**), nel nuovo lavoro (1889) cerca 
di trattare in modo analogo il problema delle involuzioni piane, e 
riesce a dimostrare la razionalita delle involuzioni d’ordine 2 (tipi di 
Bertini), e di una particolare involuzione del terzo ordine derivante 
da una trasformazione ciclica d’indice 3. 


Quando mi sono proposto di dimostrare la razionalita delle in- 
voluzioni piane d’ordine qualunque, non potevo far grande assegnamento 
sui lavori nominati, poiché questi occupandosi di involuzioni provenienti 
da trasformazioni birazionali cicliche, si valevano delle note proprieta 
delle trasformazioni Cremoniane, le quali non intervengono nelle in- 
voluzioni generali. Ho dovuto percid ricorrere ad altri concetti che 
ora esporrd brevemente. 

Volendo esaminare se la superficie F, i cui punti rappresentano 
i gruppi di una involuzione, @ razionale, conviene di fissar l’attenzione 
sui sistemi lineari di curve che giacciono su F, e di cercare se a tali 
sistemi si applichino le proprieta pit spiccate appartenenti ai sistemi 
lineari di curve sul piano; in secondo luogo si deve esaminare se alcune 


*) Premiers fondements pour wne théorie des transformations périodiques 
univoques, 4™° partie, (Atti dell’ Acc. di Napoli serie 11, vol 4°), Le prime tre 
parti della Memoria si riferiscono alle trasformazioni cicliche pii semplici (dal 
punto di vista proiettivo) e sono inserite nel vol. 1° (serie II, 1888) della stessa 
raccolta. 


**) Beweis eines Satzes wiber rationale Curven (Math. Annalen Bd. 9), 
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di queste proprieta siano caratteristiche per wna superficie ragionale, 
bastino cioé a decidere se la superficie sulla quale valgono, sia razionale. 
La prima ricerca (alla quale @ dedicato il Capitolo I del presente lavoro) 
@ resa facile dal fatto che un sistema lineare di curve su F, ha per 
corrispondente sul piano un sistema lineare di curve appartenente alla 
data involuzione, (vale a dire un sistema lineare tale che le sue curve 
passanti per un punto generico del piano, passano per tutto quel 
gruppo della involuzione a cui il dato punto appartiene); e dei sistemi 
lineari di curve piane sono note le principali proprieta. Cosi si trovano 
le due seguenti proposizioni sulla superficie F: 

1) Se un sistema lineare di curve giacenti sulla superficie F é 
normale*), allora la serie lineare (di gruppi) segata sopra una curva 
generica del sistema dalle rimanenti curve é completa (@ una Vollschaar). 

2) Sulla superficie F esiste un sistema lineare la cui dimensione 
supera il genere della curva generica. 

Ciascuna delle due proprieta, presa a sé, non basta certo a carat- 
terizzare una superficie razionale; perché la 1) appartiene (a quanto pare), 
oltre che alle superficie razionali, anche a tutte le superficie generali di 
genere (Flachengeschlecht) superiore a zero, non perd alle rigate 
irrazionali; e la 2) appartiene a tutte le rigate, ma non appartiene 
alle superficie di genere superiore a zero. Ora si pud chiedere se ogni 
superficie la quale presenti insieme le proprieta 1) e 2) sia razionale. 
Ecco una questione, nella quale pid non si parla di involuzioni piane, 
ma dalla cui risposta dipende quella del problema sulle involuzioni. 
Alla questione si pud dare una risposta affermativa, come é@ dimostrato 
nel Capitolo II. E la dimostrazione si fonda sul fatto, che l’esistenza 
del sistema 2) sulla superficie F' trae con sé l’esistenza di un secondo 
sistema lineare su F' che ha la stessa proprieta del sistema primitivo, 
ma il genere (della curva generica) inferiore. Con questo procedimento 
di riduzione applicato pid volte, si arriva finalmente ad un sistema 
lineare sulla superficie F, il quale ha un genere cosi basso che la 
razionalitaé di # segue senz’ altro; e segue quindi la razionalita della 
involuzione piana. 

Come si vedra, la razionalita della involuzione si dimostra, senza 
assegnare i tipi irriduttibili a cui si possono ridurre le involuzioni di 
dato ordine; rimane dunque ancora aperto (per » > 2) il problema dei 
tipi, il quale forse per » elevato ammettera soluzioni alquanto compli- 
cate. Piuttosto la via che io seguo, conduce subito a proprieta proiettive 


*) Si dice che un sistema lineare di curve ©” 6 normale, quando non esiste 
un sistema o”*! che lo contenga ed abbia lo stesso grado (numero delle inter- 
sezioni variabili di due curve generiche) del sistema proposto. Questa definizione 
si trova nelle Ricerche di geometria sulle superficie algebriche (I, 2) del Sig. Enri- 
ques (Memorie dell’ Acc. d. Scienze di Torino, serie II, tomo 44; 1893). 
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delle involuzioni di dato ordine e di data classe (classe é@ il numero 
delle coppie di punti che stanno contemporaneamente in un gruppo 
della involuzione ed in una retta assegnata); si trova ad es. un limite 
superiore all’ ordine di una involuzione di data classe (> 0), e si 
costruiscono le involuzioni delle prime classi. Ma queste ricerche 
saranno esposte in un altro lavoro. 


Capitolo I. 


1. Per involuzione piana d’ordine n(> 2) si intende una varieta 
algebrica doppiamente infinita di gruppi di » punti (mutuamente 
coniugati) sopra un piano, varieta tale che un punto generico del 
piano appartenga ad uno e ad uno solo di quei gruppi. 

Con cid non si esclude l’esistenza di punti particolari (fondamentali) 
in numero finito, ciascuno dei quali appartiene ad co' gruppi della 
involuzione*). Gli oo' gruppi di » — 1 punti coniugati di un punto 
fondamentale riempiono una curva algebrica (fondamentale) che pud 
esser semplice 0 composta, ed aver tra le sue componenti anche dei 
punti (quando ogni gruppo contenente il punto fondamentale abbia 
qualche altro dei suoi punti in una posizione fissa), L’ordine della 
curva fondamentale corrispondente ad un punto fondamentale (cioé il 
numero dei punti coniugati a questo che stanno sopra una retta generica) 
pud dirsi ordine del punto fondameniale. 


*) Che i punti fondamentali siano in numero finito, pud esser dedotto dalle 
equazioni rappresentative della involuzione, nel seguente modo. Consideriamo 
tre equazioni (in coordinate piane non omogenee) del tipo 
(1) f(a B) i fi (0, Bo) (i = 1, 2, 3) 

fi (@, 8B) fi, (ao, Bo) 

dove f,, fe, fs, f; sono funzioni razionali intere; attribuendo ad a,, 8. determinati 
valori si ottengono tre equazioni in a, 6 le quali ammettono un certo numero » 
di soluzioni, e tra queste @ compresa la soluzione (a, Bo); gli m punti (a, £8) 
costituiscono il gruppo della involuzione determinato dal punto (a, By) (si vedano 
a questo proposito le prime righe della prefazione). Ora dalle tre equazioni é 
possibile di dedurre mediante operazioni razionali (eliminazione di « o #, ricerca 
di massimo comun divisore, e divisione per «— a) 0 6 — f) due equazioni 
del tipo 


Aga”! 4+ Aya"? 4..-+A,,=0, 
\ Ber + Be +--+ BL 


(dove i coefficienti sono funzioni intere di a, By), le quali abbiano come radici 
rispettivamente le coordinate « e le coordinate 6 degli m— 1 punti coniugati con 
(e&, Bo). Un punto fondamentale (a, 8.) deve annullare colle sue coordinate tutti 
i coefficienti di una almeno delle equazioni (2). E poiché si possono ritener 
soppressi i polinomi fattori comuni di tutte le A, e quelli di tutte le B, si vede 
che i punti fondamentali sono certo in numero finito. 
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2. Mentre un punto si muove lungo una curva qualsiasi C nel 
piano di una involuzione I d’ ordine n, gli m — 1 punti coniugati 
descrivono una curva C’ (semplice o composta), che dicesi coniugata o 
trasformata di C nella trasformazione (n —1,”—1) che la I definisce. 

Se la curva C passa per un punto fondamentale di I, la curva 
fondamentale corrispondente pud essere inclusa in C’ o esserne esclusa, 
secondo la convenzione che piace di fare. Noi ci atterremo alla 
seconda soluzione (come per le trasformazioni Cremoniane), e riterremo 
che nella trasformata di una curva non debbano entrare curve fonda- 
mentali*). 

In particolare una retta generica R ha una curva coniugata R’ 
di un certo ordine g, avente in ogni punto fondamentale una molteplicita 
uguale all’ ordine di quel punto; al variare di R si ottengono cosi 
oo? curve R’ d’ ordine @ e comportantisi ugualmente nei punti fonda- 
mentali, che sono i soli punti del piano comuni a tutte le R’. 

Quando si conosca il valore di g e siano noti gli ordini di tutti 
i punti fondamentali, allora si possono calcolare l’ordine e le moltepli- 
cita (nei punti fondamentali) della curva C’ trasformata di una curva 
C, in funzione degli analoghi caratteri di C. Infattt lordine di C’ 
é il numero delle intersezioni (esterne ai punti fondamentali) della 
curva C con una curva R’ coniugata ad una retta R; mentre la 
molteplicita di C’ in un dato punto fondamentale @ il numero delle 
intersezioni di C colla curva fondamentale corrispondente, purché si 
tenga il debito conto delle intersezioni che cadono nei punti fonda- 
mentali. 

Ora queste relazioni si potrebbero tradurre in formole senza dif- 
ficolt&; ma a noi basta una osservazione che discende subito dalle cose 
dette. Se dopo di aver calcolato l’ordine e le molteplicité della curva 
C’ trasformata diC, noi sostituiamo aC una seconda curva che abbia 
lo stesso ordine di C e si comporti come C in ciascun punto fonda- 
mentale **), la trasformata di questa seconda curva avra, come é chiaro, 


*) La equazione di C’ si ottiene, come é@ chiaro, eliminando a, fy tra la 
equazione g(a, By) = 0 di C e le due equazioni (2) della nota precedente; e 
sopprimendo nella risultante i fattori che rappresentano curve fondamentali (se 
vi entrano), , 

**) La locuzione due curve si comportano identicamente in wn gruppo di 
punti, ha (come é@ noto) un significato preciso, Nella ipotesi di molteplicita 


‘ ordinarie vuol dire infatti che ciascun punto del gruppo é multiplo tante volte 


per la prima curva quanto per la seconda. Se invece le due curve hanno singo- 
larita straordinarie nei punti del gruppo, si esige che esista una trasformazione 
birazionale, la quale muti le due curve in due curve di uno stesso ordine, dotate 
di soli punti multipli ordinari, ed aventi molteplicit’ uguali in ogni punto che 
sia o trasformato di un punto del gruppo, o punto fondamentale della trasforma- 
zione nel secondo piano. 
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lo stesso ordine di C’, e come C’ si comportera in ciascun punto 
fondamentale. Diremo dunque: 

Due curve di uno stesso ordine le quali si comportino in identico 
modo nei punti fondamentali di 1, hanno come trasformate due curve 
di uno stesso ordine comportantisi in uno stesso modo nei punti fonda- 
mentali. 


3. Fra una curva Ce la sua trasformata C’ passa una tal relazione 
che ad ogni punto di C corrispondono » — 1 punti di C’, ed ogni 
punto di ©’ proviene da un solo punto di C. Se perd C passa per 
i(<m) punti di un gruppo di I, ciascuno di questi giace sulla C’, e 
considerato sopra essa, ha per corrispondenti in C i rimanenti i — 1 
punti, ed @ quindi multiplo secondo i — 1 per C’; mentre ciascuno 
degli m — i punti che compiono il gruppo, ha per corrispondenti su 
C i primi 7 punti, ed @ quindi multiplo secondo i per C’*). 

Ne viene in particolare che se C contiene gli punti di un gruppo 
generico di 1 come punti semplici (o r-upli), i punti stessi sono 
(m — 1)-upli (rispettiv. (2 — 1) r-upli) per C’. E se C’ contiene oo! 
gruppi di I (che non abbiano punti fissi comuni a tutti i gruppi), la 
C’ coincide colla C contata n — 1 volte. 


4. Un luogo algebrico di oo! gruppi della involuzione I sara detto 
curva appartenente alla involuzione (Involutionscurve) ; tale & per esempio 
la curva composta di una curva generica C e della sua trasformata C’. 
Fra le curve appartenenti alla involuzione I noi perd non consideriamo 
(per maggiore semplicita) le curve fondamentali; supponiamo dunque 
che due gruppi distinti di I giacenti sopra una curva appartenente ad I 
non abbiano punti comuni. 

Noi possiamo ora enunciar cosi l’ultima osservazione del n® 
precedente: 

Una curva appartenente alla involuzione ha come trasformata sé 
stessa contata n — 1 volte. 

Ed altre proprieta discendono subito dalla definizione. Cosi se 
una curva appartenente alla I ha un punto multiplo (non fondamentale), 
la curva ha come equimultiplo ciascuno degli » — 1 punti ad esso 
coniugati. E due curve appartenenti ad I si segano (oltre che nei 
punti fondamentali) soltanto in gruppi della involuzione. 

Esistono pure sistemi lineari di cui ogni curva appartiene alla 
involuzione, o brevemente sistemi appartenenti alla involuzione**), Le 


*) E viceversa ogni punto i-uplo di C’ che non sia fondamentale per I, ha 
i tra i suoi coniugati sulla curva C. 


**) Un esempio di sistema lineare appartenente alla involuzione, é offerto 
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osservazioni precedenti danno subito.le prime proprieta di tali sistemi. 
Cosi si vede che se wn sistema appartenente ad I ha (fuori dei punti 
fondamentali di 1) altri punti base, questi formano uno o pit gruppi 
di I, essendo equimultipli due punti base appartenenti ad uno stesso 
gruppo; che le curve del sistema passanti per un punto generico del 
piano passano in conseguenza per gli n — 1 punti coniugati; e che due 
curve generiche del sistema si segano (fuori dei punti base) soltanto in 
gruppi di I. 

Ma le pid importanti proprieté dei sistemi appartenenti ad una 
involuzione si fondano sopra i due lemmi dei n! 5 e 6, che servono 
di base alla nostra ricerca. 


5. Consideriamo un fascio |C| di curve irriduttibili*); per lo scopo 
che ci proponiamo possiamo supporre (senza introdurre restrizioni) di 
aver gia trasformato il fascio (se occorre) in modo che i suoi punti 
base siano tutti punti multipli ordinari con tangenti distinte da curva 
a curva. Facciamo ora la ipotesi che nel fascio si trovino due curve 
D, E appartenenti alla involuzione 1, e comportantisi in ciascun punto 
fondamentale di I come la curva generica del fascio. Non @ escluso 
che il fascio abbia punti base esterni ai punti fondamentali di I, ma 
dalla ipotesi fatta segue che se tra quei punti base si trova un punto 
ad es. r-uplo (ry > 1), saranno pure punti base r-upli gli nm — 1 punti 
coniugati (n° 4). 

Cid premesso trasformiamo le curve del fascio mediante lal. La 
curva D intanto (n° 4) ha come trasformata sé stessa contata n — 1 
volte, cioe una curva (n — 1) D la quale si comporta in modo per- 
fettamente determinato nei punti fondamentali dil, e passa (nm — 1) r 
volte per ciascuno degli » punti base r-upli nominati; (e altrettanto 
dicasi della EZ). D’altra parte la curva generica C del fascio ha come 
trasformata (n° 2) una curva C" che ha lordine della (n — 1) D, e 
come questa si comporta nei punti fondamentali di I; e la C’ passa 


dalla definizione analitica di involuzione che trovasi nella prefazione. Infatti il 


sistema 
i=4 


> Ufa, 8,9) =0 


i=1 
ha la proprieta che le sue curve passanti per un punto generico (a), Bo, yo) del 
piano passano in conseguenza per gli m —1 punti coniugati (a, B, y) definiti 


mediante le equazioni 
f,(@, B, vy) = ef; (a0, Bo» Yo). 


Altri esempi si troveranno in seguito. 


*) Nel seguito quando si parla di un sistema lineare di curve, si sottintende 
che la curva generica del sistema @ irriduttibiic. 
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anch’ essa (n — 1)r volte per quei punti base v-upli (in virtad del 
n° 3). Ne viene che C’ sega (n — 1) D, ossia D, soltanto nei punti 
base del fascio |C|*); e quindi che C’ sega la curva generica di |C| 
(la quale in quei punti base si comporta come D) soltanto nei punti 
base stessi. Dunque la curva (irriduttibile) del fascio |C| che passa 
per un punto generico di C’, forma parte di C’; la C’ si spezza in 
n — 1 curve del fascio |C|, e la curva somma C + C’ (che appartiene 
ad I) & composta di m curve del fascio stesso, 

Ora sulle » componenti si possono fare due ipotesi: 

1) O le m componenti coincidono ed allora ciascuna curva del 
fascio \C| appartiene alla involuzione 1; 

2) O cid non accade; chiamiamo C, C,, C,, ... Cai le n com- 
ponenti. Per ipotesi una di esse C ha come trasformata la curva 
composta delle rimanenti » — 1; quindi il punto generico « di C ha 
i suoi coniugati distribuiti sulle curve C,, C,, ... C,-1; ed @ chiaro 
(per ragioni di simmetria) che uno dei coniugati, ad es. @,, dovra 
trovarsi su C,, un altro a, su C,, ... e Pultimo a, su C,1; ogni 
gruppo di I avente uno dei suoi punti sopra una delle m curve mu- 
tuamente coniugate C, C,,...C,-1, ha un punto su ciascuna delle 
rimanenti. Sicché due qualunque delle curve coniugate sono punteggiate 
univocamente**); e gli co' gruppi di m curve coniugate formano entro 
al fascio una involuzione, in cui la D e la E sono elementi m-upli. 
Ora entro ad una forma di prima specie (fascio), i gruppi di una 
involuzione d’ordine » dotata di due elementi m-upli D ed E sono 
(come @ noto) i cicli di una proiettivita ciclica TT di indice m, della 
quale D ed E sono gli elementi uniti. Se poi insieme alla TT che 
muta ogni curva C del fascio in una determinata curva (ad es.) C, 
del fascio stesso, noi consideriamo la corrispondenza univoca la quale, 
come fu gia osservato, muta ogni punto a@ di C in un determinato 
punto a, di C,, noi veniamo a costruire una trasformazione birazionale 


*) Lo si vede subito sia calcolando il numero delle intersezioni di C’ e di 
(n — 1) D im funzione dell’ ordine di C e delle sue molteplicité nei punti base; 
sia osservando che ogni punto non fondamentale comune a C’ e (n — 1) D ha 
uno dei suoi coniugati tanto su C, quanto su D. 


**) Qui si suppone tacitamente che le m curve C, C,... C,_, siano tutte 
distinte; perd (oltre alla 1)) si potrebbe far la ipotesi che ciascuna di esse coin- 
cidesse con h—1 delle rimanenti (essendo h un divisore di m). Allora ogni 
gruppo di I si comporrebbe di ; gruppi di h punti appartenenti ad una invo- 
luzione I’ d’ordine h; e la I si potrebbe considerare come una involuzione d’ordine 
; costruita sopra l’, Ora, dato lo scopo finale delle nostre ricerche, é chiaro che 


si possono escludere queste involusioni di involuzioni, senza introdurre con cid 
restrizioni. 
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(a, «,) del pianc, ciclica d’indice m; essa d& come trasformati di un 
punto mediante le sue successive potenze i punti di un gruppo di I. 
La involuzione I che in tal modo proviene da una _ trasformazione 
birazionale ciclica, si dira brevemente una involugione ciclica. 
Con questa locuzione il teorema ora dimostrato pud enunciarsi: 
a) Se in un fascio si trovano due curve appartenenti ad una in- 
voluzione, allora ogni curva del fascio appartiene alla involuzione, a 
meno che questa non sia ciclica, nel qual caso pud darsi che quelle due 
: sole curve appartengano alla involuzione; ® chiaro perd che se tre curve 
t del fascio appartengono aila involuzione ciclica, ogni curva del fascio 
appartiene alla involuzione (perché la TT @ allora la identita). 
Il teorema si estende subito ad un sistema lineare qualsiasi: 
: b) Se in un sistema lineare oo” si trovano r +1 curve linearmente 
) indipendenti che appartengano ad una involuzione, allora ogni curva 
del sistema appartiene alla involuzione, a meno che questa non sia ciclica. 
Nell’ ultimo caso la trasformazione birazionale ciclica che genera la 
involuzione, muta il sistema lineare in sé stesso, e pud considerarsi 
quindi come una proiettivita ciclica in uno spazio lineare a r dimen- 
sioni S,, i cui elementi sono le curve del sistema. Gli elementi uniti 
della proiettiviti, vale a dire le curve del sistema appartenenti alla 
involuzione, o sono soltanto r + 1, oppure formano uno o pid sistemi 
lineari; e due sistemi distinti non hanno curve comuni. 
" Tenendo conto di queste considerazioni possiamo in fine enunciare 
il teorema: 


aR Es 


-  —_ [|] 


c) Se due sistemi lineari di curve aventi lo stesso ordine e compor- 

. tantisi ugualmente negli stessi punti base, appartengono ad una invo- 

! luzione, allora il sistema lineare di quell’ ordine e della minima dimen- 
: 


‘ 





, sione contenente quei due appartiene tutto alla involuzione, se questa non 
) . ° 7° . . . * . 

é ciclica; e la stessa conclusione si pud trarre anche se la involuzione 
“J ‘ . . ‘ . . . . . . 
; é ciclica, purché si sappia che i due sistemi abbiano almeno una curva 
. comune *). 
1 
i 
u 6. Una lieve modificazione nel ragionamente del n° 5 ci conduce 


ad un altro teorema fondamentale per noi. 
e Si abbia di nuovo un fascio di curve |C|, e questa volta si sappia 
, che alla involuzione appartiene una curva D del fascio (la quale si 
comporti come la curva generica nei punti fondamentali di I), Si 
> sappia inoltre che quei punti base di |C|, che non cadono tra i punti 
: fondamentali, formano uno o pid gruppi dil (essendo ciascun gruppo 


*) Si ricordi che in questi teoremi le curve che appartengono alla invo- 
ss luzione debbono comportarsi nei punti fondamentali di I come la curva generica 
del sistema, 
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composto di punti base equimultipli), dei quali gruppi uno almeno si 
componga di punti base semplici e distinti a, a,, a, ... Gn—1*). 

Ora coll’ identico ragionamento fatto al n° 5, si vede subito che 
la trasformata C’ della curva C generica del fascio si spezza in n — 1 
curve del fascio stesso. Queste o coincidono con C, ed allora ogni 
curva del fascio appartiene ad 1; oppure, se sono distinte da (, in- 
dichiamole con C,, C,, ...Cy,-1. Nell’ ultima ipotesi si riconosce 
(come al! n° 5) che due qualunque tra le m curve coniugate C,C,, ...Cy—1 
sono punteggiate univocamente (essendo coniugati nella I due punti 
corrispondenti); e che gli oo' gruppi di » curve che si ottengono al 
variare di C formano una involuzione, della quale si conosce ora un 
solo elemento n-uplo D. Perd anche questa volta |l’involuzione é 
prodotta da una proiettivita ciclica TT di indice m, e per dimostrarlo 
si ricorre al seguente ragionamento. 

Al punto base semplice a considerato come elemento della curva 
C corrisponde sulla curva C, (punteggiata univocamente) un punto 
che deve esser coniugato ad a nella I, e quindi deve trovarsi tra i 
punti a,, @, ... Gnt; sia ades. a,. Le tangenti a C e C, in a, a, 
rispettiv. si corrispondono in quella proiettivita tra i fasci di rette a,a, che 
é individuata dalle direzioni (punti infinitamente vicini ad a,a,) coniugate 
nella I. Se adunque si fa variare con continuita la curva C nel fascio 
|C|, variera con continuita nel fascio stesso la curva coniugata C,, e le 
due curve C,C, descriveranno (come le loro tangenti in a, a,) due forme 
proiettive. Indichiamo con P, la proiettivita, entro al fascio |C|, la 
quale muta C in C,, ogni curva del fascio in una coniugata, quindi 
ogni gruppo di » curve coniugate in sé stesso; P, sara ciclica secondo 
un divisore di m (m incluso, 1 escluso). Ora se P, @ ciclica proprio 
secondo , allora sostituendo P, a TT nel ragionamento del n° 5 si 
trova anche qui che I @ ciclica. 

Se poi P, é ciclica secondo un divisore di m, diverso da n, si osservi 
anzitutto che la curva D @ uno degli elementi uniti di P,; l’altro ele- 
mento unito E sara evidentemente l’ultimo elemento polare dell’ ele- 
mento D rispetto al gruppo generico di m curve del fascio C,C,,...C,-1 
coniugate nell’ involuzione. Si sostituisca ora nel ragionamento prece- 
dente a C, la curva C,, o la C, ..., 0 la C,-1; si ottengono cosi n 
proiettivita distinte P (identita), P,, P,, ... Pa: entro al fascio 
|\C|, le quali sono tutte cicliche secondo un divisore di » ed hanno 
come elementi uniti D ed E. Si vede subito allora (per esempio ba- 
dando alle caratteristiche delle proiettivita, che sono radici n-esime 
di 1) che le » proiettivité sono le successive potenze di una tra esse TT, 


*) L’ultima ipotesi, dei punti base semplici, non sembra necessaria, ma é 


sufficiente per le applicazioni che faremo del teorema, e ne rende piu facile la 
dimostrazione. 
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la quale @ ciclica secondo ; e si conclude nuovamente che la invo- 
luzione | @ ciclica. Possiamo dunque enunciare il teorema: 

Se in un fascio (di curve contenente una curva appartenente alla 
involuzione 1, quei punti base che non cadono tra i punti fondamentali 
di 1 costitwiscono wno o pit gruppi di I (un gruppo almeno composto 
di punti base semplici e distinti), allora od ogni curva del fascio 
appartiene alla involuzione, oppure un’ altra sola curva del fascio 
appartiene alla imvoluzione, la quale in tal caso é ciclica. 


7. Per fare uno studio pid pfofondo dei sistemi lineari appartenenti 
ad una involuzione giovano le considerazioni seguenti. 

Gli elementi di una involuzione I sono i gruppi di m punti che 
ad essa appartengono; se noi vogliamo studiare gli enti costituiti da 
quegli elementi, ci conviene, per poter applicare il linguaggio ordinario, 
di chiamar punti gli elementi di I, e di considerare quindi la I come 
una varieta costituita da co’ punti, come una superficie 1; perd, se 
si preferisce, per superficie 1 si pud intendere nel seguito una super- 
ficie (nel senso ordinario), i cui punti siano in corrispondenza biunivoca 
coi gruppi (elementi) della involuzione, (poiché le proprieta di cui 
dobbiamo occuparci sono invariabili per trasformazioni biunivoche). 
In ogni caso tra la superficie I ed il piano punteggiato sostegno della 
involuzione passa una ben determinata corrispondenza (1, 2). 

Ad ogni curva [ della superficie I corrisponde nel piano una 
curva C appartenente alla involuzione, e viceversa; i generi 2, p dil 
e C sono in generale distinti, e precisamente z @ il genere della invo- 
luzione co! costituita dai gruppi di I giacenti su C. Ad un sistema 
lineare oo” |[| di curve appartenente alla superficie I corrisponde nel 
piano un sistema lineare oo” |C| appartenente alla involuzione I; e 
viceversa. I due sistemi hanno la stessa dimensione 7, ed hanno come 
generi rispettivamente x e p. Se poi due curve [ (di |[|) generiche si 
segano (fuori dei punti base di ||) in A punti (variabili colle curve), i An 
punti del piano che ad essi corrispondono (nella corrispondenza (1, »)) 
costituiscono la intersezione (fuori dei punti base di|C|) di due curve 
C; valendoci di una locuzione comunemente adottata noi diremo che 
A é@ il grado del sistema |[|, e D = An 2 il grado del sistema |C}. 

Insieme con questi caratteri (dimensione, genere, grado) va con- 
siderato nello studio di un sistema lineare un ente invariabilmente 
collegato col sistema: la serie caratteristica segata sopra una curva 
generica del sistema dalle rimanenti curve*); serie che per il sistema 

*) L’importanza di questa serie nello studio dei sistemi lineari di curve 
risulta dalle mie Ricerche generali sopra i sistemi lineart di curve piane (n° 18 
e seg.), loc. cit.; e per i sistemi sulle superficie dalle citate Ricerche del 
Sig. Enriques. 
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|F| @ una g¥-! (tracciata sopra un ente [ di genere x), mentre 
per il sistema |C| @ una g>' = gQ’;;1, (appartenente ad una curva C 
di genere z). La corrispondenza (1, ) gia nominata, la quale muta 
una curva [ in una curva (, muta la prima serie caratteristica nella 
seconda. 

Fra le superficie riferibili biunivocamente alla involuzione (alle 
quali tutte si applicano le considerazioni precedenti) ve n’ @ una (se 
ry > 1) la quale pud dirsi rappresentabile sulla 1 mediante il sistema 
IT |; essa si ottiene stabilendo una corrispondenza proiettiva fra le 
curve (elementi) di |[| e gli iperpiani S,_, di uno spazio a r dimen- 
sioni S,, e considerando in S, il luogo di un punto centro di oo” 
iperpiani le cui immagini [ passano per un elemento di J. Il luogo stesso 
é una superficie di S, che ha l’ordine A, ed il genere della sezione 
iperpianale generica 2; la serie segata su quella sezione (di S,;) me- 
diante gli spazi S,, @ una g’~' che (rispetto a trasformazioni biuni- 
voche) pud ritenersi identica alla serie caratteristica di |[| “}, 


8. Riprendiamo il sistema co” |C| sul piano, ed il suo corrispon- 
dente |[| sulla superficie I. 

Facendo astrazione per un momento dalla involuzione, chiamiamo 
|C,| il sistema di tutte le curve piane che hanno I’ordine di C, e come 
C si comportano nei punti base di |C|; il sistema |C,| (la cui dimen- 
sione @ >) si dice ordinariamente determinato completamente dai punti 
base, e pud anche dirsi sistema normale poiché possiede la proprieta 
caratteristica di un sistema normale, che consiste nel non esser con- 
tenuto in un sistema dello stesso grado e di dimensione superiore™*), 

Non si pud asserire che il sistema |C,| appartenga esso pure alla 
involuzione; ma in ogni caso entro a |C,| possono esistere sistemi 
appartenenti alla involuzione e contenenti |C|. Fra questi sistemi 
quello |C’| che ha la dimensione massima, contiene i rimanenti in 
virtit del teorema c) n° 5; il sistema |f’| che gli corrisponde sulla 
superficie I é un sistema normale***), anzi (n° 5, c)) i sistema nor- 
male individuato da |[|. 

*) Si pud osservare che la superficie di S,. risulta multipla quando le o7—! 
curve [ che passano per un elemento di I, passano in conseguenza per altri ele- 
menti determinati dal primo e con esso variabili, 

**) Tl nome di sistema lineare normale sopra una superficie fu introdotto 
dal Sig. Enriques (Ricerche di geometria sulle superficie, 1, 2 loc. cit.) suggerito 
dal fatto che una superficie di S, rappresentabile sulla primitiva mediante un 
sistema lineare normale ©*, non pud ottenersi come proiezione da una superficie 
dello stesso ordine di S41, & dunque (secondo una locuzione gid adottata) una 
superficie normale per S,. 

***) Che il vocabolo normale sia anche qui adoperato nel senso suesposto si 
potrebbe dimostrare facilmente in modo diretto. Ma si pud anche accettare 
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Il teorema citato del n°5 ci da subito la seguente proprieté di 
un sistema normale su I: ; 

Se nel piano di una involuzione I si hanno due sistemi lineari di 
curve |C’|, |C”| appartenenti alla involuzione, aventi lo stesso ordine e 
comportantisi ugualmente nei punti base (che si suppongono siano gli 
stessi per i due sistemi), e se dei due sistemi |['|, |["|, che a quelli 
corrispondono sulla superficie 1, il primo é normale, allora esso contiene 
il secondo, e quindi |C’| contiene |C’|, quando la involuzione non é 
ciclica; e la stessa conclusione si pud trarre, anche quando la involuzione 
é ciclica, purché si conosca almeno una curva comune ai due sistemi. 
Se infatti |[’| non contenesse |[”|, e quindi |C’| non contenesse |C”|, 
allora (n° 5, c)) esisterebbe nel piano un sistema appartenente alla 
involuzione, contenente |C’| (e |C”|), e contenuto nel sistema lineare 
|C,| determinato dai punti base di |C’|; il che non @ possibile perché 
si @ supposto. che |[’| sia un sistema normale. 





10. E noto che un sistema lineare normale situato sul piano ha 
la serie caratteristica completa*). Ora mi propongo di mostrare come 
la stessa proprieta spetti ai sistemi normali giacenti sulla superficie I, 
e costituisca un primo carattere fondamentale di questa superficie. 

Sia |[| un sistema lineare normale oo” giacente sulla superficie I, 
e sia |C| il sistema appartenente alla involuzione che sul piano cor- 
risponde a |[|; indichiamo poi con |C,| il sistema co? (9 >0) di 
tutte le curve che hanno I’ordine di C e come C si comportano nei 
punti base del sistema |C|. 

Sopra la curva C generica di |C| noi abbiamo da considerare le 
seguenti due serie 

t) serie gj! caratteristica di |C| (segata su C dalle rimanenti 
curve di |C|) che noi indicheremo brevemente con 1; 

1,) serie g>te—! caratteristica di |C,| (segata su C dalle rimanenti 
curve di |C,|), serie completa (contenente 7) che noi indicheremo 
con 1,. 

E sulla curva [ della superficie I che corrisponde a C (in una 
corrispondenza (1, )) consideriamo le due serie 

A) serie g’>" caratteristica di |[| (segata su [ dalle rimanenti 
curve di |f |) che noi indicheremo con 4; 
provvisoriamente il vocabolo come una definizione, e dedurre poi dal teorema del 
n° 10 che la nuova definizione del caso particolare @ d’accordo colla definizione 
generale della nota precedente. 

Sopra una qualsiasi superficie un dato sistema lineare individua il sistema 
normale (dello stesso grado e dello stesso genere) che lo contiene; questa propo- 
sizione che nel nostro caso possiamo dimostrare ricorrendo al n° 5, c), si trovera 
dimostrata in generale nella citata memoria del Sig. Enriques, (n° 2). 
*) V. le mie Ricerche generali sopra i sistemi lineart (n° 18) loc. cit. 















140 


G. CasTetnuovo. 


4,) serie g completa che contiene A ed indicheremo con 4,. 

Noi dobbiamo dimostrare che 4 @ completa ossia che coincide con 
4,; in altri termini che ogni gruppo A, di 4, é un gruppo A di A. 

Ricordiamo percid che la corrispondenza (1, ) che muta [ in C, 
muta la serie 4 nella serie / (n° 7), e quindi muta la serie 4, (con- 
tenente 4) in una serie che contiene 1, ed @ contenuta nella serie 
completa J, (contenente 1)*). Dunque il gruppo generico A, di 4, @ 
trasformato dalla corrispondenza (1,”) in un gruppo ZL, contenuto 
in 1,; e tutto sta a dimostrare che L, appartiene anzi alla serie l, poiche 
da questo segue subito che A, appartiene a 4, @ un gruppo A. 

Per il gruppo LZ, (come per ogni altro gruppo di J, serie caratte- 
ristica di |C,|) passa un fascio di curve di |C,| al quale appartiene 
anche C, e che percid indicheremo con (C, C,). Se noi riusciamo a 
dimostrare che tutto quel fascio (0, basterebbe, un’ altra sua curva C, 
oltre a C) appartiene al sistema |C|, allora ne segue che il gruppo LZ, 
giace nella serie caratteristica / del sistema |C|, e segue quindi (per 
cid che sopra si @ detto) il teorema da dimostrarsi. 

Ora per vedere che ogni curva del fascio (C, C,) appartiene a 
|\C|, osserviamo anzitutto che tra le curve del fascio si trova la C 
primitiva, la quale appartiene per ipotesi alla involuzione; in secondo 
luogo che i punti base del fascio esterni ai punti base di |C| sono i 
punti (base semplici) del gruppo Z,, il quale (essendo il trasformato 
di A,) si compone di A gruppi della involuzione. Al fascio stesso 
possiamo adunque applicare il teorema del n° 6**); il quale ci dice 
che se I non é ciclica ogni curva del fascio (C, C,) appartiene alla 
involuzione; e se I @ ciclica almeno una seconda curva C, del fascio 
(oltre a C) appartiene alla involuzione, 

1° caso; la I non sia ciclica,. — Poiché allora tutto il fascio 
appartiene alla involuzione, e d’altra parte il sistema |['|, corrispondente 
a |C|, & normale (per ipotesi), ne viene (n° 8) che il fascio stesso 
(C, C,) & contenuto entro a |C\; risultato che a noi bastava per poter 
concludere il teorema. 

2° caso; la I sia ciclica, sia quindi generata da una trasformazione 
birazionale ciclica 7. Nel fascio nominato consideriamo quella (o una) 
seconda curva C, che (oltre a C) appartiene alla involuzione. Tutto 
si riduce (come sopra si disse) a dimostrare che C, giace nel sistema 
|C|. Percid consideriamo una curva generica C, del sistema |C| 
distinta da C, e formiamo il fascio (C,,C,), il quale dalla trasformazione 7’ 


*) Nel caso g@=0 in cui 7 ed J, coincidono, la trasformata di 4, coincide 
con | trasformata di 2, e quindi 4, coincide con 4 come si vuol dimostrare. II 
ragionamento del testo contempla perd insieme i due casi 9 > 0. 

**) Si osservi infatti che i punti base di |C| esterni ai punti fondameatali 
di I formano uno o pid gruppi di I (n° 4). 
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® mutato in sé stesso (perché la 7 muta in sé tanto C, quanto C,); 
se noi riusciamo a dimostrare che ogni curva del fascio (C,, C,) é 
mutata in sé stessa dalla T, ossia che il fascio appartiene alla involu- 
zione, allora segue che il fascio, e quindi C,, @ contenuto entro al 
sistema |C| (n° 8), al che appunto noi vogliamo arrivare. Consideriamo 
percid i tre gruppi L,, L,, LZ, segati sulla curva C da C,, da C, e 
da una curva generica C, del fascio (C,, C,). I due gruppi LZ, ed L, 
provengono, mediante la corrispondenza (1, ), da due gruppi Aj, A, 
della serie 4,; dunque anche L,, che appartiene alla serie semplice- 
mente infinita determinata da Z,, Z,, dovra provenire da un gruppo 
A, di 4, (gruppo della serie definita da A,, A,). Ne viene che L, (si 
compone di A gruppi di I e quindi) @ mutato in sé stesso dalla tras- 
formazione 7’, e che la curva C, del fascio (C,, C,), la quale passa per 
L,, ® mutata (in una curva del fascio stesso passante per L, ossia) in 
sé stessa dalla 7’, e questo appunto a noi bastava sapere. Cosi il 
teorema proposto rimane dimostrato anche nel 2° caso. E possiamo 
enunciare la prima proprieta fondamentale della superficie 1*): 

Un sistema lineare normale giacente sopra la superficie 1 ha la 
serie caratteristica completa. 

O sotto forma proiettiva: 

Ogni superficie (di uno spazio S,) 7 cui punti corrispondano biuni- 
vocamente ai gruppi di una involuzione piana, od ha per sezioni iper- 
pianali (con S,_1) curve normali, od é proiezione di una superficie 
(normale) dello stesso ordine, di wno spazio pit elevato, avente come sezioni 
iperpianali curve normali. 

Un corollario del teorema fondamentale si deduce subito applicando 
alla serie caratteristica g’>' di un sistema normale |[| una nota pro- 
prieta della geometria sopra una curva: 

Se un sistema lineare normale di genere x giacente sulla superficie 
I ha la dimensione r > x oppure il grado A > 2a — 2, allora tra i 
suoi caratteri x,r, A passa la relazione 

A=a+r-—l1. 


10. Che tra gli infiniti sistemi lineari giacenti sulla superficie I, 
si trovino di quelli aventi la dimensione y superiore al genere 7, sara 
ora dimostrato con un esempio. 

Nel piano della involuzione noi abbiamo gia considerato (n° 2) 
quelle curve R’, che sono le trasformate delle rette R nella trasformazione 
piana determinata da I. Le oo* curve R + R’ (composte di una retta 
e della curva trasformata) appartengono alla involuzione. Consideriamo 
ora nel piano il sistema lineare che ha l’ordine (della curva generica) 


*) Per superficie I si pud intendere (come gid dissi) ogni superficie i cui 
punti corrispondano biunivocamente ai gruppi della involuzione. 
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uguale all’ ordine di R + R’, ed ha la minima dimensione tra quelli 
che contengono tutte le curve R + R' (dimensione certo superiore a 2 
perché per due punti del piano passa pid di una curva R + Rf’), 
sistema i cui punti base cadono soltanto nei punti fondamentali di | 
(n® 2). Il nominato sistema lineare (che @ completamente determinato 
dalle oo? curve R + R’) é irriduttibile*), ed appartiene tutto alla in- 
voluzione. Cid infatti risulta senz’ altro dal teorema b) del n° 5 se la 
involuzione non é ciclica; mentre il teorema stesso, se la involuzione 
& ciclica, potrebbe lasciare il sospetto che le oo? curve R+ R’ 
(appartenenti alla involuzione) si distribuissero in due o pid sistemi 
lineari staccati, costituiti da curve appartenenti alla involuzione; ma 
nel caso presente questo spezzamento non @ possibile per la continuita 
che regna nella varieta co? delle curve R + R’, sicché anche in questo 
ultimo caso il sistema lineare determinato dalle R-+- R’ appartiene 
alla involuzione. 

Il sistema lineare che ad esso corrisponde sulla superficie I 0 é@ 
normale, oppure @ contenuto in un sistema normale che esso determina 
(n° 8); quest’ ultimo sistema noi indicheremo con |[|, e chiameremo 
|C| il sistema lineare che gli corrisponde nel piano; noi vogliamo 
determinare i caratteri di ||. 

Intanto (n° 8) la curva generica C di |C| ha lordine di R+ R’, 
e come questa curva si comporta nei punti fondamentali della involuzione. 
Ora l’ordine di R’ si pud calcolare facilmente in funzione dei seguenti 
due numeri (caratteri proiettivi della involuzione piana): 

vy numero delle coppie di punti coniugati nella involuzione che 
giacciono sopra una retta generica (classe della involuzione, estendendo 
un termine introdotto dal Caporali); 

k ordine della curva unita K, luogo di un punto che trovasi in- 
finitamente vicino ad uno dei suoi coniugati. 

Una retta generica R @ segata dalla curva trasformata R’ soltanto 
nelle » coppie di punti coniugati giacenti su R e nelle & intersezioni 
di R con K; totalmente in 2v + k punti (che, come é facile assicurarsi, 
sono semplici per R’), dunque |’ ordine di R + R’ ossia di C é 

2v+k+1. 

Due curve C si segano in un certo numero A di gruppi della 


involuzione, numero che non varia sostituendo ad una delle C (o ad 
entrambe) una curva spezzata R-+ R’. Ora un gruppo di I che stia 


*) Per un noto teorema del Sig. Bertini (Rendic. Istituto Lombardo 1882; 
si veda pure Liiroth, Math. Ann. Bd. 42) la curva generica del sistema non 
potrebbe spezzarsi che in pid curve di uno stesso fascio (insieme forse ad una 
parte fissa), oppure in una curva fissa ed in una curva irriduttibile variabile in un 
sistema lineare; ed entrambii casi si escludono subito pel sistema qui considerato. 
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su R-+ R’, ha uno dei suoi punti sulla retta R e viceversa; sicchd 
A coincide col numero dei punti che una C ha su R, ossia con 
2v+k+1. Dunque: 

Il grado del sistema |T| (sulla superficie I) é 


A=2v+k+1; 


(mentre il grado di |C| & An). 

Per calcolare il genere x dif ci conviene di ricorrere a quella 
superficie # che @ rappresentabile sulla I mediante il sistema |[| (n° 7). 
La F @ una superficie semplice*) di un certo spazio S,(r > 2), ha 
Yordine A, e la curva sezione iperpianale (con un S,_; generico) di 
genere z. 

Tra le sezioni iperpianali f di F’, che corrispondono tutte (in una 
corrispondenza (1, %)) alle curve piane C, si trovano oo? che hanno 
per imagini le curve R-+ R’; ad ogni punto di una [, tra esse 
corrisponde un sol punto di una retta R, e viceversa; quindi (se la 
retta R @ generica) quella curva [, @ irriduttibile e razionale. Perd 
la curva [, possiede dei punti multipli, che sono semplici per F' e 
quindi semplici per una sezione iperpianale generica di F. Infatti un 
punto di F, al quale corrisponda nel piano un gruppo della involuzione 
avente due dei suoi puntisu R, @ punto doppio dif,, ma evidentemente 
punto semplice di #’ (poiché quel gruppo non offre particolarita rispetto 
alla involuzione). Sicché [, intanto possiede v punti doppi che sono 
semplici per F’, e provengono quindi da contatti (semplici) dell’ iper- 
piano contenente [, colla superficie F. D’ altra parte il ragionamento 
ora fatto prova che nessun altro punto semplice di F’ pud esser multiplo 
per [,. HE si vede pur subito che [, non pud passare per un punto 
multiplo isolato di F, poiché ([, essendo una curva generica tra le oo? 
corrispondenti alle R +R’) per quel punto multiplo passerebbero tutte 
le [,, le quali si segherebbero a due a due in meno di A punti variabili; 
e quindi in meno di Ax punti variabili si segherebbero due curve piane 
R-+ RR’, contro a cid che prima si disse. Durtque (oltre ai punti 
multipli che possono eventualmente trovarsi sulla sezione iperpianale 


generica 1 in causa delle curve multiple di F’) la curva [, possiede 


soltanto v punti doppi provenienti da v contatti semplici del suo 
iperpiano con F’. Ora si osservi che un contatto semplice di un iper- 
piano con una superficie produce un abbassamento di una unita nel 
genere della corrispondente sezione, (quando questa, come nel caso 





*) Non accade infatti che le «7-1! curve C passanti per un gruppo generico 
della involuzione passino in conseguenza per altri gruppi variabili col primo, 
come si scorge considerando quelle C che si spezzano in una retta R e nella curva 
coniugata R’. 
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presente, non si spezza*)); quindi il genere di [ supera di v unita il 
genere di [, (che @ zero); ossia: 

Il genere del sistema || é v (classe della involuzione)**). 

Ora poiché tra il grado 


A=2v+k+1 
ed il genere x = vy di |[| passa la relazione 
A>2x—2 


(perché k > 0), ne viene (per lultimo teorema del n° 9) che la dimen- 
sione di || é 
r=A—a+1l—v7+k+2; 


e quindi ry > a. Resta dunque dimostrata la seconda proprieta fonda- 
mentale della superficie 1: 


Sopra la superficie 1 esiste un sistema lineare (normale) avente 
la dimensione superiore al genere. 

Anzi le considerazioni di natura proiettiva che ci hanno servito 
per costruire un tal sistema, lasciano apparire l’esistenza di infiniti 
sistemi analoghi. 

Lo studio della superficie I che gode le due proprieta fondamentali 
trovate (n‘ 9, 10), forma l’argomento del secondo Capitolo. 


*) Lo si vede proiettando la superficie nello spazio ordinario in guisa che 
quell’ iperpiano tangente si proietti in un piano tangente, 

**) Allo stesso risultato si arriva con un altro ragionamento che, sebbene 
meno semplice del precedente, ha il vantaggio di operare nel piano. Siano p e 
p’ i generi delle curve piane C ed R’, di ordini rispettivi 2v -+k-+1, 27+h. 
Si trova subito che il genere di una curva che abbia I’ ordine 2v + k + 1 ed abbia 
gli stessi punti multipli di R’, @ p'4+27+k—1. Ora C ha quell’ ordine e 
quelle molteplicita, fatta eccezione per i »(m—2) punti, che sono coniugati alle » 
coppie di I giacenti su R, i quali sono doppi per R’ (n° 3), ma non giacciono 
sulla C generica; dunque 

p=p +2rt+k—i+r(n—2)=—p' +k+on—1. 

La involuzione d’ ordine » e genere a giacente su C ha (per la formola di 

Zeuthen) 

2p — 2 — n(2a — 2) 
punti doppi, i quali costituiscono le intersezioni (fuori dei punti fondamentali) di 
C colla curva unita K (includendo in K anche quei punti fondamentali, se esistono, 
che riescono uniti per la involuzione »! sopra la C generica). Lo stesso numero 
di intersezioni ha con K la curva R-+ R’, wa 2k tra queste sono assorbite dai 
k punti di K giacenti su R, e quindi su R’; le rimanenti intersezioni sono punti 
doppi per la involuzione o‘ razionale d’ ordine m — 1 giacente su R’; dunque 
2p —2— n (2a —2) —2k = 2p’ — 2+ 2(n—1). 


Ora tenendo conto della relazione fra p e p’ ed eseguendo alcune semplici ridu- 
zioni, si trova di nuovo z =r. 
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Capitolo II. 


11. Nel Capitolo I° abbiamo dimostrato che ogni superficie I, i 
cui punti si possano riferire biunivostamente ai gruppi di una involuzione 
piana, gode le due seguenti proprieta (invariantive per trasformazioni 
biunivoche): 

1) Ogni sistema lineare normale di curve giacenti su I ha la serie 
caratteristica completa ; 

2) Su I esiste un sistema lineare (normale) di curve la cui dimen- 
sione supera il genere. Questo sistema sari indicato in seguito con |T|, 
e indicheremo con 7, x, A, la dimensione, il genere, il grado di |T|; 
per ipotesi @ 


r>t%, 
donde segue (n° 9) 


A=2a+r—1, 
ed anche 


2xa—1<A<2r—1. 

Noi in questo capitolo vogliamo dimostrare (senza pid valerci 
della involuzione piana) che ogni superficie la quale possegga le pro- 
prieta 1), 2), é@ ragionale, vale a dire riferibile punto per punto al 
piano; e con cid avremo dimostrato la razionalita della involuzione, 
ed avremo raggiunto lo scopo che ci siamo prefissi. 


12. E utile osservare anzitutto che la proprietd 1) esclude dalle 
nostre ricerche tutte le rigate non razionali, e le superficie che ad 
esse sono riferibili (biunivocamente). Infatti una superficie che appar- 
tenga ad uno spazio a r dimensioni S, e sia normale, se é riferibile 
alla I, ha (per la 1)) come sezioni iperpianali (cio® in S,_;) curve 
normali. Ma @ noto d’altra parte che nell insieme di tutte le rigate 
di genere p > 0 riferibili tra loro, ne esistono alcune (per es. quelle 
che hanno l’ordine n > 2p — 2 e non sono coni) le quali pur essendo 
normali, hanno per sezioni iperpianali curve non normali*), 


13. Cid premesso, noi possiamo subito dimostrare la razionalita 
della superficie I pei valori = 0,1, 2. 

Infatti se « = 0 la I possiede un sistema lineare |[| almeno co! 
di curve razionali, ed @ quindi razionale per un noto teorema del 


Sig. Néther*™). 


*) Il Sig. Segre dimostra infatti in due modi diversi (Ricerche sulle rigate 
ellittiche, n° 2, Atti dell’ Accad. d. Scienze di Torino, vol XX1; Recherches générales 
sur les courbes et les surfaces réglées, n° 14, Mathem. Annalen Bd, 34) che una 
rigata d’ ordine n>2p—2(p>0) avente per sezioni curve normali (quindi 
appartenente ad un S,_ p+1) © necessariamente un cono. 


**) Ueber Fldchen, welche Schaaren rationaler Curven besitzen (Mathem. 
Annalen Bd. 3), 


Mathematische Annalen, XLIV. 10 
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Se invece a = 1 allora é 

r>2, A=r. 
Quindi o r > 3, e allora la I @ rappresentabile biunivocamente sopra 
una superficie d’ ordine A — r di S,, superficie che (avendo noi escluse 
le rigate ellittiche) @ razionale*); oppure r = 2, A = 2, e stabilendo 
allora una corrispondenza proiettiva tra gli elementi (curve) del sistema 
IT| e le rette di un piano, si vengono a rappresentare sopra ogni 
punto del piano due punti della superficie, comuni ad oo! curve [, si 
viene a rappresentar la I sopra un piano doppio. Ogni retta del piano 
contata due volte rappresenta una curva ellittica [, e possiede quindi 
quattro punti di diramazione. La curva limite (Uebergangscurve) del 
piano doppio @ adunque del quarto ordine. Ora @ noto che un piano 
doppio con una quartica limite @ rappresentabile sul piano semplice**) 
(o eccezionalmente sul cono cubico, il che nel caso presente va escluso 
in virti dell’ osservazione fatta al n° 12). Dunque la F’ @ rappresen- 
tabile sul piano semplice, anche se w=1, r = 2 





928 


14. Veniamo ora al caso x = 2; dovremo veramente ricorrere a 
ragionamenti che ci serviranno per x qualunque, ma il premetterli ora : 
rendera pit chiara la trattazione del caso generale. Supponiamo anzi- 
tutto che il sistema |[| di genere 2, di dimensione r > 3 e di grado 
4 =r-+1, abbia la proprieta che le co”! sue curve passanti per 
un punto generico della superficie 1 non abbiano tutte in comune 
altri punti, variabili col primo. Allora la superficie 1 pud riferirsi 
biunivocamente ad una superficie F' di uno spazio S,, superficie .avente 
Yordine r + 1 e le sezioni iperpianali di genere 2. Proiettando la F 
da + — 3 (se r >3) suoi punti generici sullo spazio S,, si ottiene una 
superficie del quarto ordine a sezioni-piane di genere 2, cioé una 
superficie del quarto ordine con retta doppia, la quale (essendo escluse 
le rigate) @ certo razionale***). Sicché nella prima ipotesi fatta sul 
sistema |[|, la I @ razionale. 

Supponiamo in secondo luogo che le co™ curve di || passanti 
per un punto generico di I, passino tutte in conseguenza per altri 

u — 1(& 1) punti determinati dal primo e con esso variabili. Allora 
la serie caratteristica gy >} segata sopra una [ dalle rimanenti avra 
ogni suo gruppo composto di » — 1 (o pid) sottogruppi di w punti 
appartenenti ad una involuzione oo'. Sara dunque 


eemeTME 2 


a cl cc a 





*) Del Pezzo, Sulle superficie dell’ n° ordine immerse nello spazio di n di- 
mensiont (Rendic. Circolo Matem. di Palermo, t. I). 
**) Clebsch, Ueber den Zusammenhang einer Klasse von Flichenabbildungen ete. 
(Mathem. Annalen Bd. 3); Néther, Ueber die ein-zweideutigen Ebenentransforma- 
tionen (Sitzungsber. d. physik. medic, Soc, zu Erlangen , 1878). 
**#) Clebsch, Ueber die Abbildung algebraischer Flichen (Math. Ann. Bd. 1). 
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r+1>u¢—1), 
il che (tenendo conto della r >3) porta w=—2,r—3, A=—4. La 
serie caratteristica @ dunque una g,’, ed ogni suo gruppo si compone 
di due gruppi della serie g,' che la [ (di genere 2) sostiene; in altre 
parole le co? [ passanti per un punto generico di I passano tutte per 
un secondo punto, che su ciascuna di quelle [ @ coniugato del primo 


punto. Le oo? coppie di punti coniugati sulla superficie I si possono 
rappresentare sopra una superficie di ordine 4 2 di S,, sopra una 


quadrica, le cui sezioni piane contate due volte rappresentano le curve [. 
Ciascuna conica sezione contiene adunque 6 punti di diramazione, ed 
il luogo di questi @ una curva del 6° ordine. 

La superficie I pud dunque rappresentarsi sopra una quadrica 
doppia con una sestica limite. Ora @ facile dimostrare che una tal 
quadrica doppia @ razionale. Infatti se la quadrica @ generale, allora 
ogni sua retta @ segata in un numero pari di punti dalla curva limite 
(ché altrimenti quella retta contata due volte non potrebbe rappresen- 
tare una curva di I); quindi (dovendo escludersi il caso in cui la curva 
limite si spezza in sei rette di un sistema, poiché allora la I sarebbe 
una rigata di genere 2) vi sara sulla quadrica un sistema di rette 
secanti in due soli punti la curva limite, ed in corrispondenza vi sara 
sulla superficie [ un sistema lineare oo! di curve razionali; e tanto 
basta per asserire che la I @ razionale (per un teorema gia citato del 
Nother). Oppure la quadrica @ un cono; se la sestica limite passa 
per il vertice (due o quattro volte), le generatrici del cono rappresen- 
tano curve razionali di I, e quindi di nuovo la I @ razionale; se la 
sestica non passa per il vertice, ma sega tre volte ogni generatrice 
(e quindi il vertice @ punto limite isolato), il cono doppio viene 
proiettato da un suo punto generico in un piano doppio dotato di wna 
sestica limite avente due punti tripli infinitamente vicini; ma un tal 
piano doppio si pud rappresentare sul piano semplice*), sicché anche 
in quest’ ultimo caso la I @ una superficie razionale. E si pud concludere 
infine che se il sistema |[| giacente sulla superficie I ha il genere 2, 
la I @ certo razionale. 


15. E passiamo al caso generale 2 > 2. La dimostrazione del 
teorema che una superficie I godente le proprieta 1), 2) (n°11) @ 
razionale, si fonda sopra i tre lemmi seguenti: 

a) Se una superficie I contiene un sistema lineare || normale di 
dimensione r > x (> 2) (e soddisfa inoltre alla proprieta 1)), la 


*) Néther, Ueber die ein-zweideutigen Lbenentransformationen loc. cit.; 
Ueber eine Classe von auf die einfache Ebene abbildbaren Doppelebenen (Mathem. 
Annalen Bd. 33). 
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superficie contiene pure un sistema lineare |[’| oo*-!, le cut curve segano 
sopra ogni curva di \T\ la serie canonica gt~',; il sistema |[’| si dira 
sistema aggiunto a |T|. 

b) Se la curva generica del sistema aggiunto si spezza, lo spezza- 
mento avviene in x —1 curve razionali appartenenti ad un sistema 
lineare oo'. 

c) Se invece la curva generica del sistema aggiunto é irriduttibile, 
il suo genere é x <2 — 2; ed il sistema aggiunto ha quindi (come |T}) 
la dimensione superiore al genere (x1 — 1 > 72')*). 

Le dimostrazioni dei tre lemmi procedono diversamente (efr. n° 14), 
secondo che il sistema oo” |[| presenta la proprieta che le co”! sue 
curve passanti per un punto generico della superficie non hanno comuni 
in conseguenza altri punti determinati dal primo, o presenta la pro- 
prieta opposta. Noi comincieremo ad occuparci della prima ipotesi. 


16. Prima ipotesi. — Noi supponiamo dunque, finché non si 
dichiari il contrario, che le oo”! curve di |T| passanti per un punto 
generico della superficie 1 non abbiano in comune altri punti variabili 
col primo. In questa ipotesi si pud costruire in uno spazio a r dimen- 
sioni S, una superficie F, la quale sia riferita biunivocamente alla 
superficie 1, e venga segata dagli iperpiani S,; nel sistema lineare che 
corrisponde a |[|, e che continueremo ad indicare con |f|. L’ordine 
della F sara 

A=a+r-—l1, 


e x <~y sara il genere della sua sezione iperpianale (curva normale 
non speciale**)), 

Sulla #' noi vogliamo costruire un sistema lineare oo*—' di curve 
r’ secanti la serie canonica g?—', sulla sezione iperpianale [ di FP; 
Yordine di [’ dovra dunque essere 2a — 2. 

Per procedere nel modo pid semplice conviene di ridursi allo spazio 
ordinario S,; proietteremo percid la F' da r — 3 (ry > 3) suoi punti 
sopra S,. Per fissare gli r — 3 centri di proiezione, consideriamo una 
sezione generica di F’, cioe una curval normale non speciale d’ordine 
A appartenente ad S,_,, e su questa prendiamo r — 3 punti generict, 
vale a dire linearmente indipendenti (appartenenti cioe ad un S,-4), e 

*) E facile riconoscere (badando al n® 14) che il teorema a) vale anche per 
zm = 2, che il teorema b) perde in quel caso il suo significato, e che il teorema 
c) cade solo nell’ ultima ipotesi fatta al n° 14, alla quale corrisponde il valore 

an =i=2— 1, 

**) Seguendo il Sig. Segre dicesi non speciale (rispett. speciale) una curva 

di S, sulla quale gli iperpiani S,_, seghino una serie non speciale (0 speciale). 


ie CIE mee 
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tali che la curva [ venga da essi proiettata wnivocamente in una curva 
Tr, di S,, la quale adunque avra |’ordine 
A — (r—3) = a+ 2, 

e il genere 2, e sara essa pure (in virtd di noti teoremi) una curva 
normale non speciale. Ne segue che la proiezione (univoca) di F 
da quegli r — 3 punti é una superficie F, dello spazio ordinario S,, le 
cui sezioni piane irriduttibili sono curve normali non speciali d’ordine 
a -+- 2 e genere x. Ksisteranno forse anche piani secanti la F, in curve 
spezzate, ma in ogni caso si vede subito (e cid a noi basta) che per 
una retta generica di S, non passa nessuno di tali piani*), 

Ora noi comincieremo a costruire su F, un sistema lineare oo7—! 
t di curve secanti la serie canonica g*=!, sopra la sezione piana generica 
: r, di F). 

Nel piano di [, la serie canonica @ segata dalle curve d’ ordine 

(7#+2)—-3=—a2—-1 

aggiunte a [, (che ha l’ordine +2), Per fissare un gruppo della 
serie, 0, cid che fa lo stesso, una di tali curve, basta assegnare nel 
piano di [, «—1 punti generici; e questi punti si possono anche 
prendere sopra una retta generica s del piano; giacché se per 7 — ] 
punti di s passassero (pit di una e quindi) infinite curve aggiunte 
d’ ordine  — 1, una tra queste conterrebbe la s, e quindi il gruppo 
segato das sul, sarebbe speciale, mentre abbiamo visto che la sezione 
rT, @ una curva non speciale. Ora facciamo ruotare il piano di [, 
intorno ad s, e per ogni posizione del piano segniamo la curva 
| aggiunta d’ordine «—1 passante per ‘quei a —1 punti di s, che 
supponiamo fissi, Otteniamo cosi oo! curve d’ordine a — 1 sui piani 
del fascio s, le quali segano tutte la retta s negli stessi w — 1 punti. 
Queste curve costituiscono una superficie @, la quale, come ora 
mostreremo, @ d’ordine  — 1. Se infatti © fosse d’ordine superiore, 
essa dovrebbe contenere una o pit volte la rettas, e quindi un piano 
(almeno) per s dovrebbe segare la ® nella retta s, contata una volta di 
pid che nella intersezione col piano generico del fascio, ed in una 
curva residua d’ordine 7 — 2. Ma allora (ragionando come prima) si 
troverebbe che que! piano per s segherebbe la F, in una curva speciale; 
mentre noi sappiamo che ogni sezione piana irriduttibile di F, @ una 
curva non speciale, e sappiamo d’altra parte che per una retta generica 
$ non passano piani secanti F, in curve riduttibili. Dunque la ® @ 
proprio d’ordine  — 1, come si era asserito. 

*) Infatti una superficie di S, che ammetta ow? sezioni piane riduttibili é 
rigata od é la superficie di Steiner (w=0), casi entrambi da escludersi; (si veda 
in proposito la mia Nota Sulle superficie algebriche trriduttibili che ammettono un 
sistema doppiamente infinito di sezioni piane riduttibili, Rendic. Accad. d. Lincei, 
gennaio 1894), 
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Ad ogni gruppo di x — 1 punti di s corrisponde una superficie 9, 
la quale sega sopra ogni piano per s una curva dordine x — 1 
aggiunta alla sezione di quel piano con F,; le co*-' ® che cosi si 
ottengono, formano, come é@ chiaro, un sistema lineare. Ognuna di 
esse sega JF, (oltre che lungo la curva multipla) in una curva [,’ 
che venendo incontrata da ogni piano per s in 2a — 2 punti, ha 
Yordine 2% — 2. Si ottiene adunque su F, un sistema lineare co*' 
di curve d’ordine 2% — 2, le quali segano sopra ogni sezione piana [, 
di J’, (anche se il piano dif, non passa per s) una serie g¥~!,, quindi 
la serie canonica di f,. E cosi intanto rimane dimostrata l’esistenza 
di un sistema lineare |[,'| secante la serie canonica sulle oo* curve [,. 

Torniamo ora alla superficie F' di S,, dalla quale abbiamo ottenuto 
la J’, mediante proiezione (da r — 3 centri), e consideriamo su J’ quelle 
co*—' curve [’ che hanno per proiezioni le curve [,’. Se per ciascuno 
degli r — 3 centri di proiezione la [’ passa a (> 0) volte, l’ordine di 
lr’ é 2a4—2-+a(r—3); e la [, sega in @ punti ciascuna delle 
r — 3 rette che stanno su F,, e rappresentano i centri di proiezione 
(o meglio i punti ad essi infinitamente vicini). Ora un piano condotto 
per una di tali rette sega la F, lungo una curva che ha il genere 
a — 1 (perché proiezione della sezione di F' con un iperpiano tangente 
ad F' nel corrispondente centro di proiezione); e quella curva piana 


: ag : ae? 2 “Ss, 
di genere x — 1 viene incontrata dalle oo*~'[,’ in una serie g7—!,_.. 


La serie @ non speciale (perché la dimensione uguaglia il genere 
della curva sostegno); quindi 

2a — 2 —a>(x—1)+ (x—1), 
ossia @ == (0. Ne viene che le oo*-! curve [’ esistenti su F hanno 
proprio lordine 2a — 2; e segano in conseguenza la serie canonica 
Gr,'_ Sopra ogni sezione iperpianale di F. Lesistenza del sistema 
lineare |[’| dotato di questa proprieta (sistema aggiunto) era appunto 


affermata dal lemma a), il quale rimane dunque dimostrato com- 
pletamente. 





17. Il lemma b) contempla il caso che ciascuna curva del sistema 
aggiunto |[’| si spezzi; come pud avvenire lo spezzamento ? 

E noto*) che la curva generica di un sistema lineare oo* giacente 
sopra una superficie non pud spezzarsi che in una parte fissa (comune 
a tutte le curve) ed in una parte variabile irriduttibile, oppure in un 
certo numero > k di curve appartenenti ad uno stesso fascio (sistema 
co!, razionale o no, tale che per ogni punto della superficie passa una 
sola curva) pit forse una parte fissa, Ora sulla F di S, le oo7—' curve 
[’ @ ordine 2% — 2 non possono contener tutte una stessa parte 


*) Enriques', Ricerche citate; I, 1. 
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fissa, poiché la serie canonica, segata dalle [’ sopra una sezione iper- 
pianale [, non pud aver punti fissi (comuni a tutti i suoi gruppi). 
Resta la seconda ipotesi che la [’ si spezzi in (almeno) x — 1 curve 
di un fascio; ma poiché la ¥ non @ rigata (n° 12), le curve del fascio 
devono esser coniche, le quali prese a a —1 per volta daranno le 
oo*-!T’. Dunque la serie co! delle coniche @ lineare; come del resto 
risulta dal fatto che nel caso presente la sezione iperpianale [ é iper- 
ellittica (perché i gruppi di g7—', contenenti un punto di [ contengono 
in conseguenza una stesso secondo punto). 


Sotto forma invariantiva si pud dunque asserire che se la curva 
generica del sistema aggiunto a \T| si spezza, lo spezzamento avviene 
in % — 1 curve razionali appartenenti ad un sistema lineare oo'; e cid 
precisamente diceva il lemma b). 


18. Passiamo ora a dimostrare il lemma c); supponiamo adunque 
questa volta che la curva generica [’ del sistema aggiunto sia irriduttibile, 
e cerchiamo un limite superiore al suo genere 2’. 

Indichiamo percid con Se(g< 71) lo spazio a cui appartiene la 
curva [’ d’ordine 2% — 2 tracciata sulla superficie F’; poiché la [’ 
determina sulla sezione iperpianale [ di F un gruppo generico della 
serie canonica g7—',, ne viene che ogni gruppo di questa serie dovra 
appartenere ad uno spazio S,_;. D’altra parte —1 punti del gruppo 
possono prendersi ad arbitrio sulla [ di S,.1 (dove r— 1 >a — 1), 
e quindi appartengono ad uno spazio con x — 2 dimensioni; segue 
dunque @ — 1 >a — 2 ossia g>a—1. Manon pud esser nemmeno 
o = x — 1 ossia 9 — 1 = a — 2, poiche in tal caso accadrebbe che 
lo spazio determinato da x — 1 punti generici di segherebbe ulterior- 
mente [ in altri punti (che coi primi completerebbero un gruppo 
canonico); e cid @ impossibile, perché entro ad S,1, lo spazio di 
y — 2 (o meno, quindi anche di w — 1) punti generici di una curva 
[ (appartenente ad S,,) non sega ulteriormente la curva*}. Dunque 
si conclude che g > 2; donde segue che [’ appartenente ad Sp ed 
avente Vordine 2x —2 < 2g, @ una curva non speciale. Si pud 


*) Si veda ad es. Bertini, Intorno ad alcuni teoremi della geometria 
sopra una curva algebrica, n° 2 (Attij dell’ Accad. d. Scienze di Torino, vol, 26). 
Cid che a noi interessa, si pud anche dimostrare osservando che se ogni 
gruppo canonico di [ appartenesse ad un S__., la stessa proprieta spetterebbe 


ad ogni gruppo canonico sulla curva d’ordine 21—1 di S,_, che si ottiene 
proiettando la [ (d’ordine z+ r—1 di S,_,) da r—- suoi punti, Ma lo spazio 
S,_,4i un gruppo canonico segherebbe la curva proiezione ulteriormente in un punto, 
pel quale dovrebbero passare gli S,_, di tutti gli altri gruppi canonici (in virtu 
del Restsatz), quindii gruppi canonici sarebbero »#—2, mentre sono realmente o7—1, 





eet nt 
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quindi scrivere la relazione che lega il genere e l’ordine di una curva 
non speciale colla dimensione dello spazio a cui la curva appartiene; 
relazione che nel nostro caso é 
a’ < (2a —2)—@, 
dove.’ @ il genere di F’. 
Aggiungendo a questa l’altra relazione x < @ si trova 
xn oa —2; 

la quale ci dice anzitutto che i genere x’ di |['| é imferiore di due 
unita almeno al genere x di ||; e in secondo luogo che la dimensione 
rv’ =2 —1 di |T’| supera il genere x’ del sistema stesso, proprieta 
questa perfettamente analoga alla 2) (n° 11) valida per |f|. E cosi 
le affermazioni del lemma c) sono tutte giustificate. y 


19. Dobbiamo ora dimostrare i lemmi «&), b), c) (n° 15) nella 

Seconda ipotesi. — Ii sistema lineare \T| co” goda la proprieta 
che le co’—' sue curve passanti per un punto generico della superficie | : 
abbiano comuni in conseguenza aliri uw —12>1 punti, variabili col 
primo punto.*) Allora ragionando come nel caso particolare 7 = 2 
(n° 14) si vede subito che ogni gruppo della serie caratteristica g’>' di 


[| si deve comporre di r — 1 (o pid) gruppi di una involuzione co! 


4 

: 

a 

& 

@ordine w; sicché ; 

Azur — 1); 
daltra parte sappiamo che A < 2(r — 1); quindi il solo caso possibile é@ 
uw=2, A=2r—2, z(—A-—-r4+)—=r—-1. 

La curva [ generica @ una curva iperellittica, e |[| é un sistema lineare 

co"+! di curve iperellittiche di genere x, che si segano a due a due na 

coppie variabili. 

Le co? coppie di punti sulla superficie 1, tali che le [ passanti per : 
un punto di una coppia passano pure per il secondo punto, possono ‘ 
rappresentarsi biunivocamente sopra una superficie 2 di ordine z 
appartenente ad uno spazio S,4,, superficie le cui sezioni iperpianali sono 
curve razionali, che contate due volte rappresentano le [. Sopra ogni 
sezione si trovano dunque 2% + 2 punti di diramazione, ed ‘il luogo di 
questi su 2 @ una curva A d’ordine 2a + 2; la superficie 1 é@ rappresen- 

: tabile sulla X doppia, dotata della curva limite A. 


*) Si potrebbe osservare che il sistema |[|, di cui al n° 10 si é dimostrata 
Vesistenza, soddisfa alla prima ipotesi (n° 16); parrebbe quindi che a questa si 
potesse limitar la discussione. Si noti perd che il sistema |['| aggiunto a |T| 
costruito al n° 16 pad benissimo soddisfare alla seconda, anziché alla prima ipotesi, 
sicché ad esse dovrebbero applicarsi le considerazioni contenute nel n° 19, le quali 
preferisco di svolgere subito (anziché rimandarle al momento in cui diventano 
necessarie) per ragioni di chiarezza. 
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La superficie 2 (d’ordine x appartenente a S,4:) 8, per un noto 
teorema*), rigata se a 24; e nel caso = 4, se non é@ rigata, @ la 
superficie di Veronese con oo? coniche secantisi a due a due in un 
punto variabile (rappresentata sul piano dalle 00° coniche). Noi possiamo 
perd, questa volta, escludere la superficie di Veronese, perché la 
curva limite A sopra essa dovrebbe aver l’ordine 10, e quindi dovrebbe 
segare ciascuna delle co? coniche in cinque punti, mentre ogni curva 
algebrica irriduttibile di 2, corrispondendo ad una curva della super- 
ficie 1, deve contenere un numero pari di punti di diramazione, deve 
dunque segar A in un numero pari di punti. Resta cosi da considerare 
soltanto il caso della 2 rigata, nel quale la | contiene un sistema 
lineare oo! di curve iperellittiche rappresentate dalle generatrici di 2 
contate due volte, La curva A sega in un certo numero pari 2h(>2) 
di punti ogni generatrice della rigata. 

Ora se h=1 la generatrice contata due volte rappresenta una 
curva razionale della superficie 1; le co! curve razionali che si ottengono 
su questa, formano un sistema lineare (quindi la 1 @ razionale); e prese 
a «x —1 per volta danno su I| curve (spezzate) di un sistema lineare 
oo*-!, le quali segano ogni curva [ (corrispondente ad una sezione 
iperpianale di 2) in x — 1 coppie della serie g,' giacente su [, cioe 
in un gruppo della serie canonica di [. Il sistema co! qui nominato 
pud assumersi come sistema |[’| aggiunto a |[|; esso soddisfa ai lemmi 
a) e b) che rimangono cosi dimostrati. 

Lo stesso ragionamento e la stessa conclusione valgono pure se 
(essendo h> 1) dei 2h punti di ogni generatrice di 2, 2h—1 0 2h—2 
si trovano riuniti in un punto di questa, perché sempre la generatrice 
contata due volte rappresenter&é una curva razionale di 1**). Resta 
dunque soltanto il caso in cui almeno tre punti semplici di A si trovano 
sopra ogni generatrice, distinti dai rimanenti 2h — 3. Allora la rigata 
2 non pud esser un cono, perché altrimenti un iperpiano S, pel ver- 
tice segherebbe la curva A d’ordine 2a + 2 in almeno 3a” > 2a + 2 
punti (w > 2). Poiché dunque la S non @ un cono, gli oo*— iperpiani 
condotti per una sua generatrice segano su 2 (d’ordine 2) un sistema 
co*~! di curve irreduttibili razionali d’ordine 7 — 1, le quali incontrano 
A in 2a + 2— 2h punti. A queste curve contate due volte corrispon- 
dono sulla superficie 1 cot—' curve iperellittiche di genere x —-h<a—2 
formanti un sistema lineare; ognuna di esse sega una curva [ (corri- 
spondente ad una sezione iperpianale di 2X) in a — 1 coppie della g,' 

*) Del Pezzo, Sulle superficie di ordine n immerse nello spazio di n-+-1 
dimensiont (Rendic. dell’ Accad. di Napoli, 1885). 

**) Si vede facilmente che questo caso é possibile soltanto se 2 @ un cono 
il cui vertice assorbe 2h —1 0 2h — 2 punti di diramazione di ciascuna 
generatrice. 
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appartenente a [, cioé in un gruppo della serie canonica dif. Dunque 
il sistema nominato co™—' sulla I pud assumersi come sistema |[’| 
aggiunto a ||; ed insieme all’ esistenza del sistema aggiunto (lemma a)) 
resta dimostrato che il suo genere 2’ = 2—h non supera x — 2 
(lemma c)) *). 


20. Dimostrati cosi i lemmi a), b), c) anche nella seconda ipotesi, 
si scorgera facilmente come essi conducano subito alla dimostrazione 
della razionalita di I. 

Sulla superficie 1, soddisfacente alle due proprieta 1), 2) (n° 11), 
esiste per ipotesi wn sistema lineare |[| normale, avente la serie carat- 
teristica completa, e la dimensione r superiore al genere x. Se a<2 
sappiamo gia (n' 13, 14) che la 1 @ razionale. Sia dunque z > 2; si 
costruisca allora il sistema lineare |[’| aggiunto a |[|, che certamente 
esiste (lemma a)). Ora sono possibili due casi. O la curva generica 
di |f’| @ riduttibile, ed allora essa si spezza in a — 1 curve razionali 
variabili in un sistema lineare co! (lemma b)), e la superficie I con- 
tenendo un sistema lineare oo' di curve razionali, @ razionale. Oppure 
(solo caso che ci rimane da considerare) la curva generica di |[’| é 
irriduttibile, ed ha il genere x’ < a—2 (lemma c)). Ora sarebbe 
facile il dimostrare che il sistema co*—' |[’| &@ normale; ma questa 
considerazione non @ nemmeno necessaria, perché esister&é in ogni caso 
un sistema lineare normale contenente |[’| e da esso determinato; ed 
il nuovo sistema, che potremo indicare ancora con |[’|, avra la di- 
mensione + > x — 1, ed il genere (per definizione, n° 8 nota) uguale 
a x’, quindi minore di r’. Cosi abbiamo riconosciuta l’esistenza sulla 
superficie 1 di wn sistema lineare |T’| normale, avente la serie carat- 
teristica completa (per la 1) del n® 11), e la dimensione r’ superiore al 
genere x’; e sappiamo inoltre che 2° < x — 2. 

Questo nuovo sistema |[’|, che ha le stesse proprieté di |[|, pud 
esser sostituito a |[| nelle considerazioni precedenti. E cosi si continua 
finché si arriva (poiché i generi dei successivi sistemi vanno decrescendo) 
ad un sistema |[*|, del quale o la curva generica di spezza in pid curve 
razionali di un sistema lineare oo’, ed allora la 1 @ ragzionale; o la 
curva generica @ irriduttibile ed ha il genere 7;< 2, ed anche in 
questo caso la I @ razionale. 

Sicché finalmente possiamo affermare che 

E razionale ogni superficie la quale goda le due proprieta seguenti: 

1) Ogni sistema lineare normale di curve sulla superficie ha la serie 
caratteristica completa; 











*) Anzi se si osserva che le #2—2 curve di |f’| che passano per un punto 
di I, passano pure per il punto coniugato (che ha la stessa imagine su 2), si 
deduce (ragionando come per |[|) che 2’ =r’—1=—=a—2, e quindi h= 2. 
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2) Sulla superficie esiste un sistema lineare (normale) di curve avente 
la dimensione superiore al genere. 


21. Per le considerazioni fatte pid volte, il teorema si applica 
subito ad ogni superficie, i cui punti si possano riferire biunivocamente 
ai gruppi di una involuzione piana, o (sotto altra forma) ad una super- 
ficie il cui punto generico abbia le coordinate funzioni razionali di due 
parametri. Dunque: 

Si pud sempre stabilire una corrispondenza (algebrica) biwnivoca 
tra % gruppi di una involuzione piana ed i punti di un piano. 

Se le coordinate del punto generico di una superficie sono funzioni 


razionali di due parametri, la superficie é rappresentabile punto per 
punto sopra un piano. 


Venezia, Settembre 1893. 














Bemerkung zur Algebra der Logik. 
Von 


A. Korssxr in Pirna. 
(Auszug aus einem Briefe an die Redaction). 





Die Nichtbeweisbarkeit der ,,zweiten‘‘ Subsumtion des Distributions- 
gesetzes auf Grund der von Herrn Charles 8. Peirce gegebenen 
Grundlagen erscheint darum wichtig, weil sie die Selbstindigkeit oder 
Abgeschlossenheit des (von Schréder so genannten) Gruppenkalkuls 
gegentiber dem identischen Kalkul verbiirgt. 

Vielleicht wird es den Lesern der Annalen willkommen sein, neben 
den beiden Beweisen von Herrn E. Schréder (Algebra der Logik, § 12) 
und denen der Herren V oigt (angedeutet in der Vierteljahrsschrift fiir 
Philosophie 1892) und Liiroth (Recension in Schlémilch’s Zeitschrift 
fiir Mathematik und Physik) folgenden anschaulichen Beweis der Nicht- 
beweisbarkeit zu haben. 

Es mégen a,b... oder auch p, py... 9:92 -.+ €,€ --. Raumelemente, 
d. h. Punkte, Geraden, Ebenen, 0 das ,,Nichts“, 1 deu ,,ganzen Raum‘ 
bedeuten. Es heisse auch 

a=-€b a liegt in b, und bedeute 

a.b oder ab das in a und b enthaltene Element héchster, 

a-+ 6 das a und Db enthaltende Element niedrigster Dimension. 
Die Anschauung zeigt nun, dass folgende Siitze bestehen. (Algebra § 4,5). 

I. a-€a. 

Il. Wenn a -€b und b =e, so ist ae. 

(1) Wenn®a < b und b -€a, so ist a=b. 

(2) 0 -€ a, a-<1 fir beliebige a. 

(3) Wenn c =€ a und c =<), so ist cab 

(34) Wenn a=€c und b <e, so ist a+b<e 


Es gelten daher auch die in der ,, Algebra“ aus diesen abgeleiteten 
Siitze z, B. 


und umgekehrt. 


a.a=a+t+a=—a. 
Wenn a-€b, so ist ab=a, sowie a+b=b, und umgekehrt. 





BalY 











a 








Bemerkung zur Algebra der Logik. 157 


Insbesondere bewahrheitet sich auch die » erste“ Subsumtion des 
Distributionsgesetzes 


ab + ac -€ a(b+ec). 


Nun seien p,p,p, drei verschiedene Punkte einer Geraden g, also 


Pi Po = PiP3 = 9, DISD, Po t+P—g.- 
Dann ist 


Pi(PotPs) = PI= Pi, PP. + PyP3s =~ 0+0—0, 
also 
Pi(P2o+ Ps) $= PrP2 + PiPs, q. ed. - 
Pirna, im Februar 1893. 











Trasformazione di una curva algebrica in un’altra con soli 
punti doppi*). 


Nota di 


E. Bertini a Pisa. 


In molti lavori geometrici si applica, come noto, il seguente 


teorema: — Qualungue curva piana (semplice o composta) si pud, con 
una trasformazione birazionale, trasformare in un'’altra fornita di soli 
punti doppi: — ma non vié fatto aleun cenno, per quanto mi consta, 


di una esplicita dimostrazione del teorema stesso. Forse si ritiene 
facile stabilirlo o con considerazione analoga a quella accolta da 
Noether per la riduzione di una superficie ad un’altra dotata soltanto 
di curva doppia e di punti tripli**), ovvero riferendo la curva piana 





*) Parmi utile riprodurre dalla Rivista matematica diretta da G. Peano 
(Vol. I, 1891, pag. 22) questa mia breve Nota, contenente una dimostrazione 
semplice ed esente da ogni obiezione di un teorema geometrico importante; tanto 
pit che lo stesso argomento fu posteriormente trattato in altre pubblicazioni, 
nelle quali non @ fatto alcun cenno di quella Nota. Citeré le T'raité d’ Analyse 
del sig. Picard, ove (a pag. 366 del +t. I[) @ esposta una dimostrazione che 
Vautore stesso riconosce non del tutto soddisfacente: la Nota del sig". Simart: 
Sur un théoréme relatif a la transformation des courbes algébriques (Comptes rendus, 
t*. 116, 8 Mai 1893): e la Nota del sig'. Poincaré: Sur les transformations 
birationelles des courbes algébriques (ivi, t®. 117, 3 Juillet 1893). A proposito di 
quest’ ultimo lavoro osserverd anche che il dubbio espresso colle parole: ,,Il est 
peu vraisemblable qu'il existe des courbes gauches dont toutes les cordes doubles 
soient triples“, é gid risoluto; cioé non esistono curve gobbe di cui ogni corda 
sia trisecante (cfr. Bertini, Intorno ad alcuni teoremi della Geometria sopra 
wna curva algebrica. (Atti della R. Accad. delle scienze di Torino, vol. XXVI, 
1890), ultima parte della nota al n° 3), 


**) Noether, Anzahl der Moduln einer Classe algebraischer Flachen (Sitzungs- 
berichte der k. Ak. der Wiss, zu Berlin, 1888) §I, Cfr. anche Clebsch-Linde- 
mann, Vorlesungen, 1, pag. 664—65. 
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univocamente ad una curva di un iperspazio e poi proiettando quest’- 
ultima da uno spazio arbitrario sul piano. 

Comunque, espongo qui una dimostrazione del teorema, che mi 
pare semplice e rigorosa, ottenuta coll’aiuto d’una trasformazione 
piana doppia. 

La data curva piana si trasformi dapprima (con una trasformazione 
cremoniana del suo piano) in un’altra [ con soli punti multipli ordi- 
nari A, A,, A,,...A,. Si consideri uno A di tali punti e una 
rete di cubiche per A e per altri sei punti del piano B,, B,,... B, 
indipendenti fra loro e dalla curva [. In particolare occorre che, 
fissati cinque di essi B,, B,,... B;, il sesto B, sia scelto esterna- 
mente a certi quattro luoghi A,, A,, A,, Ay. Uno A, di questi luoghi 
é quello del nono punto base di un fascio di cubiche, di cui gli altri 
otto punti base sono A, B,, B,, ... B, e due punti dif, uno C 
fisso (preso arbitrariamente), l’altro C, variabile. Un altro luogo A, 
é quello del nono punto base di un fascio di cubiche che passano per 
A, B,, B,, ... B, e toccano [ in un punto variabile. Un terzo 
luogo A, @ costituito di + cubiche, ciascuna delle quali @ pure descritta 
dal nono punto base di un fascio di cubiche per A, B,, B,, ... B; 
e tangenti in A;(t—1, 2,...7) ad una retta variabile intorno a questo 
punto. E infine i] quarto luogo A, @ composto di r curve, ciascuna 
generata dal nono punto di un fascio di cubiche per A, B,, B,, ... B;, Ai 
e per un punto variabile di [. 

Nella trasformazione piana doppia, a cui da origine la rete di 
cubiche per A,, B,, B,, ...B,*) la curva [ (del piano semplice) si 
trasforma in una curva [, (del piano doppio) univocamente, perché 
B, & esterno a A, (onde C non pud avere per punto congiunto alcun 
punto C, di). Inoltre, per essere B, esterno a A,, la trasformata 
[, non avra regressi. La curva [, posseder& invece un certo numero 
di punti doppi provenienti dai fasci della detta rete, di cui i due 
rimanenti punti base sono sopra [. Possedera altresi singolarita 
corrispondenti ai punti A,, A,,... A,, Je quali saranno della stessa 
natura di queste e quindi singolaritaé ordinarie, perche B, @ esterno 
a A,, cioe i punti A; non giacciono sulla curva doppia del piano 
semplice, e perch® B, @ esterno a A,, cioe A; non @ congiunto ad 
aleun punto di [**). Ed @ chiaro che [, non ha altre singolarita, 





*) Cfr., ad es., De Paolis, Le trasformazioni piane doppie (Memorie della 
R. Accad. dei Lincei, serie 3*, Vol. 1°) n. 28. 

**) Nell’enunciato del teorema a pag. 668 delle citate Vorlesungen di Clebsch- 
Lindemann non si ha riguardo alla possibilita di questi due casi. Per mante- 
nere in quell’enunciato la locuzione «in derselben Weise», occorre escludere non 
soltanto i punti multipli che sono nei punti base della rete delle ®, ma anche 
quelli che sono sulla jacobiana della rete (cioé sulle curve fondamentali e sulla 
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ricordando che ad A corrisponde una retta e perd alle direzioni di [ 
uscenti da A, punti distinti di questa retta, e di pid che nel piano 
semplice non esistono curve fondamentali. 

Si perviene al teorema eliminando nello stesso modo successivamente 
le singolarita di [, corrispondenti ad A,, A,,... Aj. 


Pavia, 21 febbraio 1891. 


curva doppia) e quelli che sono congiunti a punti della curva nella i~ >luzione 
del piano semplice. 


[Die Methode von Bertini kommt geometrisch zu reden darauf zuriick, die 
Ebene, in welcher uns die Curve mit singuliirem Punkte gegeben ist, als ein- 
deutige Abbildung einer Fliche 3. Ordnung zu betrachten, dadurch die Curve 
in eine Raumcurve zu verwandeln und letztere hinterher wieder von einem hin- 
reichend allgemeinen Punkte aus auf eine andere Ebene zu projiciren. In dieser 
Form ist mir der Ansatz noch von Clebsch her bekannt, der mir denselben im 
Herbst 1869 miindlich mittheilte. Ich erwiihne dies nur, weil ich gerade in letzter 
Zeit in meinen Vorlesungen und Vortriigen wiederholt daran angekniipft hatte. 
Die Leser der Annalen werden darum Hrn. Bertini fiir seine ausfiihrliche Dar- 
stellung nicht geringeren Dank wissen. ] 


F. Klein, 
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Die vorliegende Arbeit will zu einer geometrischen Einfiihrung in 
die allgemeine Theorie der Schwarz’schen s-Function einen Beitrag 
liefern. Ihr Gegenstand ist im Wesentlichen das Studium der conformen 
Abbildung, welche die genannte Function von der Ebene des Argumentes 
entwirft; die hierbei angewandten Methoden werden zumeist einen rein 
geometrischen Charakter, oft in elementarer Einfachheit, tragen. Der 
sich darbietende Stoff erwies sich zu umfangreich, um die Betrach- 
tungen schon jetzt zum vélligen Abschluss zu fiihren; doch erschien 
ein lingeres Hinausschieben einer ersten Verdffentlichung aus manchen 
Griinden unthunlich. Die Anregung Zu diesen Untersuchungen ver- 
danke ich den Vorlesungen des Herrn Prof. Klein iiber ,,Ausgewiahlte 
Capitel aus der Theorie der linearen Differentialgleichungen 2. Ordnung“, 
die derselbe in den Jahren 1890—91 an der Universitit Gottingen ge- 




















Beitrige zur geometrischen Theorie der Schwarz’schen s-Function. 163 


halten hat. Soweit ich im Folgenden auf dieselben Bezug zu nehmen 


habe, werde ich dies durch den in Klammern hinzugefiigten Hinweis 
(K) andeuten.*) 


I. Theil. 
Historischer Riickblick nebst Disposition der Abhandlung. 
S & 


Allgemeine Eigenschaften der s-Function. Ihre conforme Abbildung 
fiir reelle oder imaginire Exponenten 4, u, v. 


labe 
Die Schwarz’sche Function s| Lae J des unbeschrinkt ver- 


iinderlichen Argumentes ¢ soll hier definirt sein durch die folgende 
symmetrische Differentialgleichung 3. Ordnung**): 


d's ‘ds \ 2 
eS SD a ee 
ds 2) ds ~~ (e—a)(e—b) (e—e) 
dz dz 
i—’? (a—b)(a—c) i—u*® (b—c)(b—a) 1—v»? (c—a)(c—b) : 
i ‘ee  — 7 2—b lies =e | 


In ihr bezeichnen a, b, ¢ die ,,singuliiren Punkte“ in der z- Ebene, 
4, u,v die sogenannten ,,Exponenten“, von denen wir sogleich niher 
sprechen werden. Bezeichnet man den Ausdruck auf der linken Seite, 
die ,,Schwarz’sche Differentialinvariante“, mit Hrn. Klein durch das 
Symbol [s]., so kénnen wir die letzte Gleichung in die abgekiirzte 
Form seizen: [s],— R(z), unter R(z) die angefiihrte rationale Function 
von g verstanden, Der Zusammenhang der s- Function mit der hyper- 
geometrischen Reihe und der Riemann’schen P-Function, die ihrer- 
seits einer bestimmten Differentialgleichung 2. Ordnung mit rationalen 
Coefficienten geniigen, ist bekannt genug, sodass wir nicht darauf 


*) Nach dem Abschluss dieser Arbeit ist inzwischen die Abhandlung von 
E, Study tiber ,,Sphirische Trigonometrie, orthogonale Substitutionen und ellip- 
tische Functionen“ im XX. Bande der Abhandlungen der mathem.-physikal. Classe 
der Kgl. Siichs, Gesellschaft der Wissenschaften erschienen. Freilich verlangt unsere 
Fragestellung von vornherein einen anderen Standpunkt in der sphirischen Tri- 
gonometrie, indem fiir uns insbesondere stets die ,,Dreiecksfliiche‘ im Mittelpunkte 
des Interesses steht, wiihrend bei Study nach dem Vorgange von Mébius 
das allgemeine Dreieck als Gebilde dreier grisster Kreise der Kugel erscheint, 
welches durch Festlegung des Drehungssinnes in den Seiten und Winkeln niher 
definirt ist. Gleichwohl ist die Beziehung beider Arbeiten an manchen Punkten 
unverkennbar, (Vgl. auch den im ersten Hefte dieses Annalenbandes erschienenen 
Aufsatz von Hrn.Schoenflies: UeberKreisbogendreiecke und Kreisbogenvierecke.) 

**) Dieselbe ist in dieser Form zuerst von Hrn, Klein aufgestellt worden, 
Ann. 12, p. 170, 1876; an sie kniipft spiiter Papperitz an, Ann, 25, p. 214, 1884. 
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einzugehen brauchen.*) Vielmehr wollen wir in wenigen Sitzen die 
wesentlichen Eigenschaften der s-Function zusammenstellen, soweit 
sie fiir uns in Betracht kommen: 


1. Aus einer gegebenen Particularlisung s, stellt sich das allgemeine 


Integral s der obigen Differentialgleichung in der Form s = wats 

"0 
dar, d. h. als allgemeinste gebrochene lineare Function von s,. Die 
Differentialgleichung definirt eine ganze Functionsschaar, von der eine 
bestimmte Function in der Gesammtheit ihrer analytischen Fortsetzungen 
nur ein einzelnes Individuum vorstellt. 


2. Unter den Particularlisungen befinden sich drei ausgezeichnete, 
welche sich im Aligemeinen (d. h. jedenfalls fiir nicht ganzzahlige A, w, v) 
fiir die Umgebung der singuliren Punkte a resp. b, c in die Gestalt 
setzen lassen: 

Sa = (¢ — a)’ - P,(e — a), 

S = (¢ — by - P(e — bd), 

Se = (2 — c) - Px(e — ©); 
P,, P,, P,; bedeuten Potenzreihen, in denen das constante Glied nicht 
verschwindet. Mit Ausnahme der Punkte a, b, ¢ verhilt sich die 
einzelne Function der Schaar in allen Punkten der z- Ebene unverzweigt. 

3. Umlduft die Variable z in ihrer Ebene den Punkt a oder b, c, 
so erleidet die beliebige Particularlisung s, bestimmte lineare Substitu- 
tionen, die wir als die Fundamentalsubstitutionen A, B, T bezeichnen. 

Nun lasst sich ein Umlaufsweg, der die Punkte a, b, ¢ gemeinsam 
umschliesst, einmal in die Aufeinanderfolge der einzelnen Umkreisung 

oi ——_ der Punkte a,b,c zerlegen, andererseits 


«@ 0 c 





—— }-- sich tiber das Unendliche auf einen Punkt 
se at — - gusammenziehen. Dies ergiebt fiir die 
Or TOD SL _- Fundamentalsubstitutionen die wichtige Be- 
Ke BN ~.\ ziehung, dass ibre successive Anwendung 
oe ae 7” war Identitét fihrt. Dieses Resultat sei 
~~ % durch die symbolische Gleichung ABT = 1 


ausgedriickt, in der wir die Zusammenstellung ABI von links nach 
rechts lesen wollen. 

Die Sitze unter 1 und 2 geniigen geradezu, um umgekehrt die 
s-Function in der Weise der Riemann’schen Einfiihrung der P- Function 
volistiindig zu bestimmen. 

Nun hat Hr. Schwarz nach dem Vorgange Riemann’s bemerkt, 
dass die s- Function fiir reelle Werthe der Grissen 47, w?, v? die positive 

*) Vergl. z. B. Schellenberg, Diss. Gittingen 1892: Neue Behandlung der 
hypergeometrischen Function auf Grund ihrer Darstellung durch das bestimmte 
Integral, pag. 5. 
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Halbebene des Argumentes s auf ein von 3 Kreisbogen begrenztes Fliichen- 
stiick abbildet, wie sogleich niher anzugeben ist.*) Bei dieser Fassung 
des Satzes ist vorausgesetzt, dass die singuliren Punkte a, b, ¢ der 
g-Ebene durch eine geeignete lineare Transformation auf die Axe des 
Reellen transformirt sind, etwa in die Punkte 0, 1, cc, was stets 
moéglich ist. Hr, Schwarz hat diesen Gedanken vor allem in der 
wichtigen, fiir dieses ganze Untersuchungsgebiet grundlegenden Arbeit 
ausgefiihrt: ,,Ueber diejenigen Fiéille, in welchen die Gaussische hyper- 
geometrische Reihe eine algebraische Function ihres vierten Elementes 
darstellt.**) Sind im Besonderen die Gréssen 4?, w?, v? positiv, so 
wird das Abbild der Halbebene ¢ durch ein Kreisbogendreieck mit den 
Ecken a,, b,, ¢, gegeben, welches im Innern wie auf den Seiten mit 
Ausnahme der 3 Ecken keinen Windungspunkt enthilt. In den Ecken 
a,, b,,¢, aber, welche den Punkten 

a,b,c der g-Kbene entsprechen, 





bilden die Kreisbogen entspr. die LIL. z+ Ebene 
Winkel 42, ux,va; es kénnen s . ; 

demnach hier Windungspunkte be- <n 

liebig hoher Ordnung auftreten. L a oP 
Ist jedoch eine oder mehrere der WZ 8 Ebene 


Grissen A*,u?,v negativ, so geht die wy & 

den zugehdrigen singuldren Punkten a,b,c entsprechende Ecke des Dreiecks 
verloren, indem die begrenzenden Kreisbogen sich nicht mehr schneiden. 
Alsdann windet sich die Dreiecksfliche zwischen diesen beiden Kreisen 
immerfort herum, gleichsam als ein unendliches Band sich selbst un- 
endlich oft iiberdeckend. Doch unterliisst es Hr. Schwarz von allen 
diesen Kreisbogondreiecken eine anschauliche geometrische Vorstellung 
zu geben. In diesem Sinne werden wir im Anschluss an eine Arbeit 
des Hrn. Klein***) eine erste Ergiinzung der bisherigen Theorie geben, 
indem wir die Dreiecke bei gegebenen reellen oder imaginiiren Werthen 
der Exponenten A, w, v wirklich zu construiren unternehmen und in 
die verschiedenen méglichen Gestalten eine unmittelbare klare Einsicht 


*) Man sehe das erste Auftreten dieser Abbildung in Riemann’s posthumer 
Minimalflichenarbeit, Ges, Werke 1. Aufl., 1876, pag. 283 (zuerst 1867 verdffent- 
licht), sowie 1, c. pag. 417; sodann Schwarz: ,,Ueber einige Abbildungsauf- 
gaben“, (1869) Ges. Abh, II, pag. 73—80, ,,Abbildung der Oberfliiche eines 
Tetraeders auf die Oberfliiche einer Kugel", (1868) Ges. Abh. II, pag. 100 —101, 
Ueber die Integration der partiellen Differentialgleichung Aw = 0 etc.“‘, (1870) 
Ges. Abh. II, pag. 144—45, ,,Bestimmung einer spec, Minimalfliche‘, (1871) 
Ges. Abh. I, pag. 25. 

**) Crelle’s Journal, Bd. 75 (1873), pag. 292—335, Ges. Abh. II, pag. 211—259 
und 172— 74. 

*#*) Ueber die Nullstellen der hypergeometrischen Reihe“, Ann. Bd. 37, 
pag. 579 ff. 1890. 









166 


Fr, Scurutrme. 


gewihren. Wie wir sogleich an dieser Stelle hervorheben wollen, 
werden wir fiir unsere Darstellung einmal in bekannter Weise uns der 
stereographischen Uebertragung der Ebene auf die Kugeloberjfliche be- 
dienen, die auch den Betrachtungen des Hrn. Schwarz zu Grunde liegt; 
hat derselbe doch geradezu den Buchstaben s zur Bezeichnung unserer 
Function gewahlt als Abkiirzung fiir ,sphirische Function“®, Wir 
gewinnen hierdurch den Vortheil, das unendlich Weite anschaulich zu 
beherrschen, indem wir dessen Sonderstellung aufheben. Unsere von 
den 3 Kreisbogen begrenzten Bereiche werden wir in leicht verstand- 
licher Erweiterung der Bezeichnung der Elementargeometrie dem- 
entsprechend als allgemeine sphdrische Dreiecke*) bezeichnen. Zweitens 
wird es uns mdglich sein, von den Anschauungen der projectiven (hyper- 
bolischen) Maassbestimmung, wie sie von den Herren Cayley und 
Klein entwickelt ist**), Gebrauch zu machen, indem wir die Kugel 
der Variabeln s als Fundamentalgebilde zu Grunde legen. Es sei dann 
allgemein der Abstand zweier Punkte wie der Winkel zweier Ebenen 


definirt als : -log DV, wo DV das Doppelverhiltniss bedeutet, welches 


die beiden Punkte resp. Ebenen mit den reellen oder imaginaren Ele- 
menten ihres Trigers bilden, die der Fundamentalfliche angehéren 
(d. h. mit den Schnittpunkten der Verbindungslinie der beiden Punkte 
mit der Kugel resp. den Tangentialebenen durch die Schnittgerade der 
beiden Ebenen an die Kugel). Bieten doch diese fiir Strecken und 
Winkel definirten Maassverhiltnisse den wesentlichen Vortheil dar, bei 
projectiven Transformationen des Raumes, welche die Fundamental- 
kugel in sich tiberfiihren, unveraindert erhalten zu bleiben. Wir werden 
iibrigens, wenn von solchen nicht-Euklidischen Entfernungen oder 
Winkeln die Rede ist, es ausdriicklich hervorheben, falls nicht von 
vornherein eine andere Auffassung ausgeschlossen ist. 

Doch wollen wir der Arbeit des Hrn. Schwarz noch die folgenden 
Satze entnehmen: Das einzelne Dreieck reprisentirt nur einen einzelnen 
»Aweig* einer s-Function: die Gesammtfunction wird uns erst durch 
die fortgesetzte symmetrische Wiederholung, die ,,Spiegelung“***) des Aus- 
gangsdreiecks an seinen begrenzenden Kreisbogen und der neuen Dreiecke 
an thren freien Seiten, vor Augen gefiihrt, ein Process, dem in der 
Ebene des Argumentes die analoge Aneinanderreihung der Halbebenen 





*) Im Gegensatze zu Mébius, der die Linienziige dreier Bogen grdésster 
Kreise als allgemeines sphirisches Dreieck bezeichnet, vgl. Ges. Werke II, 
p. 1— 54, p. 71—88. 

**) Cayley, Sixth memoir upon Quantics, Phil. Transactions ¢. 149, 1859. 
Collected mathem. Papers II, p. 561. — Klein, Annal, Bd. 4, pag. 573 ff., 1871; 
Bd. 6, pag. 112 ff, 1873. 

***) Crelle’s Journal, Bd. 75, pag. 316; Ges, Abh. II, pag. 238; sowie Klein- 
Fricke, ellipt, Modulfunctionen, 1890, I, pag. 85 ff. 
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um die Punkte a,b,c entspricht, Wir werden hierauf sogleich noch 

zurtickkommen. Im Allgemeinen werden hierbei die Ebenen des Argu- 

mentes und der Function in Riemann’scher Anschauung unendlich oft 

iiberdeckt zu denken sein, wenn wir eben den Gesammtverlauf der 

s-Function tiberblicken wollen. Jedes andere Individuum der Functionen- 
a8 + B 





schaar = eg ferner erhalten wir in seiner Abbildung durch eine 


lineare ‘Substitution der Variabeln s, welche die Eckpunkte a,, b,, c, 
des Ausgangsdreiecks in irgend drei andere Punkte transformirt, 
Demgemiiss sind alle Dreiecke fiir uns gleichwerthig, die in directer 
Miébius’ scher Kreisverwandtschaft 2u einander stehen. 


§ 2. 
Allgemeines Abbildungsprincip, insbesondere fir die s-Function mit 
complexen Exponenten. Gegeniiberstellung des ,,Fundamentalbereiches“ 
und seines ,,Kernes“. 


Die Schwarz’schen Betrachtungen sind nun, weit tiber die nichsten 
Ziele des Verfassers hinaus, die Grundlage zu einer neuen Theorie geworden, 
die darauf hinausliiuft, die allgemeine Differentialgleichung 3. Ordg.: 
[y]. =f(2), wo f eine rationale oder algebraische Function bezeichnen 
mége, geometrisch zu behandeln.*) Anstatt namlich das conforme 
Abbild der Ebene des Argumentes im einzelnen Falle von den ana- 
lytischen Entwickelungen aus zu studiren, kann man umgekehrt dasselbe 
zum Ausgangspunkt wihlen und geradezu als Definition der betreffenden 
Function an die Spitze der Untersuchung stellen. Diese Gedanken 
gruppiren sich um den Begriff des ,,Fundamentalbereiches, wie der- 
selbe von Hrn. Klein in seiner Arbeit: ,,Neue Beitrige zur Rie- 
mann’schen Functionentheorie“ im 21. Bde, der Math. Annal. (1882) 
in allgemein umfassender Weise eingefiihrt ist. Unter demselben haben 
wir einen von Stiicken irgend welcher Curven begrenzten Bereich 
einer ,,Riemann’schen Mannigfaltigkeit“ zu verstehen, die zu je zweien 
durch ein bestimmtes analytisches Gesetz punktweise einander zu- 
geordnet sind. Wir wollen nicht naiher darauf eingehen, wie diese 
allgemeine Definition zu specialisiren ist, welche Bedingungen ein 
solecher Bereich zu erfiillen hat, um ,,brauchbar“ zu sein, in welcher 
Weise wir uns aus ihm eine geschlossene Mannigfaltigkeit hergestellt 
denken kénnen u. dergl.**) Vielmehr wollen wir sogleich zu unserem 
Dreiecksfalle zuriickgehen, um uns an ihm die Verhiltnisse im Kinzelnen 








*) Man sehe Klein, Math, Ann. Bd, 40, pag. 138 (1892). 
**) Vgl. Klein: Ueber den Begriff des functionentheoretischen Funda- 
mentalbereichs “, Ann, 40, pag. 130 ff, (1892). 
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klar zu machen. Es sei als Ausgangsdreieck das Dreieck a,b,c, der 
Fig. 3 gewahlt, welches uns das Abbild der positiven Halbebene vor- 
stellen mége. Indem wir dasselbe an einer seiner 3 Seiten z. B. an 
a,b, spiegeln, erhalten wir in dem 


4 schraffirten Dreiecke a,b,c, eine Ab- 
Yj bildung der negativen Halbebene. Dem 
| jj Viereck a, ¢, b, c,, entspricht demnach die 


ganze von b iiber c und das Unendliche 
bis a lings der Axe der Reellen ein- 
geschnittene Ebene des Argumentes 2. 
Allemal zwei Punkte der gleichnamigen 
Seiten ¢,b, und ¢,'b, resp. c,a, und 
¢, a, werden nun einander zugeordnet 
sein, indem sie demselben (aber auf 
verschiedenen Ufern des Schnittes gelegenen) Argumentwerth z ent- 
sprechen. Indem man von dem Punkte X des einen Ufers in der ein- 
geschnittenen z- Ebene durch eine posi- 








yw Ny tive (resp. negative) Umkreisung des 
MAT OS Re ~Pnnktes a oder b zu dem gegeniiber- 
, J? ‘ ; 
— liegenden Punkte X’ des anderen Ufers 
Fig. 4 


gelangt, so ergiebt sich, dass die Zu- 
ordnung der genannten Kreisbogenpaare durch die Fundamentalsubstitu- 
tionen Aund B geleistet wird. Ftigen wir in unserer ligur 3 auch noch 
die Spiegelung des Ausgangsdreiecks an den Seiten a,c, und 0,¢, hinzu, 
so kénnen wir fiir die beiden neuen Dreiecke a,¢,b.’ und b,¢,a,’ die 
analoge Betrachtung wie soeben durchfiihren. Es werden die beiden 
Halbebenen des Argumentes jetzt lings der Strecke ac bezw. ca zu- 
sammenhingen, wobei die letzte Strecke sich tiber den Unendlichkeits- 
punkt hintiberzieht. Zu den Substitutionen A und B gesellt sich dann, 
wie leicht zu iibersehen ist, noch die dritte Fundamentalsubstitution [ 
hinzu, der Umkreisung des Argumentes ¢ um den Punkt ¢ entsprechend. 
In unserem Falle reeller Werthe 4, uw, v haben die Fundamental- 
substitutionen speciell elliptischen Charakter.*) In der Figur 3 erhalten 
wir zugleich eine unmittelbare geometrische Anschauung unserer sym- 
bolischen Gl. ABT —1. Durch die Anwendung der 3 Substitutionen 
ABT in irgend einer cyklischen Reihenfolge gehen nimlich die Dreiecke 
b,' a,b, , Coa, ¢,, a,b,c, successive in einander tiber, sodass wir schliess- 
lich zum ersten Dreieck zuriickgelangen. Im speciellen Falle enthiilt 
die Gl. AB —1 den schon lingst bekannten Satz**), dass bei der 
successiven Drehung der Kugel durch die doppelten Winkel eines ge- 
*) Vgl. Klein-Fricke, Ellipt, Modulfunctionen, Bd. I, 1890, pag. i65. 


**) Man sehe z. B, Hamilton, Lectures on Quaternions, Dublin 1853, Art. 280 
u. 346; Thomson u. Tait, Natural Philosophy, Cambridge 1886, I. Art. 95. 





a 








ae 











Beitrige zur geometrischen Theorie der Schwarz’schen s-Function. 169 


wohnlichen sphiirischen Dreiecks um die zu seinen Ecken gehorenden 
Durchmesser der Kugel die letztere in sich selbst tibergefiihrt wird. 

Wir sind nun zu dem Punkte gekommen, um das Ziel unserer 
eigenen Untersuchung angeben zu kénnen. Ist einmal die erneute Durch- 
arbeitung der geometrischen Theorie fiir reelle und rein imagindre Werthe 
A, u,v eine Hauptaufgabe dieser Arbeit, so gilt es ferner die genannten Be- 
trachtungen fiir complexe Werthe der Grossen A, uw, v zu verallgemeinern, 
insbesondere auch in diesen Fiillen den Fundamentalbereich der s-Func- 
tion zu construiren, d. h. denjenigen Bereich der s-Ebene, welcher als 
Abbild der eweckmdssig eingeschnittenen Ebene des Arguments zu gelten hat. 
Wie sich von selbst versteht, wird es sich jetzt nicht mehr empfehlen, 
die Abbildung der einzelnen Halbebene fiir sich zu betrachten. Bevor 
wir jedoch in die Kinzelheiten niher eindringen, wird es zweckmissig 
sein, uns in Kiirze mehr schematisch als streng einen Ueberblick tiber 
diese Abbildung zu schaffen. 

Krinnern wir uns zuniichst, dass unter den Particularlésungen der 
Differentialgleichung 3. Ordnung fiir die s-Function drei ausgezeichnete 
vorhanden sind, die in der Nahe der singuliren Stellen a,b, ¢ sich 
entsprechend verhalten wie (e—a)*, (eg—b)", (eg—c)’, d. h. wie eine 
Potenz mit complexen Exponenten. Indem nun die allgemeine Lésung 
der Differentialgleichung sich als gebrochene, lineare Function dieser 
ausgezeichneten Lésungen darstellen lisst, so folgt, dass eine gerad- 
linige Fortschreitungsrichtung von einem singuliiren Punkte in der 
Ebene des Argumentes durch eine beliebige s-Function der Schaar in 
der unmittelbaren Nihe des entsprechenden Punktes der Ebene der 
Function sich einer logarithmischen Spirale anschmiegen wird, dass 
aber wmgekehrit eine geradlinige Fortschreitungsrichtung in der Ebene 
der Function von dem letatgenannten Punkte eine spiralige Curvenendigung 
in den singuliren Punkten der 2-Ebene bedingt.*) Wollen wir daher 
eine einfache Gestalt des Fundamentalbereiches wiinschen, so werden wir 
jedenfalls dem Einschnitt der ¢-Ebene in der Nahe der singuliiren 
Punkte bestimmte spiralige Endigungen geben miissen (K). 

Die Verallgemeinerung der Betrachtung des speciellen Falles reeller 
A, u,v legt nun die folgende Vermuthung nahe: Es diirfte méglich sein, 
die 2-Ebene so mit einem Einschnitt in der soeben charakterisirten 
Weise von einem der singuliren Punkte zu den beiden anderen hin eu 
versehen, dass die Abbildung dieser eingeschnittenen Ebene wiederum ein 
Kreisbogenviereck darstellt, dessen Seiten paarweise einander zugeordnet 
sind, jedoch nunmehr durch loxodromische Substitutionen, deren einer 
Fixpunkt jedenfalls in der den beiden Seiten gemeinsamen Ecke liegt.**) 


*) Man sehe pag. 175f. dieser Arbeit. 
**) Das Auftreten rein imaginiirer Werthe der Exponenten sei zuniichst aus- 
geschlossen. 
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Man sehe die schematischen Figuren 5 und 6. In betreff der Winkel 
dieser Vierecke wird zu sagen sein, dass der Winkel der Ecke a, gleich 
24'x, der Ecke b, = 2u’x und die Summe der Winkel in den Ecken 
¢, und ¢, gleich 2v’a betragen wird, woselbst 4’, uw’, v’ die reellen 
Theile der Exponenten 4, w, v bezeichnen mégen. Diese Vierecke 
werden wir dann geradezu als eine Verallgemeinerung der sphirischen 
Dreiecke ansehen kénnen (K). Wie nun im Falle reeller Exponenten 
4, uw, v die zweiten Fixpunkte der Fundamentalsubstitutionen A und B 
(resp. [) in den zweiten Schnittpunkten der zugeordneten Kreisbogen 





liegen, so werden wir auch im allgemeinen Falle complexer Exponenten 
die gleiche Annahme in den Figuren zu bevorzugen suchen; doch ist 
dieselbe keineswegs eine nothwendige Forderung. Die solcherweise 
specialisirten Figuren werden wir dann ,, Normalvierecke“ nennen. 

Es sei noch erwihnt, dass man die Zerschneidung der z-Ebene 
auch in anderer, iibrigens mehr symmetrischer Weise vorgenommen 
denken kann, indem man von einem beliebigen Punkte O aus nach 
den Punkten a, b, ¢ hin Schnitte legt, die sich wieder in der Nihe 
der letztgenannten Punkte in bestimmter Weise spiralig zu winden 
haben (Fig. 7). Man wird erwarten kénnen, dass bei geeigneter 
Kinrichtung dieser Schnitte die Abbildung ein Kreisbogensechseck 





Fig. 8. 


a, O, b, Ou ¢, Og liefern wird, dessen Winkel in den Ecken a,, b,, c, gleich 
2A’, 2u'x, 2v’x sind, wihrend die Summe der Winkel der Ecken 
Oz, Os, Oy, gerade 2a betriigt (Fig. 8). Die in den Ecken a,, },, ¢, 
zusammenstossenden Kreisbogen werden, wie die Figur durch Pfeile 
angiebt, mittels loxodromischer Substitutionen einander zugeordnet sein. 
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Auch hier ist wieder der ,,Normalfall“ denkbar, dass die einander ent- 
sprechenden Kreisbogen sich in den zweiten Fixpunkten der zugehdrigen 
Fundamentalsubstitutionen schneiden. Die Kreisbogenvierecke ergeben 
sich, wie leicht zu sehen, als Specialfall der eben geschilderten Bereiche, 
wenn der Punkt O in einen der singuliren Punkte a, b, ¢ selbst 
hineinriickt (K). 

Wir wollen noch einmal ausdriicklich hervorheben, dass unsere 
bisherigen Angaben zunichst nur den Werth einer schematischen Ueber- 
sicht besitzen. 

Was den Fall betrifft, dass einer oder mehrere der Exponenten 
4, w, v rein imaginar werden, wiahrend die itibrigen complex sind, so 
wird derselbe in analoger Weise eine besondere Behandlung erfahren 
miissen, wie auf pag. 165 im Falle reeller Werthe A?, w?, v? angegeben 
ist. Gerade der nichste Theil dieser Arbeit wird der Aufklirung der 
besonderen Stellung der Abbildung fiir rein imaginire Exponenten 
gewidmet sein. 

Kine weitere Bemerkung bezieht sich auf die Gleichung ABI — 1. 
Zunichst ist leicht zu tibersehen, wie die Siitze der pag. 168 sich auf die all- 
gemeineren Figureu 6 und 8 iibertragen. Es kommt dabei statt des Principes 
der Symmetrie das ,, Princip der analytischen Fortseteung“ in Anwendung, 
wie dasselbe in allgemeiner Fassung zuerst von Herrn Klein in der 
schon genannten Arbeit Math. Ann. 21 entwickelt ist. Nach demselben 
haben wir einfach den ersten Bereich vermége einer der Fundamental- 
substitutionen, welche die Zuordnung der Seiten vermitteln, zu repro- 
duciren, um von der Fortsetzung der Abbildung ein Bild zu gewinnen. 
Wir wollen im Einzelnen diese einfachen Verhiiltnisse nicht weiter 
ausfiihren. Indem die Aufeinanderfolge linearer Substitutionen allemal 
wieder eine lineare Substitution ergiebt, so lasst sich die linke Seite der 
symbolischen Gleichung AB[ —1 sofort durch eine einzige Substitution 
darstellen; die Vergleichung ihrer Coefficienten mit denen der Identitat 
fihrt dann in extenso zu 3 Gleichungen (da es ja nur auf das Ver- 
haltniss der Coefficienten in einer linearen Substitution ankommt). 
Dieselben erweisen sich, wie wir sehen werden, fiir den Fall des 
gewohnlichen sphirischen Dreiecks identisch mit den 3 Fundamental- 
relationen der gewdhnlichen sphirischen Trigonometrie. Im allge- 
meinen Falle complexer Exponenten 4, u,v wird dann die Gleichung 
AB =1 uns als Ausgangspunkt dienen, um die Formeln der spharischen 
Trigonometrie auch fiir complexe Werthe der Argumente geometrisch 
anschaulich zu deuten. *) 

Denken wir uns nun die Figuren auf der Kugel gezeichnet, so 





*) Das beztigliche Resultat ist bereits in den Gittinger Nachrichten vom 
Jahre 1891, p. 188—190 (abgedruckt in den Math, Ann. Bd. 39, 1891, p. 598—600) 
von mir angegeben. 
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werden wir neben den Flichen der Fundamentalbereiche die 3 Ver- 
bindungsgeraden der Fixpunktpaare der Fundamentalsubstitutionen als 
wesentlich erkennen. Wir bringen dies zum Ausdruck, indem wir das 
Gebilde dieser 3 Geraden als ,,Kern“ der Figur bezeichnen und den 
Fundamenialbereichen selbst gegeniiberstellen (K). Demgemiiss wird auch 
unsere spitere Untersuchung dem Kern ein besonderes Capitel widmen. 
Im Falle eines gewdhnlichen sphirischen Dreiecks stellt der ,,Kern“, 
wie sofort zu sehen, gerade die 3 Kanten des zugehérigen raumlichen 
Dreikants dar, die sich im Mittelpunkt der Kugel schneiden. 

In Riicksicht auf unsere geometrischen Entwickelungen den Kern 
betreffend kommen aus der Theorie der s-Function insonderheit die 
folgenden Siitze in Betracht*): 

1. Wenn die Exponenten 1, uw, v der Gleichung geniigen 

tAtetv=2n+), 
wo n eine beliebige ganze Zahl bezeichnet und von den doppelten Vorzeichen 
je ein beliebiges auszuwahlen ist, dann ist es allemal méglich, einen geeignet 
ausgewdhlten Zweig der s- Function durch ein gewohnliches (unbestimmtes) 
Integral darzustellen. Dann haben aber die drei Fundamentalsubstitu- 
tionen A, B,f einen Fixpunkt gemeinsam, d.h. die drei Geraden des 
Kernes schneiden sich auf der Kugel in einem Punkte. 

2. ,,Verwandte s-Functionen“ sind solche, deren Exponenten sich 
um ganze Zahlen unterscheiden, die eine gerade Summe haben. Wie 
wir sehen werden, gehdren die zugehérigen Fundamentalbereiche dem- 
selben Kern an, sodass wir geradezu sagen kénnen: Verwandte s-Func- 
tionen sind diejenigen, deren Fundamentalbereiche denselben Kern besitzen. 
Im Falle reeller 2, w, v wissen wir dann zugleich, dass die Funda- 
mentalbereiche stets von Bogen derselben Kreise begrenzt werden. **) 
An der letzteren Definition werden wir insbesondere festhalten, wenn 
es gilt, den Begriff der verwandten Functionen auch auf die Fille 
ganzzahliger 4, uw, v zu tibertragen. 


§ 3. 
Disposition der folgenden Untersuchungen. 


Nun ist es von vornherein klar, dass der analytischen Ent- 
wicklung der angegebenen Abbildung auf Grund einer anderweitig 
gegebenen Definition der s-Function sich nicht geringe Schwierigkeiten 
entgegenstellen werden. Man wird daher umgekehrt auf rein geo- 
metrischem Wege die allgemeinen Fundamentalbereiche darzustellen 


*) Auf gewisse Fille eines unbestimmten Kernes und die damit in Zusam- 
menhang: stehenden Modificationen, welche die folgenden Siitze fiir ganzzablige 
Werthe der Gréssen 1, u,v etwa erleiden, sei an dieser Stelle nur eben hin- 
gewiesen. 

**) Man sehe Papperitz, Math. Ann. Bd. 25, 1885, pag. 218. 
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erstreben. Vor allem ist der Nachweis zu fiihren, wie man fiir jede 
beliebige Auswahl complexer Exponenten 4, u,v in der That den Funda- 
mentalbereich, sei es als Kreisbogenviereck oder in allgemeinerer Gestalt, 
construiren kann. Ist dies gelungen, dann wird man geradezu die 
geometrische Figur als Definition der s-Function vermége der Forderung 
ihrer Abbildung auf die ¢-Ebene an die Spitze der Untersuchung 
stellen kéunen und solcherweise eine neue Kinfihrung in die Theorie 
der s-Function (und damit der hypergeometrischen Function) gewinnen, 
welche in mancher Beziehung wesentliche Vortheile bieten diirfte, 
wie am Schlusse der Arbeit niher angegeben wird. Hierbei werden 
die von den Herren Schwarz und Neumann entwickelten Existenz- 
sitze in Anwendung kommen; betreffs der Angabe weiterer Einzel- 
heiten sei auf die Arbeit des Herrn Ritter*) verwiesen, dessen 
in § 2 gegebene Betrachtungen sich unmittelbar auf unsere Figuren 
specialisiren lassen. 

Man wird sich nun keineswegs dariiber taiuschen diirfen, dass diese 
geometrische Methode ihre eigenartigen Schwierigkeiten besitzt gerade 
in der Mannigfaltigkeit der Figuren, die es zu beherrschen gilt. Schon 
der gewohnliche Fall reeller 4, u, v wird uns mit den verschiedensten 
Gestalten von Dreiecken bekannt machen und uns in den ganzen 
Reichthum der neuen geometrischen Anschauungen einen Einblick 
gewiihren. Umgekehrt diirfte in dieser Vielseitigkeit an und ftir sich 
ein wesentliches Moment des Interesses, auch in rein geometrischer 
Hinsicht, zu erblicken sein. 

Indem wir das bisher Gesagte nochmals iiberblicken, gewinnen 
wir folgende Disposition unserer geometrischen Untersuchungen: 

Zunichst werden wir im folgenden zweiten Theile unserer Arbeit 
fiir den einfacheren Fall die geometrische Theorie vollstindig durch- 
fiihren, dass in der Ebene des Arguments nur zwei singuldre Punkte 
a und b vorhanden sind. Die hier in Frage kommende abbildende 
Function », die gleichfalls einer Differentialgleichung 3. Ordnung der 
Form [],= R(é) (s. pag. 167) geniigt, wird durch » = 2* gegeben, 
woselbst unter 4 eine im allgemeinen complexe Grosse zu verstehen 
ist. Diese Betrachtungen werden uns vor allem in die singulire Stellung, 
welche das Auftreten rein imaginiirer Exponenten bietet, einen klaren 
Einblick verschaffen und uns zugleich als Muster unserer allgemeineren 
Untersuchung dienen kénnen. 

Sodann werden wir uns im dritten Theile mit dem ,, Kern“ der 
Fundamentalbereiche fiir die Schwarz’sche s-Function beschiftigen und 
dessen EKigenschaften und Construction bei gegebenen complexen Werthen 


*) ,,Die eindeutigen automorphen Formen vom Geschlechte Null‘, Math. 
Ann. Bd. 41, 1893, pag. 1ff. 





174 Fr. Scnurnxima. 


der Exponenten 4, uw, v allgemein entwickeln. Die letztere kommt 
insbesondere auf die interessante Aufgabe zuriick: Zu zwei gegebenen 
Punktepaaren der Kugel ein drittes zu finden, welches mit ersteren vor- 
gegebene Doppelverhiltnisse bildet. Als Anhang wird sich die geome- 
trische Deutung der Fundamentalformeln der sphiirischen Trigonometrie 
fiir complexe Argumente ergeben. 

Schliesslich werden wir im vierten Theile fiir reelle oder imaginire 
Exponenten 4, u, v die Construction der sphiirischen Dreiecke vollstindig 
durchfiihren, sodann im fiinften Theile einige Erlauterungen geben be- 
trefis der wirklichen Construction der Fundamentalbereiche fiir complexe 
Exponenten A, u, v; endlich werden wir im sechsten Theile fiir den p.172 
erwihnten speciellen Fall, dass die Geraden des Kernes sich auf der 
Kugel in einem Punkte schneiden, die Fundamentalbereiche in Gestalt 
geradlinig begrenzter Normalwvierecke allgemein darzustellen lehren. 

In dem ganzen Verlauf der Untersuchungen aber werden wir ins- 


besondere stets die geometrische Theorie der verwandten s-Functionen 
hervortreten lassen. 


Il. Theil. 
Der Fall zweier singuliirer Punkte in der Ebene des Argumentes. 
§ 4. 


Einander entsprechende Curvenschaaren in der conformen Abbildung 
der Potenz mit complexen Exponenten. 


Wir beginnen jetzt sogleich damit, die geometrische Theorie des 
einfachen Falles zu entwickeln, in dem die Zahl der singuliren Punkte 
in der z-Ebene gleich 2 ist. Da die abbildende Function sich beson- 
ders einfach gestaltet, so wollen wir hier mit ihrer analytischen Dar- 
stellung, nicht mit den Fundamentalbereichen beginnen. Die jene 
Function definirende Diiferentialgleichung 3. Ordnung [4]. = R(z), auf 
die wir bereits pag. 173 dieser Arbeit hingewiesen haben, nimmt im 
Falle zweier singulirer Punkte a und b die einfache Gestalt an: 


a 1 1—i4? a—b 1—j4*? b—a 
(1) = (e—a)(e—b) } “9 #@e@ ss = ee 
oder 
1— 4? (a—b)? 
[y).= ~ 2 | (¢—a)*(e—b)” 


indem die den Punkten a und 6 zugehdrigen Exponenten einander 
gleich genommen werden miissen, da andernfalls der Punkt oo als 
singulirer Punkt hinzukommen wiirde. Verlegen wir die Puakte a 
und 6 durch geeignete lineare Substitution der Variabeln z in die Punkte 
0 und oo, so erhalten wir die folgende Gleichung: 
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[n]e wr 2. 





Dieselbe laisst leicht die Particularlésung », —2* erkennen, aus der sich das 
allgemeine Integral in der Form ee mit drei wesentlichen Con- 


No + 8 
stanten ergiebt. Im Falle zweier singulirer Punkte wird daher die 


abbildende Function allgemein durch die gebrochene lineare Function der 
Potenz der Unabhingigen mit dem complexen Exponenten 2 gegeben. 

Wir wollen zuniichst der Abbildung der Function yn, = 2 einige 
Worte widmen, da dieselbe nicht hinreichend bekannt sein diirfte. Die 
Constanten sind bereits so normirt, dass der Nullpunkt und der Un- 
endlichkeitspunkt beider Ebenen sich entsprechen, indem wir bier un- 
beschadet der Allgemeinheit den reellen Theil 4’ der Grésse A= A’ +72” 
als positiv voraussetzen diirfen. Wir wollen unser Augenmerk be- 
sonders darauf richten, welches Curvensystem in der 4-Ebene dem 
Orthogonalsystem des vom Nullpunkt der z-Ebene auslaufenden Strahlen- 
biischels und des concentrischen Kreisbiischels um denselben Punkt ent- 
spricht. Wir gehen zu dem Zweck von y = 2* zu der logarithmirten 
Form der Gleichung log y, = 4 logz iiber. Indem wir dann nach 
einander die Abbildung: @—logz, a’ =4.0, y=e” betrachten, findet 
man das Resultat: Dem genannten Orthogonalsystem der 2-Ebene ent- 
spricht ein aus zwei Schaaren ,,congruenter“ logarithmischer Spiralen 
bestehendes Orthogonalsystem , von denen die eine Schaar im positiven, die 
andere im negativen Sinne sich windet.*) Aus dem Umstande, dass ein 
beliebiger Punkt der z-Ebene einmal dem Punkte y == z*, dann jedoch, 
indem wir in der g-Ebene einen Umlauf um den Nullpunkt aus- 
gefiihrt denken, dem Punkte 7) = e?'#? . g4 = ¢i*4. y entspricht, 
folgern wir sofort die analytische Gleichungsform der beiden Loxo- 
dromenschaaren in der s-Ebene. Dieselben sind einfach die Bahn- 
curven der beiden loxodromischen Substitutionen**) : 


iJ n = ezind s N, 
Il. ” == e2Hh, N; 


wobei die Curven I den concentrischen Kreisen, die Curven II den 
Strahlen der z-Ebene entsprechen. 

' Wir gehen nun der besseren Uebersicht wegen wieder durch stereo- 
graphische Projection zur Kugeldarstellung der complexen Variabeln 4 
und g tiber und wollen unsere geometrische Beschreibung so einrichten, 
dass eine lineare Substitution der Variabeln nichts Wesentliches andert. 


*) Man sehe Fig. 39 pag. 168 der Ellipt. Modulfunctionen von Klein-Fricke, 
I. Bd. 1893. 
**) Vgl. Klein-Fricke, Ellipt. Modulfunctionen, Bd. I, 1890, pag. 168, 172. 
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Indem auch umgekehrt 2 sich als Potenzfunction von y mit complexen 
1 


Exponenten, ¢ = -, darstellt, so erhalten wir den allgemeinen Satz: 


Den hyperbolischen und elliptischen Kreisschaaren [nach Steiners 
Terminologie*)| der Punkte A und B in der y-Ebene oder der Punkte a 
und b in der 2-Ebene entspricht allemal ein aus zwei Loxodromenschaaren 
bestehendes Orthogonalsystem**) der anderen Ebene, die ihre Asymptoten- 
punkte in den Punkten a und b, resp. A und B, haben. (A und B 
sollen die den Punkten a, b der z-Ebene entsprechenden Punkte der 
n-Ebene bezeichnen.) 

Es sei bemerkt, dass die Conformitit der Abbildung iiberall be- 
wahrt ist, mit Ausnahme in den Panktepaaren A, B und a, b. Dort 
entspricht einem Winkel g in der g-Ebene ein Winkel m.@’ in 
s-Ebene. 

Es bleibt nur noch ein Wort zu sagen fiir den Fall, dass 4 reell 
oder imaginiir wird, In beiden Fallen entsprechen den beiden Kreis- 
schaaren der einen Kugel die beiden Kreisschaaren der anderen; 
wihrend jedoch bei reellem 4 jedesmal die elliptischen und die hyper- 
bolischen Kreisschaaren der beiden Kugeln beziehungsweise zusammen- 
geordnet sind, ist das Entsprechen fiir imaginires 4 ein kreuzweises, 
indem die elliptische Kreisschaar der einen Kugel der hyperbolischen 
der anderen entspricht. Es ist gut, diese Resultate durch continuirliche 
Abinderung des Werthes 4 in ihrer Bezichung zu einander sich klar 
zu machen. 


§ 5. 
Der Fundamentalbereich der einfachen Potenz fiir einen reellen, imaginiren 
und complexen Exponenten. Das Meridian- und Breitencurvenprincip. 


Es wird uns nach diesen Vorbemerkungen ein Leichtes sein, die 
zu der Function n = 2* gehirenden Fundamentalbereiche, die sich als 
Abbild der zweckmiissig eingeschnittenen z-Ebene darstellen, zu studiren. 
Denken wir uns zunichst einmal die letztere lings eines Kreisbogens 
der elliptischen Schaar von a nach b eingeschnitten. Den Ufern dieses 


*) Unter einer elliptischen Kreisschaar verstehen wir die Gesammtheit aller 
durch 2 feste Punkte gehende Kreise, indem diese auf ihrer gemeinsamen Centrale 
eine elliptische Involution bestimmen; unter einer hyperbolischen die Gesammtheit 
der zu ersteren orthogonalen Kreise, die also auf ihrer Centrale eine hyperbolische 
Involution bestimmen, Vgl. Klein~Fricke, Ellipt. Modulfunctionen, Bd. I, 1890, 
pag. 165, Anm. 


**) Vgl. Figur 41 der Modulfunctionen pag. 172; sowie Holzmiiller, Zeit- 


schrift fiir Math. und Physik von Schlémilch, 1871, pag. 201ff.: ,,Ueber logarith- 
mische Doppelspiralen“, 
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Schnittes entsprechen dann im allgemeinen Falle eines complexen 4 
zwei logarithmische Spiralen der Schaar II, die im Falle eines reellen 
4 in 2 Kreisbogen des elliptischen Biischels, im Falle eines rein 
imaginaéren 4 in unendlich oft zu durchlaufende Kreise des hyper- 
bolischen Biischels tibergehen. Allemal schliessen die beiden Curven 


einen Streifen der y-Kugel 
zwischen sich ein, wie es 
durch die Figuren 9—11 an- 
gedeutet ist. In Fig. 11 haben 
wit uns ein zwischen den bei- 
den Kreisen sich unendlich oft 
windendes Band zu denken. 
Den Punkten a und b der z- 
Kugel entsprechen die Punkte 
A und B der y-Kugel in den 
Figuren 9 und 10, in der Figur 11 dagegen hat man bei Anniaherung 
an die Punkte @ und 0 sich unendlich oft um die »-Kugel zu 
bewegen, ohne je ein Abbild dieser Punkte, die Schnitte der be- 
grenzenden Kreise, zu erreichen. Auf der z-Kugel gelangt man nun 
von dem einzelnen Punkte des einen Ufers zu dem gegeniiberliegenden 
Punkte des anderen Ufers des Hinschnittes, indem man liings der Kreise 
der hyperbolischen Schaar einen Umlauf macht. Entsprechende Punkte 
der Begrenzungen der Figuren 9—11 werden daher durch eine elliptische, 
loxodromische resp. hyperbolische Substitution einander zugeordnet, 
deren Bahneurven eben die Curvenschaar I Jiefert. Es ist dies in den 
Figuren durch die quergestellten Pfeile angedeutet. Hierdurch werden 
die genannten Figuren zu Fundamentalbereichen in dem pag. 7 all- 
gemein angegebenen Sinne. Der ,,Kern“ derselben wird einfach durch 
die riumliche Verbindungslinie AB gegeben, welche die innere Axe 
der Fundamentalsubstitution darstellt. 





Allerdings werden in den Fallen eines reellen oder complexen Ex- 
ponenten 4 keineswegs stets solche einfachen Verhiltnisse vorliegen, wie 
in den Figuren 9-11 gezeichnet sind. Da in Fig. 9 der Winkel, den die 
beiden Kreisbogen mit einander bilden, 24’ betragt, so werden in den 
Punkten A und B im allgemeinen Windungspunkte von beliebig hoher 
Ordnung liegen, indem der Fundamentalbereich sich so oft um die 
ganze Kugel heriiberzieht, als die grésste ganze Zahl in 4’ angiebt. 
Das Analoge findet auch im Falle der Fig. 10 in Riicksicht auf den 
reellen Theil 4’ des complexen Exponenten statt, wie leicht zu tiber- 
sehen ist. Hierbei wird der Bereich fiir complexes 4 sich bereits 
fiir einen Werth 4’ < 1 beliebig oft selbst tiberdecken kénnen, wenn 


nur das Verhiiltniss - hinreichend gross ist. Ein Theil eines solchen 


Mathematigche Annalen, XLIV, 12 
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Fundamentalbereiches ist zur Fixirung der Anschauung in Fig. 12 dar- 
gestellt (K). Nun steht aber nichts im Wege, die weit complicirteren 
Gestalten des Bereiches ins Auge zu fassen, in denen die letzten beiden 
Vorkommnisse gleichzeitig sich finden. Es ist dann schwierig, wenn 
_—q—y-sCchticht: ganz unméglich, sich stets anschaulich klar den 


P 
4 


{  gesammten Fundamentalbereich vorzustellen. (Doch kann 
24, man sich leicht ein Stiick des leteteren darstellen. Man 
braucht nimlich fiir einen gegebenen Exponenten 4 nur zwei 
benachbarte loxodromische Bahnecurven der zugehérigen 
Kundamentalsubstitution zu zeichnen, auf einer derselben 
zwei sich entsprechende Punkte anzugeben und von diesen orthogonal 
zur anderen Loxodrome zu gehen. Dann wird ein Flichenstreifen be- 
stimmt, der ein Stiick des genannten Fundamentalbereiches darstellt und 
von zwei Elementen der Randcurven des letzteren und von zwei die End- 
punkte desseiben einander zuordnenden Bahncurven der Fundamentalsub- 
stitution begrenzt wird. Von diesem Flaichenstreifen aus kann man be- 
liebig weit die Gestalt des Fundamentalbereiches fortsetzen. Doch werden 
wir sogleich in einfacherer Weise den Fundamentalbereich fiir beliebiges 4 
construiren.| Wir sehen ferner, dass in den Fallen eines reellen oder 
imaginiren Exponenten d. h. der Figuren 9 und 11 der Fundamentalbereich 
eine symmetrische Gestalt (im Sinne der Symmetrie in Bezug auf einen 
Kreis) besitzt, d. h. durch einen Kreis des elliptischen resp. hyperbolischen 
Biischels in zwei beziiglich dieses Kreises symmetrische Hilften zerlegt 
werden kann, deren jede einer Halbebene des Argumentes ¢ entspricht. 
Haben wir bisher im Falle des complexen Exponenten 4 als Schnitt- 
linie der z-Ebene die einfachere Curve, dagegen als Begrenzung des 
Fundamentalbereiches der y-Ebene die complicirtere Curve gewiihlt, so 
werden wir jetzt wiinschen, gerade umgekehrt vorzugehen, wenn wir 
tiberhaupt die Theorie auf geometrischer Grundlage entwickeln wollen, 
wobei wir doch den Fundamen- 

** talbereich zum Ausgangspunkt 
wiihlen miissen. Da bietet sich 
nun, sofern wir 4 zunichst all- 
gemein complex denken, der 
doppelte Weg dar, entweder eine 
Loxodrome der einen oder der 
anderen ausgezeichneten Schaar 
in der z-Ebene als Schnittlinie zu 
wihlen. Im einen Falle werden 
Wig, 13 und 14. den beiden Ufern des Schnittes 

zwei Kreisbogen des elliptischen Biischels, im anderen Falle zwei 
Kreisbogen des hyperbolischen Biischels entsprechen, welch letztere 
wieder unendlich oft umlaufend zu denken sind (Figur 13u. 14). Jedesmal 
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wird ein bestimmtes Flachenstiick der 4-Kugel eingeschlossen. Indem 
wir von einem beliebigen Punkte auf dem einen Ufer des Schnittes in 
der z-Ebene wieder durch Umlaufen eines Kreises des hyperbolischen 
Biischels der Punkte a und b zu dem gegeniiberliegenden Punkte des 
anderen Ufers gelangen, ergiebt sich die Zuordnung der begrenzenden 
Kreisbogen jenes Flichenstiickes mittels der Loxodromen der Schaar I. 
Hierdurch wird den Figuren 13 und 14 wieder der Charakter der 
Fundamentalbereiche verliehen. Das wesentliche Resultat, welches wir 
dieser Betrachtung entnehmen, ist das folgende: Im allgemeinen Falle. 
eines complexen 4 ist es sowohl méglich eine Kreissichel wie ein unend- 
liches Kreisband, beidemal mit loxodromischer Zuordnung der Rénder, 
als Fundamentalbereich zu wahlen. Dies ist die in Aussicht gestellte ein- 
fachere Construction. Im ersteren Falle betrigt insbesondere der nicht- 
Euklidische Winkel, unter dem die Ebenen der beiden Kreise sich 
schneiden, 2A’, im letzteren 24”zi.*) Diese Fundamentalbereiche 
werden wir als allgemeine sphdrische ,,Zweiecke“ bezeichnen kénnen. 
Wir haben uns nur noch klar zu machen, wie die beiden Dar- 
stellungen des Fundamentalbereiches Fig. 13 u. 14 sich in den Grenz- 
fiillen eines reellen resp. imaginiiren Exponenten verhalten. Im Falle 
des reellen Exponenten bietet die zweite Darstellung (Fig. 14) ein 
singulires Vorkommniss, wihrend die erste (Fig. 13) von der anfangs 
betrachteten (Fig. 9) nicht verschieden ist. Gerade umgekehrt ist es im 
Falle eines imaginiiren Exponenten. In den als singulir bezeichneten Fallen 
geht naimlich die entsprechende loxodromische Zerschneidung der z-Ebene 
tiber in die lings eines hyperbolischen Kreises der Punkte a und b, indem 
die Loxodrome eine unendlich kleine Steighéhe erhilt, der zugehérige 
Fundamentalbereich dagegen im Falle eines reellen 4 in ein unendlich 
schmales Kreisband, im Falle eines imaginaéren 4 in eine unendlich 
schmale Kreissichel. Diese singuliiren Formen der Fundamentalbereiche, 
die als Grenzfille ihre sehr gute Bedeutung haben, sind, unmittelbar 
genommen, natiirlich unbrauchbar. Im Falle reeller oder imagindrer 
Exponenten ist daher nur die Zerschneidung der z-Ebene lings eines 
elliptischen Kreisbogens zulissig, die zu der Kreissichel mit elliptischer 
oder dem Kreisband mit hyperbolischer Zuordnung der Rédnder fihrt. 
Wir werden uns leicht auch direct davon tiberzeugen kénnen, dass 
im Falle complexer Exponenten die Zweiecke der Sichelform und der Kreis- 
bandform dquivalent sind, indem wir geradezu das eine in das andere 
durch Ausfiihrung ,,erlaubter Abinderung‘’ des Bereiches tiberfiihren 
kénnen. Gehen wir z. B. von der Sichel mit loxodromischer Zuordnung 
der Rinder aus. Wir kénnen dann durch Bogen der hyperbolischen 
Kreise dieselbe in unendlich viele Kreisbogenvierecke zerlegt denken 


*) Vgl, die Bemerkungen auf Seite 166 dieser Arbeit, 
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der Art, dass allemal je zwei gegeniiberliegende Ecken der Vierecke z. B. 
ax’, yy’, 22 u.s. w. durch die loxodromische Fundamentalsubstitution 
einander zugeordnet sind. Diese Stiicke werden, je niher man den Punkten 
A und B komnt, fiir die Anschauung kleiner und kleiner. Dann 
kénnen wir z. B. von dem schraffirten 
Stiicke (Fig. 15) ausgehen und an dieses 
die oben und unten anstossenden Stiicke 
beiderseits durch einmalige Anwendung 
der loxodromischen Fundamentalsubsti- 
tution (resp. ihrer Umkehrung) an- 
setzen, darauf die zweitfolgenden 
Stiicke durch zweimalige Anwendung 
derselben Substitution u.s.f. Solcher- 
weise erhalten wir schliesslich aus der 
Kreissichel das unendliche Kreisband 
mit loxodromischer Zuordnung der 
Riinder, Die durch die hier angewandte Methode gelieferte Einsicht 
von der Gleichberechtigung der Sichelform und der Bandform werden 
wir allgemein als Meridian- und Breitencurvenprincip bezeichnen, indem 
die Begrenzungen der beiden Arten der Bereiche sich wie die Meridiane 
und Breitenkreise zu einander verhalten. 

Um nun die Gesammtheit aller sphiirischen Zweiecke’ besser iiber- 
sehen zu kénnen, werden wir die Begriffe des ,reducirten Bereiches‘ 
und der ,,mit einander verwandten Bereiche“ einfiihren, die uns im Falle 
dreier singulirer Punkte noch wesentliche Dienste leisten werden. 
Unter einem ,,reducirten Zweiecke“ verstehen wir einen solchen Funda- 
mentalbereich, dessen Exponent 4 in seinem reellen Theile 4’ nicht grisser 
als 1 ist. Ferner nennen wir ,,mit einander verwandte Zweiecke“ allemal 
zwei solche Fundamentalbereiche, welche zu demselben Kern gehiren, und 
deren Exponenten in ihrer Summe oder Differenz ganze Zahlen ergeben. 

Zu der Gesammtheit aller mit einander verwandten Bereiche ge- 
héren demnach stets zwei reducirte Zweiecke, deren Exponenten 4, 
und 1 — A, betragen, woselbst der reelle Theil 4. <1 ist, mit der 
einzigen Ausnahme ganzzahliger Exponenten, von denen wir sogleich 
noch sprechen werden. Haben wir ein erstes reducirtes. Zweieck in der 
Form der Sichel, wie in Figur 13, construirt, so wird das zweite reducirte 
Zweieck durch den nicht schraffirten Theil der y-Kugel mit derselben 
Zuordnung der Randpunkte gegeben. (Ist der reelle Theil des com- 
plexen Exponenten 4 fiir das erste reducirte Zweieck speciell gleich 1, 
so wird das zweite reducirte Zweieck durch die unmittelbar nicht 
brauchbare unendlich schmale Sichel gegeben, die man durch den 
iiquivalenten Bereich des unendlichen Kreisbandes ersetzen wird.) 
Von den reducirten Zweiecken der Sichelform aus steigen wir nun zu 
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allen verwandten Bereichen auf, indem wir in jedem der Zweiecke eine 
beliebige Zahl von Vollkugeln lings eines ganz auf dem Zweiecke ver- 
laufenden, sich nicht selbst tiberkreuzenden Verzweigungsschnittes von 
A nach B anhiingen. . Liegt dagegen das reducirte Zweieck in der 
Form des-unendlichen Kreisbandes mit bestimmter Zuordnung der Seiten 
vor, wie in Figur 14, (wobei dann reelle Exponenten natiirlich aus- 
geschlossen sind), so werden wir alle mit ihm verwandten Bereiche, 
insbesondere auch das zweite reducirte Zweieck, erhalten, indem wir 
die Punkte des einen Kreises jetzt denjenigen Punkten des anderen 
Kreises zuordnen, die von den friiher den ersteren entsprechenden 
Punkten um eine beliebige Zahl voller Kreisperipherien in einem oder 
anderem Umlaufssinne entfernt sind. Offenbar ist wegen der Einfach- 
heit des hiermit geschilderten Processes in Betracht der Verwandtschaft 
die Form des unendlichen Kreisbandes vielleicht jener der Sichel vor- 
zuziehen, indem fiir alle verwandten Bereiche die Fliche der Funda- 
mentalbereiche ihrer Gestalt nach dieselbe ist. 

Wir haben nun dem Vorstehenden noch zwei Bemerkungen hin- 
zuzufiigen, welche die besonderen Fille der Fundamentalbereiche be- 
treffen sollen, dass der Exponent A gleich einer ganzen Zahl (insbesondere 
gleich 0) oder aber co gross geworden ist. 

Was den ersten Fall betrifft, so ist der Fundamentalbereich fiir 
4 =O von zwei sich beriihrenden Kreisen begrenzt, d. h. die Punkte 
A und B sind zusammengefallen. Die zugehérige Fundamentalsubsti- 
tution hat parabolischen Charakter und die abbildende Function wird 
abgesehen von den Constanten durch 4 = log 2 gegeben (Fall der 
parabolischen Sichel). Der Fall 4 = 0 ist tiberdies der einzige, in dem 
die Fundamentalsubstitution parabolisch wird und demnach ein Loga- 
rithmus .auftritt, Verwandte Bereiche gehéren zu der parabolischen 
Sichel nicht. 

Die Fille ganzzahliger, von 0 verschiedener Werthe des Exponenten A 
ergeben zwar in der algebraischen Summe ihres Exponenten mit 4 = 0 
ganze Zahlen, jedoch gehdren ihre Fundamentalbereiche einem anderen 
Kern an. Sie bilden fiir sich eine einzige Gesammtheit verwandter 
Bereiche. Das eingige zu ihnen gehérende reducirte Zweieck wird durch 
die Volikugel dargestellt, die lings eines die getrennten Punkte A 
und B verbindenden Kreisbogens eingeschnitten ist. 

Endlich wollen wir den zweiten Grenzfall betrachten, dass der 
Exponent 4 wnendlich gross geworden ist. Wir kénnen uns denken, 
dass wir in einem beliebigen reducirten Zweieck der Sichelform lings 
eines Verzweigungsschnittes von A nach B nicht mehr eine endliche, 
sondern eine unendliche Zahl von Volikugeln angehiingt hiitten, Dann 
entsteht ein Bereich, der sich nach beiden Seiten unablissig um die 
Punkte A und B windet, ohne je begrenzende Kreisbogen zu haben, 
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Die abbildende Function wird, wieder abgesehen von den Constanten, 
durch 4 = e* dargestellt (d. h. durch die zu der obigen Function 
» = log z inversen Function). Die singuliren Punkte a und b in der 
Ebene des Argumentes sind ftir diesen Fall in einen Punkt zusammen- 
geriickt. 


§ 6. 
Anwendung des Meridian- und Breitencurvenprincips auf die Funda- 
mentalbereiche im Falle einer grésseren Zahl singulirer Punkte. 


Das Meridian- und Breitencurvenprincip wird uns nun leicht auch 
in den Fallen einer grésseren Anzahl singulirer Punkte eine Einsicht 
in das Wesen der unendlichen Kreisbénder und ihre Beziehung zu den 
gewohnlichen Ecken gewaihren, wenn wir auch nicht mehr in gleich 
leichter Weise die zugehérigen Functionen und insbesondere die Zer- 
schneidung der z-Ebene zu beherrschen vermégen. Wir beschriinken 
uns auf den Fall dreier singulirer Punkte, ftir den wir einige Beispiele 
behandeln. Nehmen wir an, es sei uns ein 
Normalwviereck a,b,c,¢,' mit loxodromischer 
Zuordnung der Seitenpaare gegeben; dasselbe 
ist in Fig. 16 der Einfachheit halber gerad- 
linig begrenzt gedacht. Wir theilen dann 
den Bereich wieder in Vierecke durch hyper- 
bolische Kreise der zu den Fixpunkten a, a, 
der Substitution A gehérenden Schaar, soweit 
die Seiten a,c, und a,¢,’ reichen, sodass die 
Punkte 2, a; y,y’; 2,2 u.s. w. durch die 
Substitution A einander entsprechen, ebenso in analoger Weise durch 
hyperbolische Kreise der zu den Fixpunkten 6, b, gehérenden Schaar, 
soweit die Seiten ¢,b, und c¢,'b, reichen. Dann ist es leicht, wieder 
durch Verlegung der einzelnen Kreisbogenvierecke zu einem von vier 
Kreisen begrenzten Bereich tiberzugehen, von denen je 2, die sich 
nicht schneiden, durch die loxodromische Substitution A resp. B einander 
punktweise zugeordnet sind. Jedoch sind jetet die den Punkten a und b 
der Ebene des Argumentes entsprechenden Ecken verloren gegangen; statt 
dessen windet sich der Bereich, sich selbst tiberdeckend, jedesmal zwischen 
den sich nicht schneidenden Kreisen unendlich oft herum.*) 





Fig. 16. 


*) Die im Texte angegebene Umwandlung der einen Figur in die andere ist 
natiirlich nur dann ohne weiteres (d. h. bei Vermeidung negativ zu rechnender 
Bereichstiicke, wovon wir hier nicht weiter sprechen wollen) méglich, wenn keine 
zwei gegentiberliegenden Kreise der hyperbolischen Schaaren sich schneiden. Wohl 
aber kann man stets ein gewisses, hinreichend klein gewihltes Stiick in der Ecke 
a, (oder b,) des urspriinglichen Bereiches in ein ® Kreisband iiberfiihren. Das 
Analoge gilt fiir das Folgende des Textes. 
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In gleicher Weise kénnen wir auch von einem Normalsechseck 

ausgehen, welches wir wieder geradlinig begrenzt annehmen wollen. 
Wir verwandeln dann an demselben jede der Ecken g,b,c, in ein 
unendliches Kreisband, wie es in 
der Figur 17 ausgefiihrt ist. Wir 
erhalten schliesslich den schraffirten 
Bereich der Fig. 17, der drei Ecken 
Oz, Og, O, aufweist, in denen die 
Summe der drei Winkel nach wie 
vor 2a betraigt, und ausserdem in 
drei unendliche Kreisbénder ausliuft, 
deren begrenzende Seiten durch die 
loxodromischen Fundamentalsubsti- 
tutionen einander zugeordnet sind. Fig. 17. 
Ja, es wird sogar, allgemein gesprochen, méglich sein, fiir complexe 
Werthe der 4, w, v z. B. einen durchaus brauchbaren von vier Kreis- 
bogen begrenzten Bereich zu construiren, dessen simmtliche Ecken 
verloren gegangen sind, indem die betr. Kreisbogen in vier unendliche 
Kreisbinder auslaufen. (Vgl. z. B. Fig. 83a.) Wie im Falle eines 
imaginiren Exponenten jedoch der Fundamentalbereich in der Nihe einer 
von elliptischen Kreisbogen gebildeten Ecke unendlich schmal werden 
d. h, sich auf einen Kreisbogen zusammenziehen wiirde, so gilt hier 
das Analoge im Falle eines reellen Exponenten, indem das zugehdrige 
unendliche Kreisband unendlich schmal ausfiallt. 

Wir wollen noch bemerken, dass auch die Figuren 16 und 17 die 
Bezeichnung ,, Normalvierecke“ (oder Normalvierseite) verdienen, da 
die begrenzenden Kreise den hyperbolischen Bischeln der Fixpunktpaare 
angehéren. Natiirlich kann man diese Specialisirung, d. h. die Be- 
schrinkung auf Kreise des Bischels, auch fallen lassen. 





Ill. Theil. 


Ueber den Kern der Fundamentalbereiche im Falle dreier 
singulirer Punkte. 


§ 7. 

Neue Veranschaulichung der loxodromischen Substitutionen. 

Wir wenden uns jetzt zu der geometrischen Theorie der Schwarz- 
schen s-Function, und zwar werden wir unsere Betrachtung zuniichst 
dem Kern widmen, den wir dem Fundamentalbereiche gegentiberstellen 
wollten. Wir definiren den Kern als das Gebilde der drei inneren 
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Axen der Fundamentalsubstitutionen A, B, [.*) Gerade in der besonderen 
Untersuchung des Kernes, die auch sonst manches schéne Resultat liefert, 
diirfte ein nicht zu unterschiitzendes Moment fiir die geometrische Ein- 
fiihrung in die Theorie der Schwarz’schen s-Function begriindet liegen. 

Vorerst wollen wir in einer Vorbetrachtung eine neue und 
interessante geometrische Veranschaulichung der loxodromischen Sub- 
stitutionen der complexen Variabeln auf der Kugel kennen lernen, 
von der wir sogleich Gebrauch zu machen haben. 

Wenn eine elliptische Substitution der auf der Kugel gedeuteten 
Variabeln z mit ihrem Exponenten 24’2i**) vorliegt, und man legt 
durch die innere Axe d. h, die Verbindungslinie der Fixpunkte der- 
selben zwei Ebenen ¢ und ¢’, die den (nicht-Euklidischen) Winkel 4’ z 
mit einander bilden, so entsprechen sich allemal zwei solche Raum- 
punkte Q und Q’, die sich als Spiegelbilder eines dritten Raumpunktes 
R in Bezug auf die beiden Ebenen darstellen. Hierbei wollen wir 
allgemein unter dem Spiegelbilde eines Raum- 
punktes R in Beziehung auf eine gegebene 
Ebene, mag letztere im iibrigen die Kugel 
schneiden oder nicht, denjenigen Punkt Q 
verstehen, der auf der Verbindungslinie des 
Punktes R und des Poles der Ebene liegt und 
(nicht-Euklidisch) gerade so weit auf der an- 
deren Seite der Ebene von dieser entfernt ist, 
wie der Punkt R auf seiner Seite. Projectiv 
genommen besagt dies, dass der Punkt R mit 
seinem Spiegelbilde harmonisch liegt zu der Ebene und deren Pol; 
zugleich leuchtet ein, dass man ebensogut von der Spiegelung an 
dem Pol der Ebene reden kénnte, indem man unter dem Spiegelbilde 
eines Punktes R in Beziehung auf einen zweiten denjenigen Punkt Q 
ihrer Verbindungslinie versteht, der um dieselbe Strecke auf der anderen 
Seite von dem spiegelnden Punkte entfernt liegt als der Punkt R auf 
seiner Seite. Spiegelung an einem Punkte ist identisch mit der Spiegelung 
an seiner Polarebene. Ist der Punkt R speciell ein Kugelpunkt, so wird 
sein Spiegelpunkt der zweite Schnittpunkt der Verbindungslinie von R 
und dem Pol der spiegelnden Ebene mit der Kugeloberfliche sein. 





Fig. 18. 


*) Unter der ,,inneren Axe“ einer Substitution sei die Verbindungslinie der 
Fixpunkte verstanden, unter der ,,fiusseren Axe‘ die conjugirte Polare der ersteren. 
**) Unter dem ,, Exponenten“ einer Substitution wollen wir hier die Grisse @ 
in der Normalform verstehen: 
2°’—«a@ Z—a 
1 @. i 


2° i z— Qe} 
dieselbe stimmt natiirlich nur bis auf den Factor 277i mit dem beziiglichen ,,Ex- 
ponenten der s-Function‘ iiberein. 
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Aus dem hiermit ausgesprochenen Satze ergiebt sich nun leicht die 
folgende Deutung der elliptischen Substitution, sowie der zugehdrigen 
Drehung des Gesammtraumes: Lrrichtet man in einem beliebigen 
Punkte der inneren Axe auf thr zwei senkrechte (die Kugel schneidende) 
Gerade q, und q,, die den Winkel a’ x mit einander bilden, so gehen allemal 
zwei solche Raumpunkte in einander tiber, welche aus einem beliebigen 
dritten Punkte durch halbe (nicht-Euklidische) Drehungen um die beiden 
Senkrechten entstehen.*) Dieser Uebergang von einem Raumpunkt zu 
dem ihm entsprechenden ist niimlich identisch mit der Aufeinanderfolge 
der vier Spiegelungen an der Ebene der beiden Senkrechten, an den 
Ebenen durch jede der letzteren und die innere Axe und wiederum an 
der ersten Ebene und erweist sich somit direct aus der geometrischen 
Figur als gleichwerthig mit der oben geschilderten Construction mittels 
zweier Spiegelungen. 

Diesen Siitzen stehen in ganz analoger Weise die beiden folgenden 
gegentiber: Bei einer vorliegenden hyperbolischen Substitution mit den 
Exponenten 24” (wo A” reell ist) entsprechen sich allemal zwei solche 
Raumpunkte Q@ und Q’, welche die 
Spiegelpunkte eines dritten Raum- 
punktes R in Beziehung auf zwei 
heliebige, sich unter dem Winkel 
iA”x lings der fusseren Axe schnei- * 
dende Ebenen ¢ und ¢ darstellen, — 
diese beiden Ebenen mdgen iibrigens 
ausserhalb der Kugel verlaufen oder 
dieselbe schneiden. Und die Folgerung 
aus diesem Satz: Bei der hyperbolischen 
Substitution gehen stets diejenigen 
beiden Punkte des Raumes in einander 
tiber , welche aus einem dritten Punkte 
durch halbe Drehungen wm ewei beliebige Senkrechte g, und g, (welche 
die Kugel schneiden) entstanden sind, die im Abstande ia” auf der 
inneren Axe in einer beliebigen durch dieselbe gelegten Ebene errichtet 
wurden. 

Da nun jede Schraubenbewegung des nicht-Euklidischen Raumes 
mit dem complexen Exponenten 2(d' + 4”i)ia sich als die Aufeinan- 
derfolge einer elliptischen Substitution mit dem Exponenten 2id'x 
und einer hyperbolischen Substitution mit dem Exponenten — 2A” 
betrachten lisst, welche dieselben Axen haben und itiberdies mit 
einander vertauschbar sind, so kommt man sofort zu dem allgemeinen 








Fig 19. 


*) Definition: Eine Gerade steht auf einer Ebene im nicht-Euklidischen Sinne 
senkrecht, wenn sie durch den Pol derselben hindurchgeht, und auf einer anderen 
Geraden, wenn sie die conjugirte Polare derselben trifft. 











186 Fr, Scmuine, 


Satze, auf den wir hinaus wollten: Errichtet man auf der inneren 

Axe der Schraubenbewegung irgend zwei die Kugel schneidende Senk- 

rechte g, und g,, so dass der Abstand threr 

By beiden Fusspunkte gleich id’a, dagegen der 

'\\. Winkel der durch sie und die innere Axe ge- 

| legten Ebenen gleich 4’ x wird, dann gehen gerade 

zwei solche Punkte Q und Q’ des Raumes durch 

die sugehirige Collineation in einander iiber, 

/ welche durch eine halbe Drehung wm diese beiden 

/  Senkrechten aus einem dritten Rawmpunkte R 

hervorgegangen sind. Mit anderen Worten: Man 

kann jede (nicht-Euklidische) Schraubenbewegung 

auf mannigfache Art durch zwei Rotationen von der Periode 2 ersetzen.*) 

Alle diese Siitze gewinnen im iibrigen eine einfache Anschaulich- 

keit, wenn man durch eine geeignete Substitution dafiir sorgt, dass die 
innere Axe durch den Mittelpunkt der Kugel geht. 


§ 8. 
Betrachtung dreier Schraubenbewegungen, deren Aufeinanderfolge die 
Identitat erzeugt. 

Gehen wir nun zu der Betrachtung der Aufeinanderfolge dreier 
loxodromischer Substitutionen der Variabeln z iiber. 

In _ Gegeben seien die zu einander windschiefen inneren 
Axen der Substitutionen, welche wir mit J, IJ, III 
bezeichnen wollen. Man construire alsdann die drei 
inneren kiirzesten Abstiinde 1, 2, 3, die im Sinne 
der nicht-Euklidischen Geometrie zu je zweien der 
Geraden J, IZ, III gehéren.**) Fasst man nun 
bei jeder der Geraden diejenige Schraubenbewegung 
ins Auge, welche sich in Bezug auf den oben aus- 
gesprochenen Satz als die Aufeinanderfolge zweier 
halben Drehungen um die zugehdrigen kiirzesten Ab- 
stiinde darstellt, so erkennt man sofort, dass die Auf- 
einanderfolge dieser 3 Schraubenbewegungen um die 
Azen I, II, III zur Identitit fiihrt. Denn bezeichnet man mit R,S,7 in 





Fig. 20. 








Fig. 21. 


*) Es sei auf einige Arbeiten des Herrn Wiener hingewiesen (Siichsische 
Berichte, 1890 p. 13, 71, 245 und 424ff.), woselbst ganz analoge Betrachtungen 
fiir den Euklidischen Raum durchgefiihrt werden; man vgl. z, B. p. 22, sowie p. 439/f. 
Wie Herr Wiener erwiihnt, hat bereits Halphen diese Methoden fiir die Schrauben- 
bewegung des gewdhnlichen Raumes benutzt in Nouv. Ann. de Math. III. Série, 
I, 1882, p. 296—299. Ferner sehe man auch Study, Von den Bewegungen und 
Umlegungen, Ann. Bd. 39, 1891, p. 469. 

**) Vergl. Clebsch-Lindemann, Vorlesungen tiber Geometrie III, 1, 1891, p.505, 
sowie auch Wedekind, Studien im biniiren Werthgebiet, Karlsruhe 1876, p. 9 ff. 
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symbolischer Weise entspr. die Operationen der halben Drehungen um die 
3 ktirzesten Abstinde 1, 2,3, so gelten fiir dieselben die Beziehungen 
RR=1, SS=1, TT —1, welche bedeuten, dass jede der genannten 
Operationen zweimal ausgefiihrt die Identitit ergiebt. Die genannten 
drei Schraubenbewegungen um die Axen J, IZ, III werden nun dar- 
gestellt durch die Symbole S7, 7R, RS, deren Aufeinanderfolge den 
geltenden Relationen gemiiss in der That die Identitaét erzeugt.*) Diese 
drei Substitutionen werden wir in der Folge die Fundamentalsubstitu- 
tionen des Kernes der Geraden J, IJ, IJJ nennen und sie mit A,B,T 
entspr. bezeichnen. Wir kénnen als Erginzung des obigen Satzes noch 
hinzufiigen: Allemal solche drei Punkte des Rawmes gehen durch die 
} Fundamentalsubstitutionen in einander tiber , die durch 3 halbe Drehungen 
um die Geraden 1, 2,3 aus einem beliebigen Raumpunkte entstanden 
zu denken sind. 

Da nun die Geraden J, JI, III ihrerseits die kiirzesten Abstiinde 
je zweier der Geraden 1, 2, 3 liefern, so behalten die aufgestellten 
Siitze ihre volle Giiltigkeit, wenn man in ihnen die Geraden J, IJ, III 
mit den Geraden 1, 2,3 vertauscht. Hierin offenbart sich die Verall- 
gemeinerung derjenigen elementaren Betrachtungen der gewéhnlichen 
! sphirischen Trigonometrie, welche sich auf das Polardreieck zu einem 
gegebenen Dreieck beziehen. Dementsprechend wollen wir das Gebilde 
1, 2, 3 den Polarkern des gegebenen Kernes J, IJ, III nennen. 
Ersichtlich gilt der Satz: Der Polarkern des Polarkernes ist der 
urspriingliche Kern. Wir werden spiiter auf diese Verhiltnisse noch 
wiederholt zuriickkommen. 

Wir fiihren nun einige einfache Bezeichnungen ein, denen, wie 
bisher, wieder die nicht-EKuklidische Massbestimmung zu Grunde liegt. 
Zunichst fassen wir je einen von den zwei Schnittpunkten der Geraden 
I, II, III mit der Kugel besonders ins Auge, der spiiter. bei der 
Aufstellung der Normalformen fiir die loxodromischen Substitutionen 
in den Zihler zu stehen kommen soll. Wir nennen diese 3 aus- 
gezeichneten Punkte a,, b,, c,. In entsprechender Weise wahlen wir 
bei den Geraden 1, 2,3 drei Punkte a@,, 6,, y, aus. Die auf den 
Geraden J, JJ, III durch die kiirzesten Abstiinde abgeschnittenen 
Lingen setzen wir nun gleich (4"2, iw", iv", die auf den Geraden 
1, 2, 3 abgeschnittenen Lingen gleich il” 2, im” a, in” a, und zwar 
mégen diese Gréssen ein positives oder negatives Vorzeichen besitzen, 
je nachdem in Riicksicht auf die cyklische Reihenfolge I, 3, I, 1, 
III, 2 entspr. die Richtung vom Schnittpunkte einer dieser Geraden 
mit der voranstehenden Geraden zum Schnittpunkte mit der folgenden 





*) Eine Verallgemeinerung dieser Betrachtungen ergiebt z. B. den Satz: 
Jede beliebige Schraubenbewegung kann in die Aufeinanderfolge dreier Schrauben- 
bewegungen um drei vorgegebene Axen zerlegt werden. 
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Geraden auf den zu ersterer gehérenden ausgewahlten Schnittpunkt 
hinweist oder von ihm abweist; es ist also z. B. iA”a positiv oder 
negativ, je nachdem die Richtung vom Punkte (2 J) zum Punkte (J 3) 
auf den Punkt a, hinweist oder von ihm abweist. Weiter bezeichnen wir 
den Winkel, durch welchen man die durch eine der Geraden J, IJ, III 
und die vorhergehende der Geraden 1, 2, 3 gelegte Ebene im positiven 
Sinne um die erste Gerade drehen muss, bis sie mit der durch diese und 
die nachfolgende der Geraden 1, 2, 3 gelegten Ebene zusammenfiallt, mit 
x, u'x,v'x; hierbei soll unter der positiven Drehungsrichtung die- 
jenige verstanden werden, die sich fiir einen im Punkte a, oder b,, ¢, 
auf der Kugel stehenden Beobachter als mit dem Drehungssinne des 
Uhrzeigers tibereinstimmend erweist. In ganz entsprechender Weise 
fiihren wir in Bezug auf die Geraden 1, 2, 3 und die zugehérigen 
Punkte a,, B,, 7, die Winkelbezeichnungen 1’x, m’x, n'a ein. Wie 
man sofort sieht, sind diese Winkel nur bis auf ganze Vielfache von 
x bestimmt; diese Mehrdeutigkeit wird auch in unseren Schlussformeln 
sich wieder geltend machen. Im iibrigen werden wir sogleich hierauf 
noch einzugehen haben; zum Zweck dieser spiteren Betrachtung ist 
auch die Definition der Gréssen 4’, 4” etc. mit der angegebenen Ge- 
nauigkeit vorgenommen worden. Setzt man nun: 

A= +2" | L=l’ +41” 

ee tiv” | m= m+ im” 

yay +iv” | n=n' + in", 
so kann man den soeben aufgestellten Satz in der einfachen Form 
aussprechen: Fiihrt man um die Geraden I, II, III nach einander 
drei nicht-Euklidische Schraubenbewegungen aus, deren Exponenten 
bezw. gegeben sind durch 2Axi, 2umi,2vai, so gelangen die Punkte 
des Gesammtraumes wieder in ihre Anfangslage zuriick. Der analoge 
Satz gilt natiirlich fiir die Aufeinanderfolge der drei nicht-Euklidischen 
Schraubenbewegungen um die Axen 1, 2, 3 mit den Exponenten 
2ixi, 2mxi, 2nxi. — 

Wir kénnen nun den an die einfache Figur 21 angekniipften Be- 
trachtungen noch eine Erweiterung geben, indem wir auch die Polaren 
I’, II’, III’ der Geraden I, IT, III, a, h. die tiusseren Axen der 
Schraubenbewegungen A, B,I, und die Polaren 1’, 2’, 3’ der Geraden 
1, 2,3, d.h. die ausseren kiirzesten Abstinde der Geraden J, IJ, III, 
in Betracht ziehen. Die Geraden 1, 2, 3 resp. 1’, 2’, 3’ enthalten 
dann zugleich die kiirzesten Abstiande je zweier der Geraden J’, II’, III’, 
wahrend umgekehrt die Geraden I’, IJ’, III’ wiederum die ausseren 
ktirzesten Abstiinde je zweier Geraden des Tripels 1’, 2’, 3’ bilden. 
Auf jeder der 12 Geraden liegen ferner 4 Schnittpunkte, die zu je 
zweien sich involutorisch entsprechen, und zwar bilden die Schnitt- 
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punkte der Geraden mit der Kugel die Doppelpunkte der Involution, 
die daher fiir die 6 die Kugel schneidenden Geraden hyperbolischen 
Charakter , fiir die tibrigen 6 ausserhalb der Kugel verlaufenden Geraden 
elliptischen Charakter besitzt. Der kiirzeste Abstand 14” zum Beispiel, 
d. h. der Abstand der inneren beiden Punkte der Geraden J, findet sich 
wieder als Abstand der beiden fusseren Punkte derselben Geraden 
oder als Winkel, welchen die Polarebenen dieser beiden inneren oder 
dieser beiden fiusseren Punkte mit einander bilden, also z. B. als 
Winkel der Ebenen (J’ 2’) und (J’ 3’). Entsprechendes gilt natiirlich 
fiir alle iibrigen Gréssen. 


§ 9. 
Specialisirung der Resultate fiir den Fall dreier elliptischer oder 
hyperbolischer Substitutionen. 


Ks diirfte interessant sein, diese Beziehungen zu specialisiren fiir 
den Fall, dass die 3 Geraden I, II, III sich in einem Punkte (inner- 
halb, ausserhalb oder auf der Kugel) schneiden oder in einer Ebene 
liegen, der Art, dass wir es mit drei elliptischen oder drei hyperbolischen 
Fundamentalsubstitutionen zu thun haben. Im letzteren Falle z. B. 
werden wir die folgenden Figuren in der Ebene der Geraden J JJ, 


Eas 
\z (as 
~ VP XY 
IN 
fur Ne 








Fig. 22, 


ITI erhalten, je nachdem die drei Schnittpunkte P, Q, R der Geraden 
I, II, III simmilich innerhalb oder simmtlich ausserhalb der Kugel 
liegen. Die Verbindungslinien der Punkte P,Q, R mit dem Pol der 
Zeichenebene geben fiir Fig. 22 die Geraden 1, 2, 3, fiir Fig. 23 die 
Geraden 1’, 2’, 3’; die Verbindungslinien der Punkte U, V, W mit 
dem gleichen Pol dagegen fiir Fig. 22 wie 23 die Geraden J’, IJ’, IIT’. 
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Es ist nun gemiiss den Bemerkungen auf pag. 187 ein Leichtes, zu 
jedem beliebigen Punkte der Kugeloberfliiche die beiden anderen sofort 
anzugeben, in die er durch die zu unserem Kern gehdrigen linearen Sub- 
stitutionen tibergeht. Verbindet man z. B. in Fig. 22 einen beliebigen 
Punkt X der Kugeloberfliche mit den Punkten P, Q, R und bezeichnet die 
zweiten Schnittpunkte dieser Verbindungsgeraden und der Kugel mit 
Y,, Y,, Y3, so geht durch die Substitution A der Punkt Y, in Y;, durch B 
Y, in Y,, durch Y, in Y, tiber. In der Fig. 23 erfordert die analoge 
Construction dreier einander entsprechender Punkte Y,, Y,, Y, den im 
Allgemeinen riiumlichen Linienzug des Sechsecks Y, X, Y, X, Y, X,, 
deren Seiten, wie die Figur es zeigt, durch je einen der Schnittpunkte 
im Innern des Kreises gehen. Diese Constructionen lassen sich in sehr 
einfacher Weise auf den allgemeinen Fall dreier Schraubenbewegungen 
iibertragen, wenn man sich erinnert, dass jede Schraubenbewegung in 
die Aufeinanderfolge einer Drehung und einer Verschiebung zerlegt 
werden kann. An Stelle des riiumlichen Sechsecks der Fig. 23 tritt 
dann ein raumliches, der Kugel einbeschriebenes Zwélfeck, dessen ab- 
wechselnde Ecken den Gang des betreffenden Kugelpunktes angeben. 

Wenn wir nun den aus unseren spiiteren Betrachtungen folgenden 
allgemeinen Satz hier vorweg nehmen, dass bei 3 vorgegebenen Geraden 
I, II, III, die wir als innere Axen dreier Schraubenbewegungen des 
Raumes anzusehen haben, die Exponenten der zugehdérigen Substitu- 
tionen im Allgemeinen bis auf ganze Vielfache von 22% eindeutig be- 
stimmt sind, falls ihre Aufeinanderfolge die Identitiét erzeugen soll, 
so kénnen wir aus unseren Betrachtungen sofort den Satz folgern: 
Die Bedingung, dass die drei Geraden I, II, III sich in einem Punkte 
innerhalb oder ausserhalb der Kugel schneiden, oder in einer Ebene 
liegen und dann sich in 3 Punkten, die stimmilich innerhalb oder 
stimmtlich ausserhalb der Kugel liegen, schneiden, ist nicht nur hin- 
reichend, sondern auch nothwendig, damit wir es mit drei elliptischen 
resp. drei hyperbolischen Substitutionen zu thun haben, welche hinter 
einander angewandt die Identitiét erzeugen.*) 

Dieser letzte Satz lisst sich sehr leicht auch direct nachweisen: 
Bei einer einfachen Drehung des nicht-Euklidischen Raumes z. B., 
wie er durch eine elliptische Substitution gegeben wird, bleiben die 
Punkte der inneren Axe unverindert in ihrer Lage; jeder andere 
Raumpunkt beschreibt in einer zu dieser Axe senkrechten Ebene um 
den Schnittpunkt beider einen nicht-Euklidischen Kreis. Sollen nun 
zwei elliptische Drehungen sich wieder zu einer solchen zusammen- 
setzen, sO muss zum wenigsten auch ein Punkt im Innern der Kugel 
nach beiden Drehungen an seine Ausgangsstelle zuriickgekommen sein. 


*) Vgl. Klein, Ann. 9, 1876, p. 186 —187, 





eres. 
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Dieser Punkt hat bei den beiden Drehungen Bogen zweier Kreise be- 
schrieben, die sich in 2 Punkten schneiden. Durch diese Kreise lisst 
sich daher eine nicht-Euklidische Kugel legen. Verbindet man den 
Mittelpunkt dieser Kugel mit den Mittelpunkten der beiden Kreise, so 
werden, wie leicht zu sehen ist, diese Verbindungslinien auf den Ebenen 
der Kreise senkrecht stehen und mitissen daher mit den beiden ersten 
Drehungsaxen zusammenfallen. Folglich schneiden sich dieselben in 
einem Punkte, durch den dann auch die dritte Axe hindurchgeht.*) 
In ganz analoger Weise werden wir auch den Beweis im Falle 
dreier hyperbolischer Substitutionen fiihren kéunen, indem wir mutatis 
mutandis an Stelle der inneren die fiusseren Axen der Collineation 
treten lassen. Haben wir aber zuniichst die Nothwendigkeit der Be- 
dingung erwiesen, dass die inneren Axen in einer Ebene liegen miissen, 
damit die Gleichung AB! — 1 fiir 3 hyperbolische Substitutionen gilt, 
so zeigt eine einfache Specialbetrachtung leicht, dass ausserdem noch 
die Schnittpunkte der drei inneren Axen simmtlich innerhalb oder 
simmtlich ausserhalb der Kugel gelegen sein miissen. Denn: falls einer 
der Schnittpunkte innerhalb, die beiden anderen aber ausserhalb der 
Kugel liegen, oder zwei innerhalb und der dritte ausserhalb (fig, 24 
u. 25), so kann man bei beliebiger Wah! der Bewegungsrichtungen 


aya (P*® 
\ ad / JA | 
\ L J , ee me 
/ en i 4 / 
fe ws \ ee ae 
/ | Fig. 24. Fig. 25. 


in den inneren Axen stets einen Fixpunkt der Substitutionen angeben, 
der unméglich nach der Aufeinanderfolge der Substitutionen A, B, T 
in cyklischer Reihenfolge an seine Ausgangsstelle zuriickgelangt sein 
kann. **) 

Werfen wir nun noch einen Blick auf die Schraubenbewegungen, 


*) Dieser Beweis bedient sich der gewdhnlichen Beweismethode, wie sie 
von Lobatcheffsky und Bolyai in ihren Entwicklungen der hyperbolischen 
Geometrie (,,absolute Geometrie“’) angewandt ist; insbesondere sind bekanntlich 
alle Lehrsiitze, die nicht das Parallelaxiom, wohl aber z. B, die Congruenzsitze 
zu ihrem Beweise bediirfen, in der Euklidischen wie in der nicht-Euklidischen 
Geometrie in gleicher Weise giltig. 

**) Als Uebergangsfall der soeben behandelten ergiebt sich der Fall dreier para- 
bolischer Substitutionen, dessen Kern durch drei sich in einem Punkte schneidende 
Tangenten der Kugel gegeben wird. 
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die zu den Axen 1, 2, 3, dem Polarkern, im Falle dreier elliptischer 
oder dreier hyperbolischer Substitutionen gehéren, so finden wir die 
folgende interessante Beziehung: 

1. Der Fall dreier elliptischer Substitutionen, deren innere Axen 
sich im Innern der Kugel schneiden, entspricht sich selbst, d. h. die 
sugehdrigen Substitutionen des Polarkernes, deren Aufeinayderfolge die 
Identitét erzeugt, haben ebenfalls elliptischen Charakter derselben Art, 
d. h. ihre inneren Axen schneiden sich gleichfalls im Innern der Kugel. 

2. Im Falle dreier elliptischen Substitutionen, deren innere Axen 
sich ausserhalb der Kugel schneiden, sind die zugehirigen Substitutionen 
des Polarkernes von hyperbolischem Charakter , jedoch liegen die Schnitt- 
punkte der inneren Aaxen derselben siimmtlich im Innern der Kugel. 
Ebenso gilt die Umkehrung. 

3. Der Fall dreier hyperbolischer Substitutionen, deren innere Axen 
sich stimmilich ausserhalb der Kugel treffen, entspricht wieder sich selbst, 
d. h. die zugehirigen Substitutionen des Polarkernes haben hyperbolischen 
Charakter derselben Art.*) 

Bisher haben wir nur von den Specialfiillen gesprochen, in denen 
die 3 Fundamentalsubstitutionen entweder siimmtlich elliptisch oder 
simmtlich hyperbolisch waren. Die Figuren 24 und 25 geben uns 
nun sogleich Anlass, auch die Specialfiille ins Auge zu fassen, dass 
eine der Substitutionen elliptisch, die beiden anderen aber hyperbolisch 
oder eine hyperbolisch, die beiden anderen aber elliptisch sind. Die 
gegenseitige Lage der inneren Axen in diesen Fiillen wird niémlich 
direct durch den Polarkern der genannten Figuren gegebeu. Ks ist 
kaum noéthig, diese einfachen Verhiiltnisse noch niher auszufiihren; 
die zu den Geraden der Figuren 24 und 25 selbst, d. h. zu dem Polar- 
kern unserer Specialfiille gehérenden lundamentalsubstitutionen sind 
durch 3 Substitutionsexponenten charakterisirt, deren imaginiire Be- 
standtheile bis auf beliebige Vielfache von 22% entspr. gleich 27, xi, 0 
sind. Allgemein gilt der Satz: 

Schneiden sich 2 der inneren Axen ausserhalb in einem Punkte, so 
hat die zu ihrem kiirzesten Abstand zugehirige Fundamentalsubstitution 
des Polarkernes hyperbolischen Charakter. 

Schneiden sich 2 der inneren Axen innerhalb der Kugel, so hat 
die zu ihrem kiirzesten Abstande eugehdrige Fundamentalsubstitution des 
Polarkernes elliptischen Charakter. 


*) Von dem Specialfalle, dass die 3 inneren Axen sich auf der Kugel in 
einem Punkte schneiden, zugleich dem Uebergangsfall von 1 und 2, werden wir 
spiiter noch ausfiihrlich handeln, Wir erkennen schon jetzt, dass dann die zu- 
gehérigen Fundamentalsubstitutionen keineswegs ohne Weiteres eindeutig bestimmt 
sind, allemal jedoch eine Auswahl derselben 3 elliptische Substitutionen darstellt, 
vgl. pag. 172 und pag, 195 u. 196. 
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§ 10. 

Die in der Gleichung AB —1 enthaltenen Relationen als Doppel- 

verhaltnissbeziehungen der 6 Fixpunkte. 


Wir gehen nun dazu iiber, in der Betrachtung des Kernes und 
seiner Fundamentalsubstitutionen den rein geometrischen Weg zu ver- 
lassen und uns der algebraischen Rechnung zu bedienen. Unser niichstes 
Ziel wird die Aufstellung gewisser Doppelverhiltnissgleichungen bilden, 
welche die Fixpunkte der Substitutionen mit ihren Exponenten ver- 
kniipfen. Sie stellen in entwickelter Form den Ausdruck der Bedingung 

‘ AB —1 dar, welche 3 unabhiingige Relationen in sich birgt. Es 
seien 3 loxodromische Substitutionen*) gegeben in der Form: 





¥ inet b, Qin §— b, 
———_ #.- 

B) $= be ¢ s— b,’ 

r) bet eiay ,§— 4%, 

8’ —& S— Cy 


Wir haben das Coordinatensystem der Einfachheit halber der Art an- 
genommen,’ dass die Fixpunkte a, und*a, der Substitution A zum Null- 
und Unendlichkeitspunkt gewahlt sind. Wir benutzen nun den Ansatz 
ABr =—1 in der Form AB=[-, d.h. die Aufeinanderfolge der 
Substitutionen A und B soll gleichwerthig mit der inversen Substitution [ 
sein. Hin beliebiger Punkt s, wird nach der Anwendung der Sub- 
stitutionen A und B in einen Punkt s,' tibergegangen sein, der sich 
aus der folgenden Gleichung ergiebt: - _ 
? i a ~ % in OM ged 

) poy == etiny Tee , 
Zu demselben Punkte muss man gelangen, wenn man auf s, die Sub- 
stitution [—' anwendet. Wir haben daher die weitere Gleichung: 


) te tier, =, 
89 — C& 89 — Cg 
, Wir geben nun s, nach einander die speciellen Werthe e-*‘? . b,, | 
P e-*im4. b,c, und ¢,. Dies fiihrt uns zu folgenden Gleichungen: ! 
19 % 2 g a 
—2ina —2iaa 1 
t 1) bp — Cy e-tiny, Arete. PY 4 e~ 8688 . by 
s a4 g~ 8 — Oy Sy = b, | 
—2ina —2ind 
Q) 4% g-tiny, © OWE, rs. ~ aie *), : 
by — Ce e~ 8482 5, — @,’ Sy) = b, 
n SW ke et a, 
ir : *) Die Gréssen 1, wu, v, um beliebige ganze Zahlen vermehrt, lassen unsere 
. Ausgangsformel unveriindert, doch haben wir die beiden Gruppen der Auswahl 
1 gang’ P 
at dieser Gréssen einander gegeniiberzustellen, fiir welche die Summen 4-+-un-+ 
t, sich um eine ungerade ganze Zahl unterscheiden. Wir werden diesen Umstand 


in unseren Endformeln klar hervortreten sehen. 


Mathematische Annalen. XLIV. 13 
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2ina 
¢—b , e -(—b , 
ie ae GUO 6 Spee S, =C s’ =¢,) 
) C, — bg gist .6,—d, (So 1? 1/9 
a ’ grind ery P 
4 Ce ~ol Vm erinu _— ef. Jom 8, == C. S, == C.). 
) Cy by gina -C ™ ( 0 2? 0 2) 


Zwischen diesen Gleichungen muss nothwendig eine Beziehung 
bestehen, da der Ansatz ABT —1 nur 3 Gleichungen umfasst; man 
erkennt, dass in der That die Gleichungen 1 und 2, sowie 3 und 4, 
beiderseits durch einander dividirt zu demselben Resultate fiihren, 


Fasst man in diesen Gleichungen die Quotienten a fs 5s a als 
1 i 2 2 
Unbekannte auf, so fiihrt die directe Auflisung der ersteren zw der in 
Aussicht gestellten Formelgruppe, in der wir zugleich in Riicksicht auf 
die Annahme a, = 0, a, oo fiir die genannten Quotienten ihre 


Doppelverhialtniss - Ausdriicke einfiihren: 


f= DV (00,01) = Ga Seer 
Re reet) = Sark Samn 

| i = DV (a, a2¢,b)) = cat aa , 

_ Drama) = Gree 


Und zwar ist in diesen Formeln, wie sich aus ihrer Ableitung ergiebt, 
entweder stets das positive oder stets das negative Zeichen zu wihlen; 
wir kommen sogileich hierauf noch zuriick. Hierzw tritt noch die 
Gleichung: 
c C, s . 
II. 5, ‘| = D V(a,a,¢,b,) - DV (a, a, ¢,b,) = e—?'*4, 


die sich aus der oben angegebenen, zuniichst fiir ¢?‘** quadratischen 
Identitaét ergiebt, nachdem man die Wurzel ¢*4 —1, d.h. 4 gleich 
einer ganzen Zahl, abgesondert hat. (Die Wurzel ¢?‘** == 1 bedeutet 
geometrisch, dass man drei Operationen, deren Aufeinanderfolge die 
Identitaét erzeugt, auch erhalt, wenn man um jede der Axen eine be- 
liebige Zahl voller Umdrehungen ausfiihrt. Von diesem trivialen Falle 
sehen wir natiirlich weiterhin ab.) 

Man kann den Gleichungen I durch Ersetzung der Exponential- 
gréssen durch goniometrische Functionen leicht auch die folgende, be- 
sonders fiir reelle 4, uw, v bequeme Gestalt geben: 
cos (—" = a hall =) 


9 
~ 


7. D 1.€. ; = —iaa, 
ee eee 


u. Ss. W. 





CB vs 8 











nee - se 
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Diese Formeln entsprechen den positiven Zeichen der Formelgruppe I; 
ihnen gegeniiber stehen die den negativen Zeichen entsprechenden, in 
denen die Cosinusfunctionen durch Sinusfunctionen ersetzt sind.*) 

Es ist ersichtlich, dass wir durch cyklische Vertauschung der 
Buchstaben noch weitere analoge Gleichungen erhalten, die wir nicht 
anfiihren wollen. 

Machen wir nun sogleich einige Anwendungen der gefundenen 
Beziehungen. Das wesentliche Resultat, welches wir der Formel- 
gruppe II entnehmen, ist zuniichst der Satz, dessen wir bereits auf 
pag. 190 Erwahnung thaten: 

Bei drei gegebenen Geraden I, II, III (welche natiirlich die Kugel 
schneiden miissen) sind die Exponenten der zugehdrigen loxodromischen 
Substitutionen, deren Aufeinanderfolge die Identitét erzeugt, bis auf ganze 
Vielfache von 221i, eindeutig bestimmt. 

Weiter aber gestatten die Gleichungen z, B. bei gegebenen Fix- 
punkten die Exponenten und bei gegebenen Werthen der 4, u,v und 
drei gegebenen Fixpunkten die iibrigen Fixpunkte in einfachster Weise 
wirklich zu berechnen; gemiss des doppelten Vorzeichens der Formeln I 
ist die Lésung der zweiten Aufgabe zweiwerthig. Betreffs der genauen 
Unterscheidung der beiden Vorzeichen wird man aus der Betrachtung 
specieller zu dem Kern zugehériger Fundamentalbereiche leicht er- 
kennen, dass nur die eime Auswahl der Gréssen 4, uw, v den Funda- 
mentalbereichen entspricht, niimlich diejenige, welche zu den Cosinus- 
formeln fiihrt; wir werden daher diese Auswahl auch zu bevorzugen 
haben, (Die Gleichungen I mit positivem Vorzeichen erhilt man 
iibrigens aus den Gleichungen I mit negativem Vorzeichen, indem man 
A oder w oder vy um | vermehrt; beide Gleichungsgruppen bleiben un- 
verindert, wenn man die Gréssen A, uw, v um ganze Zahlen vermehrt, 
deren Summe gerade ist.) Die letzten Gedanken hiingen aufs Engste 
mit der Theorie der verwandten s-Functionen zusammen**); wir werden 
geradezu als geometrische Definition aufstellen, solche s-Functionen 
mit einander verwandt zu nennen, deren Fundamentalbereiche zu dem- 
selben Kern gehdren. Wir werden hierauf spiter noch eingehend zuriick- 
kommen. 

Man erkennt weiter aus der Formelgruppe I’ den Satz: Ist 
+A+utyv in irgend einer Auswahl der Vorzeichen fiir den Fall 








*) Fiir reelle Werthe der Gréssen 2, uw, » wird man diese Formel leicht 
mit der Form der Doppelverhiltnisse von 4 Kugelpunkten in Beziehung setzen 
kénnen, wie sie Hr. Wedekind in seinen ,,Beitriigen zur geometrischen Inter- 
pretation biniirer Formen‘‘ angiebt (Diss. Erlangen, 1875, pag. 12). Man ver- 
gleiche auch die beziiglichen Formeln in der bereits genannten Arbeit Riemanns, 
Ges. Werke 1876, pag. 68, sowie Papperitz, Ann, 25, 1885, pag. 217. 

**) Papperitz, Ann. 25, 1885, pag. 212 ff; Ann. 26, 1886, pag. 97 ff. 
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der Giiltigkeit der Cosinusformeln gleich einer ungeraden Zahl (fiir den 
Fall der Giiltigkeit der Sinusformeln gleich einer geraden Zahl), so 
schneiden sich die inneren Axen I, II, III stets in einem Punkte 
auf der Kugelfliiche und umgekehrt. Der Beweis ergiebt sich daraus, 
dass jedenfalls eines der Doppelverhiltnisse bei der angegebenen 
Voraussetzung 0 oder co wird. MHieraus folgt aber, dass zwei ‘der 
Axen J, IJ, III durch einen Punkt der Kugelfliiche gehen miissen, 
welcher dann auch der dritten Axe angehért. Auch dieser Satz findet 
seine gute Anwendung in der Theorie der hypergeometrischen Function, 
indem aus der Bedingung + 4-+u+v—2n-+ 1 (wom eine ganze 
Zahl bezeichnet) auf die Méglichkeit geschlossen wird, einen geeignet 
ausgewahlten Zweig der s-Function durch ein einfaches unbestimmtes 
Integral darzustellen.*) Dieser Specialfall wird uns besonders spiiter 
noch beschiiftigen; es ist gerade derjenige, dessen Fundamentalbereiche 
wir auch im Falle complexer 4, uw, v in dieser Arbeit bis zu Ende 
behandeln werden. , 


§ 11. 


Die geometrische Deutung der Grundformeln der sphirischen Trigono- 
metrie fiir complexe Argumente. 


Wir wollen nun einen Excurs einschalten, der die in Aussicht 
gestellte geometrische Deutung der sphirischen Formeln fiir complexe 
Argumente zam Gegenstande paben soll. Wir werden zu dem Zwecke 
zwei verschiedene Wege einschlagen: Der erste schliesst sich eng an 
die aufgestellten Doppelverhiltnissformeln an. Wir kniipfen wieder 
an Fig. 21 an, fiir die wir die Vertheilung der Werthe z auf der Kugel 
so gewihlt denken, dass a, = 0, a, = oo, dagegen y, —-+ 1, und 
in Folge dessen y, — — 1 wird, was stets méglich ist. Dann gilt 


b P 
DV (a, a,b, b,) = .- (0,)*, 


da b, =; ist. Weiter ergiebt sich: 
DV (ryrady) — ppp Lee mb ets, 
1 


wo n’ und in” gemiiss pag. 187 u. 188 definirt sind. Wir haben uns hier 
einer sehr einfachen projectiven Interpretation der Doppelverhiiltnisse 
von 3 Kugelpunkten bedient.**) Sind nimlich irgend 4 Punkte p, q, 7, s 

*) Vgl. pag. 172. 

**) Dieselbe diirfte in mancher Beziehung einfacher sein als die von Hrn. 
Wedekind 1. c. gegebene Definition. Aus ihr folgen z. B. sofort die von ihm 
in seinen ,,Studien im biniren Werthgebiet* (Habilitationsschrift, Karlsruhe 1876) 
mit Hiilfe der Begriffe ,.Moment und Comoment*' zweier Geraden abgeleiteten 
Formen des Doppelverhiltnisses von 4 Kugelpunkten, 
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auf der Kugel gegeben, so kann man allgemein das Doppelverhiltniss 
derselben darstellen in der Form ¢? = e‘(¥'+‘#"); in derselben bedeutet 
gy’ den mit richtigen Vorzeichen genommenen nicht-Euklidischen 
Winkel der beiden Ebenen, welche die Raumgerade (p, g) mit den 
Punkten s und r verbinden, und ig” den nicht-Euklidischen Winkel 
der beiden Ebenen, welche die Polare der Geraden (p, g) mit denselben 
Punkten verbinden. Der Beweis hierfiir ergiebt sich direct aus der 
Substitutionsformel : 


fir g—=s und 2g’ —*r, 
Aus der Gleichung 


1— 
1+ 5, 


folgt nun, indem wir das doppelte Vorzeichen in den Werth von n 


DV(y, Vo dy a,) = 





—_ + et (n'4+-in") a 


hineinnehmen, b, = . - tg “z. Setzen wir diesen Werth in die erste 
Doppelverhiltnissgleichung der vorigen Seite ein und bemerken zu- 
gleich, dass: 


DV b, 
DV (a, 42,0.) = oye acu 





ist, so erhalten wir unter Benutzung der Gleichungen I’ folgendes 
Schlussergebniss : 


ease ee 
ail seas cos (ete—* n) eos (= aS 3 =) 





oder: 
NT 
i — tg? — 
ar cos ym -+- cos ux: COSA 
——— = c0osnr = ——_—"_—_______ 
1+ tg *% sin wx -sindz 


Dies aber ist die bekannte Cosinusformel der sphdrischen Trigono- 
metrie, jetat aber fiir complexe Argumente gedeutet. In analoger Weise 
werden wir durch cyklische Vertauschung der Buchstaben die Formeln 
fiir cos?a, cos maz ableiten kénnen; aus ihnen folgen alsdann be- 
kanntlich alle anderen Formeln der sphirischen Trigonometrie durch 
rein algebraische Rechnung. Im tibrigen wiirden wir noch auf eine 
Vorzeichenbestimmung in obiger Formel eingehen kéunen, da ja die 
Gréssen 4, u,v nur bis auf ganze Zahlen bestimmt sind. Doch kénnen 
wir dies hier tibergehen, da die folgende iiberdies tibersichtlichere Ab- 
leitung der Formeln der sphirischen Trigonometrie jede Zweideutigkeit 
ausschliessen diirfte. 
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Wir wollen zuniichst eine Ableitung der Fundamentalformeln des 
gewihnlichen sphiirischen Dreiecks vorausschicken, deren Grundge- 
danken wir dann auf unsere allgemeine Frage tibertragen wollen 
(K). Wir bedienen uns der Darstellung und Zusammensetzung der 
linearen Substitutionen in der Quaternionenform, welche der Drehung 
der Kugel um ihren Mittelpunkt entsprechen, wie sie z. B, von 
Herrn Klein in seinen Vorlesungen iiber das Ikosaeder pag. 32ff. 
angegeben werden.*) Die lineare Substitution der Variablen 2 wird dort 
in der Gestalt dargestellt: 2’ = SHeekanis mit der Bedingung 
a’ + B+ c+ d?—1; dieselbe ist daher bestimmt durch die vier 
Gréssen a, b, c, d, die wir die ,,Euler’schen Parameter“ nennen. Die 
Aufeinanderfolge zweier Drehungen mit den Parametern a, b, c, d und 
a’, b', c’, d’ kann durch eine einzige Drehung ersetzt werden, deren 
Parameter a”, b”, c’, d” durch die Rodrigues’schen Formeln gegeben 
werden: 

a” = (ad'+a’d) — (be’ —Jb’e), 
b” = (bd’ + b'd) — (ca’' — ca), 
c” = (ed' + c’d) — (ab’— ab), 
ad” = — aa’ — bb’ — ce’ — dd’. 


Wir geben nun dem vorliegenden sphiirischen Dreieck L MN auf der 
Kugel, die durch die Gleichung §? + 7? + ¢? = 1 in rechtwinkligen 
Coordinaten gegeben sei, speciell die in nebenstehender Figur angegebene 
Lage gegen das Coordinatensystem, sodass die 









Ag 
ak Ecke L die Coordinaten 0, 0, 1, 
Pa | Vm ns ‘ 
/ In Dp. Mt — ae « _ 0, sinnaz, cosnz, 
% Whi 4 . . 
/ i y a \ a a “ sin max sin Az, 
Pe > He --._\ 
a 1) ain 1/4 a 


sin m2 cosAx, cosmx 


mite ” besitat. 
Wir benutzen jetzt den Satz, dass die 

; Aufeinanderfolge dreier Drehungen A, B, [ 
i um die Kanten des zum Dreieck gehdrenden 
Gj Dreikants entspr. durch die doppelten Winkel 


2An, 2ua, 2va des Dreiecks zur Identitiit 
fiihrt, und zwar wieder in der Form AB=[~-!. Die den einzelnen 


Drehungen zugehérigen LEuler’schen Parameter ergeben sich wie 


folgt:**) 


fir A als: a=0, b=0,c¢=—sindz, d= cosdz; 





*) 1884. Besonders sei auf die Litteraturangabe 1. c. p. 36, Anm. hingewiesen. 
**) Gemiiss Formel 12 pag. 34 der Vorles. tiber das Ikosaeder. 
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fir B als: a’ = 0, b' —sin na sin uz, c’ = cos nz sin wx, 
d’ = cos ux; 
fiir T als: a” = sin mxsin Awsin va, b” = sin ma cos Az sin vz, 
c” = cos ma sin vx, d” —— cos vz; 

° Setzt man diese Werthe in die Zusammensetzungsformeln von Rodrigues 

ein, so bekommen wir sofort die Grundformeln der sphirischen Trigono- 

metrie: *) 

1) a” =0D'c; oder: 

sin Ma sin yx = sin nz sin wz; g: 
bw awR en Sinussatz, 


STREP 


sin ma sin yz = sin nz sin wr; 
3) ce” =cd'+c'd; oder: 
sin nx ctg ma — sin Am ctg ua = cos na cos Az; Tangenssatz, 
4) d” —=—cc’'+dd'; oder: 
— cos vt = — cosnaz sin ux sin Aa + cos um cos Az; Cosinsusatz. 
Kehren wir nun zu unserer allgemeinen Auf- 
gabe zuriick. Die zweite Methode, die wir jetzt ein- 
schlagen, um die Formeln der sphiirischen Trigono- 
metrie fiir complexe Argumente zu deuten, kniipft 
direct an das geometrische Gebilde des Kernes 
und Polarkernes an; die Schnittpunkte der Ge- 
raden J, II, III, sowie 1, 2, 3 mit der Kugel 











seien mit 

A, Gy, b,b., Cyc, resp. @, 0, By By, 472 / 
bezeichnet, wie die Figur 27 es angiebt. Wir 4 \ 
kénnen dann zunichst die Formelgruppe | fiir » ‘s 
die Doppelverhiltnisse dieser Punkte aufstellen: rig. - 
L (a; 4.6, 8.) = — 1, | (b,b, aa) = — 1, | (C1 Cy MO) = — 1, 

(4; 27572) = — 1, | (Ob. 74%.) = — 1, | (C628) 8.) = — 1. 

Dieselben besagen, dass die Geraden 1, 2, 3 die ktirzesten Abstiinde 
je zweier der Geraden I, JZ, III enthalten und umgekehrt. Hierzu 
fiigen wir als Definitionsgleichungen der Gréssen Az, ux, va; Iz, 


ma, nx die zweite Formelgruppe: 
(a, ¥2B,) = ef, (c, 1, Cb,) = e'*, 
» (yb, 29%) = e*™, (B, B,@.¢,) = e'™™, 
(Cy Cy By @,) = ef”, (714 72b,.a,) = e™*. 


*) Vgl. Hamilton, Lectures on Quaternions, Dublin 1858, Art. 524, 526, 
529; sowie Papperitz, Untersuchungen tiber algebraische Transformation der 
hypergeometrischen Functionen, Habilitationsschrift, Leipzig 1886, p. 20ff. Ann. 27, 
1887, p. 232 ff, 
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Hierdurch sind die genannten Gréssen nicht wie bisher nur bis auf 
ganze Vielfache von x, sondern bis auf ganze Vielfache von 2 bestimmt. 
Die Formelgruppen I und II geben uns 12 Gleichungen fiir die 12 Schnitt- 
puncte, von denen der Natur der Sache nach drei willkiirlich angenom- 
men werden kénnen. Man erkennt daher leicht, dass die Formeln I 
und II uns drei Relationen zwischen den Gréssen Ax, ux, vx; lx, ma, 
na liefern miissen, die dann zu den trigonometrischen Formeln hinfiihren. 
Die directe Elimination gelingt in der That; doch ziehen wir es vor, 
genau so vorzugehen, wie eben beim Dreieck. 

Wir fiihren zuerst wieder die méglichst giinstige Werthevertheilung 
der complexen Variabeln s auf der Kugel ein, indem wir a, — 0, 
a, = co, 7; = +1 setzen. Mit Hiilfe der Formelgruppen I und II 
findet man durch ‘einfache Ausrechnung: 


y,=—1, (aus (A, 4,7; Y2) = — 1), 
B, = —B,——e-*, (aus (6,8,4,a,) = — 1 und 
(4; 4 728,) = ge, 
b, = = —itg > (aus. (b, b, 172) = —1 und 
(7172624) = eis), 
°o= ce i otg, (aus (B,B,a,¢,) = ems), 
Cy = — ie , tg aan (aus (B, By ¢, ¢.) = — 1). 


Unsere weitere Rechnung kniipft natiirlich an den Ansatz AB—=[-! 
an, und zwar werden wir zuniichst wieder darauf ausgehen, die Sub- 
stitutionen A,B,f in der Normalform darzustellen: 

»__ (d+ ic)s — b — ia) 
_ & = OF ias + (d— te) 
mit der Bedingung a? + b?+ c?+d?=—1. Da wir es mit loxo- 
dromischen Substitutionen zu thun haben, so werden die Grdéssen 
a, b, c,d selbst wieder complexe Werthe annehmen, sodass die Coef- 
ficienten der Substitutionen ,,doppeleomplex“ sind. Fir die Zusammen- 
setzung zweier Substitutionen der Normalform gelten nach wie vor.die 
Formeln von Rodrigues. Es ergiebt sich unter Beriicksichtigung der 
fiir die Gréssen b,, b,, c,,¢, gefundenen Werthe: 
Fiir die Substitution A: 





: Pd 8 
5 = ile 
ist zu setzen: 


iin —ilna ida —iln 
o“* _ ¢ : tte 
a=0,b=0, c=——_—_ = sin daa, d = —_>—__ = cos Az. 


~ 


20 
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Fiir die Substitution B: 


s—db,  e*(p—d,) 





g a by ba e~ FE (4 .. bs) 
oder: 
; aes [b,c *"* — Byehh*) — by dy. [etn Eta elk) 
8. [e—iue i fhe) + [o, .f** — bye 1h] 





s 


ist zu setzen: 


‘=0, b=—sinumsinnaz, c'= —sinuxcosnaz, d'=cos uz. 
Fiir die Substitution [: 
o-oo 6-0) 
S—C, = g*7® (g_o) 
oder: 
Bash : calla ia 
gf = Slee iv — c,e'”*] — cc, [e iv on GOFF 





s|e~*"* — ¢f?*] + [ey e% = Os gw 
ist zu setzen: 

a” = —sinvazsindxsinma, b” = — sin yx cos Ax sin ma, 
ce’ = —sinvacosma, ad” —cosva. 


Indem man beriicksichtigt, dass fiir die inverse Substitution von [ 
nur die Grésse @” ihr Vorzeichen zu wechseln hat, findet man dann 
aus den Formeln von Rodrigues nach Einfiihrung der gefundenen Werthe 
fiir die vorkommenden Gréssen: 


1) +a"m+c, 8) +e” mcd’ +e'd, 
2) +b” =v ad, 4) Ha" aw— ce’ +a", 


oder, da wir der nothwendigen Symmetrie der Endformeln wegen nur 
das obere Vorzeichen zu beriicksichtigen haben: 


1 u. 2) sin vz sin ma = singux sinna (Sinussatz), 


3) —sin vx cos ma = sin Az cos ux — sin wx cos Nm cos Ax 
oder unter Beriicksichtigung von 1: 


— sinnactgma=sindactgux—cosnxcosia (Tangenssatz), 
4) —cosyx = sind sinux cosna + cosux cosAx (Cosinussatz). 


Wir erkennen sofort, diese Formeln stimmen bis auf die Vorzeichen 
mit den Fundamentalformeln der gewdhnlichen sphdrischen Trigonometrie 
iiberein. Es wire uns ein Leichtes, z. B. durch andere Definition der 
Gréssen A, uw, v volle Uebereinstimmung zu erzielen. Doch bieten unsere 
Formeln in der erhaltenen Form einen wesentlichen Vorzug, indem sie 
gestatten, in ihnen die Gréssen 4a, ux, vx mit den Gréssen lz, mz, 
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na direct zu vertauschen ohne Aenderung der Vorzeichen.*) Bekaunt- 
lich gilt dies nicht fiir die Formeln der gewdhnlichen sphiarischen 
Trigonometrie. Der Grund liegt darin, dass in dem Polardreieck nicht 
einfach die Winkel und Seiten des urspriinglichen Dreiecks vertauscht 
sind, waihrend in unserem allgemeinen Falle der Fig. 27 die Geraden- 
tripel J, IJ, III und 1, 2,3 vdllig gleichwerthig erscheinen. 


§ 12. 
Construction des Kernes fiir gegebene Werthe A, u, v. 


Wir wollen nun weiter zu der Aufgabe tibergehen, fiir gegebene 
complexe Grissen Ax, ux, va die inneren Axen der zugehdrigen drei 
Schraubenbewegungen, deren Aufeinanderfolge die Identitét erzeugt, 
geometrisch zu construiren. Die Methode, die wir in der Lésung dieser 
Aufgabe befolgen, wird darin bestehen, dass wir in der Zahlenebene 
der Variablen s, dem stereographischen Abbild unserer Kugelfliche, 
die 6 Fixpunkte a, a, b, b,¢,c, der Fundamentalsubstitutionen zu zeichnen 
lehren. Wir haben die gleiche Aufgabe bereits pag. 35 algebraisch 
gelést und gesehen, dass zu drei gegebenen Exponenten allemal zwei 
verschiedene Geradentripel J, JJ, JIJ coustruirt werden kénnen, welche 
den Bedingungen geniigen; von diesen wird einer den Cosinusformeln, 
der andere den Sinusformeln fiir die gleiche Auswahl der Werthe 4, u,v 
entsprechen. Wir kommen auf diese Zweideutigkeit noch am Schlusse 
dieses Paragraphen zuriick. Wir haben natiirlich alle Geradentripel als 
identisch anzusehen, welche durch eine lineare Transformation der Kugel 
in sich in einander iibergefiihrt werden kénnen. Gerade dieser letzte Punkt 
entspricht dem Umstande, dass wir bei der Ausfiihrung der geometrischen 
Construction drei der sechs Fixpunkte beliebig wihlen bez. eine andere 
gleichwerthige Annahme machen kénnen. Da die reellen Bestand- 


*) Man vgl. z. B. Stolz: ,,Ueber eine analytische Entwicklung der Grund- 
formeln der sphirischen Trigonometrie etc. (Schlémilch’s Zeitschrift, Bd. XVI, 
1871, pag. 175). — Das von mir gefundene allgemeine Resultat ist in aller Ktirze 
bereits in den Géttinger Nachrichten vom Jahre 1891, pag. 188, sowie in den Math. 
Ann. Bd. 39, 1891, p. 598 verdffentlicht worden. Es sei an dieser Stelle auch hin- 
gewiesen auf die Behandlung der trigonometrischen Formeln in der nicht- 
Euklidischen Geometrie, z. B. Lobatcheffsky, Ges. Werke (Kasan 1883, 1886) 
Bd. Il, pag. 577, 586, 630, sowie Frischauf ,,absolute Geometrie nach J. Bolyai‘, 
1872, pag. 51ff., von neuerer Litteratur sei nur Clebsch-Lindemann, ,,Vor- 
lesungen iiber Geometrie*' II, 1 pag. 480ff. und 519 erwihnt. 

Unsere specielle Fragestellung erlaubt hier nicht, den analogen Siitzen, die 
bei anderer Maassbestimmung im Raume sich unseren Entwicklungen zur Seite 
stellen, weiter nachzugehen, Dass dieselben mir jedoch keineswegs entgangen 
sind, wie Herr Study in seiner Arbeit in den Abh. der Siichs. Gesellschaft der 
Wissensch. Bd. XX, 1893, pag. 229 meint, scheint doch wohl selbstverstindlich. 
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theile 2’, wu’, v’ der Gréssen 4, w, v nur bis auf ganze Zahlen in Be- 
tracht kommen, so wollen wir in diesem Abschnitt gleich von vorn- 
herein voraussetzen, dass sie simmtlich kleiner als 1 sein mégen. Die 
Werthe der Gréssen 42, wx, vx mogen ferner geometrisch durch die 
Punkte e‘, e«*?, ev*‘ der complexen Zahlen- 
ebene gegeben sein, deren Abweichung gleich 





4’'x, w'a, v’ und deren Abstand vom Null- em 

punkt gleich e-** = JL, e-«"* = M, \w fe 

e-”"* == N ist (Fig. 28). \ ge 
Hine besondere Betrachtung wiirden die ~-7~ 7 ae 


Fiille ganzzahliger Werthe der Grossen A, u,v 

erfordern, fiir welche die zugehirigen Funda- | 

mentalsubstitutionen entweder parabolischen | 

Charakter tragen oder die Identitét darstellen. 

Da diese Fille sich sehr leicht iiberblicken me 

lassen, so wollen wir ihnen zuniichst einige Worte widmen, wobei wir 

uns auf die Angabe der Resultate beschriinken. Von den drei Gréssen 

A, uw, vy mogen entweder alle drei oder zwei oder nur eine ganzzahlig sein. 
a) Sind alle drei Exponenten ganzzahlig, so ist der Fall von 

vornherein als unmdéglich ausgeschlossen, dass eine der Fundamental- 

substitutionen parabolisch ist, die beiden anderen die Identitat bilden. 

Es bleiben daher nur die folgenden Moéglichkeiten iibrig: 


1. Einmal seien alle drei Substitutionen parabolisch; dann 
wird der Kern von drei sich in einem Punkte ausserhalb der 
: Kugel schneidenden Tangenten der Kugel gebildet, die beliebig 


angenommen werden kénnen. 

2. Oder aber alle drei Substitutionen sind Identititen; dann 
ist der Kern der Geraden I, IZ, III (selbst bei Festlegung der 
Punkte a,, b,, c,) vollig wnbestimmt. 

3. Oder endlich es sind zwei Substitutionen, etwa B und [, 
parabolisch, und die dritte A ist gleich der Identitaét. Dann fallen 
die Geraden JJ, JIJ in eine Tangente der Kugel zusammen, 
wahrend die dritte Gerade J véllig wnbestimmt ist. Zugleich ist die 
parabolische Substitution B zu der parabolischen Substitution [ 
invers, 

b) Sind nur zwei Exponenten ganzzahlig, z. B. w und v, so ist 
von vornherein wieder ausgeschlossen, dass nur eine der Fundamental- 
substitutionen B und [ parabolischen Charakter besitzt, wahrend die 
andere die Identitit darstellt, oder dass beide Fundamentalsubstitutionen 
B und [ Identitiiten darstellen. Es bleibt allein der nicht weiter 
singulire Fall itibrig, dass beide Fundamentalsubstitutionen B und [ 
parabolischen Charakter tragen. Der Kern wird ausser von der die 
Kugel schneidenden Geraden J von zwei Tangenten JZ und III der 
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Kugel gebildet, (Falls auch der dritte Exponent 4 reell ist, werden 
die drei Geraden J, IJ, III natiirlich durch einen Punkt gehen.) 

c) Ist schliesslich nur ein Exponent ganzzahlig, etwa A, so kann zu 
ihm entweder eine identische oder eine parabolische Substitution gehdren. 

1. Im ersten Falle folgt dann weiter, dass die Substitutionen B 
und [f nothwendig wieder zu einander invers sein miissen; im Kern 
sind daher die beiden Geraden JZ und III zusammengefallen, wahrend 
die Gerade I vollig wnbestimmt ist. 

2. Im letzten Falle dagegen wird im Kern die Gerade I von 
einer Tangente der Kugel und die Geraden JJ und III von zwei 
festen, die Kugel schneidenden Geraden dargestellt. (Sind die Ex- 
ponenten w und vy iiberdies ebenfalls reell oder gilt allgemein die 
Bedingung + 4+ wit+ v = 2n-+1, so werden sich die drei 
Geraden J, IJ, III natiirlich wieder in einem Punkte schneiden.) 

Da alle die genannten speciellen Kerne sehr leicht fiir gegebene 
Werthe 4, u,v zu construiren sind, so wollen wir sie bei der folgen- 
den Darstellung der Construction des Kernes fiir allgemeine Werthe 
der Gréssen A, uw, v nicht weiter beriicksichtigen, um nicht unsere 
Betrachtungen dementsprechend unndthig modificiren zu miissen. Doch 
haben wir um so lieber die besonderen Falle angefiihrt, als sie sogleich 
bei der Betrachtung der Fundamentalbereiche wieder hervortreten werden. 

Wie wird sich nun die Construction der sechs Fixpunkte in dem 
allgemeinen Falle gestalten, in dem uns drei complexe Werthe der 
Grissen A, uw, v vorliegen? Unsere Zeichnungen, die wir in praxi in 
der s-Ebene ausfiihren, wollen wir zugleich stets auf die Kugel durch 
stereographische Projection tibertragen denken. Wie wir vorab be- 
merken wollen, werden wir unsere Aufgabe auf die folgende ein- 
fache Hilfsaufgabe guriickfiihren: Es seien geometrisch die Fixpunkte, 
sowie die Exponenten zweier Substitutionen B und C gegeben; die Fiz- 
punkte derjenigen dritten Substitution A—* zu finden, welche die gegebenen 
Substitutionen ersetzt, sodass die symbolische Gleichung gilt: BC =A 
oder ABC =1. Wir erkennen, wir kénnen unmittelbar die Figur 21 
auf diese Hiilfsaufgabe anwenden, wenn wir die inneren Axen der 
Substitutionen B und C z. B. als die Geraden IZ, III wihlen. Die 
Lésung unserer Hiilfsaufgabe iibersieht sich dann leicht: Man findet 
zunachst das Schnittpunktepaar der Geraden (2) mit der Kugel als 
gemeinsames harmonisches Punktepaar zu den Schnittpunktepaaren der 
Geraden (JZ) und (IIZ). (Wir haben die Bezeichnungen der Geraden 
in Klammern gesetzt, da dieselben keineswegs mit den gleich bezeich- 
neten Geraden unserer Hauptaufgabe iibereinstimmen.) Die Schnitt- 
punktepaare der Geraden (1) und (3) sind durch die gegebenen Ex- 
ponenten der Substitutionen B und C leicht den Betrachtungen auf 
pag. 186 ff. gemiss aus dem Schnittpunktepaare der Geraden (2) zu finden. 
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Das zu letzterem Paar gemeinsam harmonische Paar stellt dann die ge- 
suchten Fixpunkte der Substitution A dar,*) — Wir gehen nun zu 
unserer Hauptaufgabe zuriick. 

Es ist zunachst klar, dass wir die Schnittpunkte der Kugel mit 
den Theilgebilden der Geraden J, 2,3 oder IJ, 3,1 oder III, 1,2 in 
ihrer Lage zu einander, insbesondere was ihre Doppelverhiltnisse be- 
trifft, sofort geometrisch construiren kénnen. Um z. B. die betreffenden 


A *% 
ae eM SE TC ee 
} * 





Fig. 29a, b, c. 


Punkte des Gebildes der Geraden JIJ, 1, 2 zu bestimmen, wahlen wir 
die Punkte 0, oo der complexen Zahlenebene als Schnittpunkte der 
Geraden III, die Punkte +- 1 als Schnittpunkte der Geraden 1. Dann 
liefern uns sofort die Punkte -++- e'”* die Schnittpunkte der Geraden 2. 
Analog finden wir die Schnittpunkte fiir die beiden anderen Theil- 
gebilde, wie in den Figuren 29, b,c angegeben ist; in ihnen haben 
wir die Bezeichnungen der Schnittpunkte in einer beliebigen zu- 
lissigen Auswahl hinzugesetzt. Gehen wir nun von dem in solcher 
Weise bestimmten Theilgebilde der Geraden J, 2, 3 in der s-Ebene 
aus; es bleiben dann zu ihm noch die Schnittpunkte der Geraden 1 
mit der Kugel zu construiren. Alsdann werden die Schnittpunktepaare 
der Geraden JZ und III durch die Bedingung leicht gefunden werden 
kénnen, dass jedes derselben gleichzeitig harmonisch liegt zu den Schnitt- 
punktepaaren der Geraden 1, 2 bezw. 1,3. Die Doppelverhiltnisse der 
Schnittpunkte von 1 mit den Schnittpunkten von 2 bezw. 3 sind 
uns aber geometrisch, wie gezeigt ist, durch die Figuren 29, b, ¢ 
gegeben. Unsere Aufgabe erweist sich daher mit der folgenden, all- 
gemein interessanten identisch: Ein Punktepaar in der s-Ebene eu 
finden, welches mit zwei gegebenen Punktepaaren vorgegebene Doppel- 
verhiiltnisse bildet. Wie wird nun die Lésung fiir diese Aufgabe ver- 


*) Man kann auch leicht die Hiilfsaufgabe mit der folgenden identificiren: 
Auf der Kugel ist durch zwei einander entsprechende Punktetripel p, q, r und 
Pp, qa’, v’ eine projective Beziehung festgelegt; es gilt, die Doppelpwnkte der letzteren 
zu construiren. Man hat einfach zu dem Zweck drei in geeigneter Weise ausgewihlte 
Punkte der Kugel durch die Substitutionen B~! und C in drei neue Punkte zu trans- 
formiren. Die Doppelpunkte der durch diese beiden Punktetripel bestimmten pro- 
jectiven Beziehung stellen dann die gesuchten Doppelpunkte der Substitution A dar. 
Vgl. die Lisung jener Aufgabe bei Wedekind, Diss. Erlangen (1875) pag. 30. 
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laufen?*) Wir argumentiren folgendermassen: Fiihrt man um die 
Gerade 2 eine Schraubenbewegung B aus, die den Punkt a, in den 
Punkt «, tiberfiihrt und dann eine Schraubenbewegung C um die 
Gerade 3, welche a, in a, tiberfiihrt, so ist @, an seine Ausgangs- 
stelle zuriickgekommen. Mit anderen Worten: Durch die Aufeinander- 
folge der Substitutionen B und C ist auf der Kugel eine projective 
Beziehung ihrer Punkte hergestellt, deren einer Doppelpunkt vom 
Punkte a, geliefert wird. Nun sind aber die genannten beiden Sub- 
stitutionen B und C durch die Figuren 29, b, c vollstindig geometrisch 
bekannt. Damit ist die Hauptaufgabe auf die Hiilfsaufgabe zuriick- 
gefiihrt, deren geometrische Lisung oben bereits durchgefiihrt ist. Mit 
dem Punkte @, ist natiirlich sofort der Punkt a, gegeben. Wir wollen 
es tibergehen, die Construction in einer Figur auszufiihren, da ja eine 
solche keinerlei Schwierigkeit mehr bietet, wenn sie auch ziemlich 
complicirt sich gestaltet. 

Es bleibt nur noch ein Wort zu sagen tiber die Auswahl des 
Punktes «, unter den beiden Fixpunkten der Substitution A, sowie 
tiber die Willkiir in der Bezeichnung der Schnittpunkte «a, a, 8, 8,7, 7. 
in den Figuren 29a, b,c. Was den ersten Punkt betrifft, so zeigt eine 
einfache Betrachtung, dass die Gebilde der Geraden J, IJ, III, welche 
man durch die eine oder andere Auswahl des Punktes a, unter den 
Fixpunkten der Substitution A erhilt, sich nur um eine halbe Drehung 
um die Axe J unterscheiden und daher gleichwerthig sind. Was aber die 
Willkiir in der Bezeichnung der Punktepaare a, a, 6, 6,7, 7, der Figuren 
29, a, b, c angeht, so ist unschwer zu erkennen, dass man bei einer 
geraden Anzahl von Vertauschungen der Bezeichnung jedes Paares zu 
derselben Construction der Fixpunkte der Substitution A und damit 
des Gebildes J, II, III, bei einer ungeraden Anzahl von Vertauschungen 
dagegen (z. B. bei der Vertauschung der Bezeichnungen y, und y, in 
Fig.29,b) zu anderen Fixpunkten der Substitution A und damit zu einem 
zweiten, von dem ersten verschiedenen Gebilde der Geraden J, IJ, III 
gefiihrt wird. Wir bekommen fiir gegebene Werthe 4, u, v demnach geo- 
metrisch immer zwei Kerne, von denen aber, sobald wir die Werthe der 
Exponenten 4, u, v bestimmt fixirt denken, nur der eine functionentheo- 
retisch fiir uns in Betracht kommt.**) Dies Resultat erweist sich vdllig 


*) Fiir den speciellen Fall, dass das gesuchte Punktepaar zu den beiden ge- 
gebenen gemeinsam harmonisch gelegen sein soll, ist eine einfache Construction 
nach der Mittheilung des Herrn Klein von Herrn Wedekind in seiner Diss. 
(Erlangen 1875) pag. 31ff. angegeben. Wir haben diese Construction ja bereits 
anzuwenden Gelegenheit gehabt. — Interessant ist insbesondere der Specialfall, 
dass je zwei der drei Punktepaare ein reelles Doppelverhiiltniss darbieten; der- 
selbe fiihrt insbesondere auf solche Geradengebilde 1, 2, 3, wie sie zu dem Kern 
reeller oder rein imaginiirer 2, wu, » gehdren (Wedekind, 1, c. pag. 25). 

**) Vergl. pag. 222 und pag, 172 Nr. 2. 
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in Uebereinstimmung mit der Bemerkung zu Anfang dieses Paragraphen, 
dass die Lésung der Constructionsaufgabe zweiwerthig sein muss. Wohl 
aber fiihrt die richtig verstandene Aufgabe der p. 206 natiirlich nur zu 
einer Lésung,. 
§ 13. 
Ueberblick tiber die Gesammtheit aller iiberhaupt méglichen Kerne. 


Wir fiigen den bisherigen Betrachtungen des Kernes noch einige 
Siitze hinzu, die uns einen Ueberblick iiber die 6-fach unendliche 
Mannigfaltigkeit aller iiberhaupt mdglichen Kerne gestatten. Der 
einzelne Kern ist durch die Punkte a,, b,, c, und die gegebenen 
Werthe 42, ux, vx vollstandig (allerdings zweideutig) bestimmt. Um- 
gekehrt sind durch den Kern ja auch die Gréssen Az, wx, va be- 
stimmt, abgesehen von der Vieldeutigkeit dieser Werthe, die stets 
beim einzelnen Kern vorhanden ist.*) Richten wir nun unser Augen- 
merk auf diejenigen Punkte, die aus den Fixpunkten a, bezw. b, 
oder ¢, durch die Fundamentalsubstitutionen B bezw. [ oder A her- 
vorgehen; wir wollen dieselben mit a,', b,, ¢,’ bezeichnen, indem 
sie leicht aus den Punkten a,, b,, c, erhalten werden, wenn wir ent- 
sprechend um die drei Geraden des Polarkernes halbe Umdrehungen 
ausfiihren. Man iibersieht sofort, dass der einzelne Kern auch durch 
die Punkte a,, b,, ¢,; a’, by’, ¢’ vollstiindig (und zwar eindeutig) be- 
stimmt ist, indem z. B. die Substitution A durch die sich entsprechen- 
den Punktepaare b,’,c, und 6,, ¢,’ und den Fixpunkt a, bestimmt, und 
damit dann auch ihr zweiter Fixpunkt a, zu construiren ist. Letzteres 
fiihrt zu der allgemeinen Aufgabe: Auf der Kugel ist eine projective 
Beziehung gegeben, deren einer Doppelpunkt bekannt ist; den eweiten 
Doppelpunkt zu construiren. Ich habe die folgende, einfache Lésung 
gefunden: Man lege in dem obigen Beispiel durch die Punkte a,, c,’, b, 
und die Punkte a,, ¢,, 6,’ je einen Kreis; der zweite Schnittpunkt 
dieser Kreise sei der Punkt P. Dann lege man durch P, b,, 6,’ und 
andererseits P, c,, c,’ wiederum je einen Kreis. Der zweite Schnittpunkt 
der letzteren ist der gesuchte Punkt a,. 

Es gelten nun die folgenden Sitze: 

Wihlt man bei festgehaltenen Punkten a,, b,c, die Punkte ay, b,', c,’ 
beew. irgendwie auf drei Kreisbogen der zu den Punkten b, ¢,, ¢,a,, a0, 
gehirenden elliptischen Kreisschaar, so haben die reellen Bestandtheile 
2’, uw’, v' der eugehirigen Grissen A, uw, v stets denselben Werth. 

Wahit man bei festgehaltenen Punkten a,, b,,¢, die Punkte ay’, by’, c,’ 
beew. irgendwie auf drei Kreisen der analogen hyperbolischen Kreis- 
schaar, so haben die imagindren Bestandtheile ia”, iw”, iv” der Grissen 
4, u,v stets denselben Werth. 


*) Vergl. pag. 187 und 188, sowie pag. 199 uud 200. 
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Der Beweis dieser Satze stiitzt sich bei passend gewiahlter specieller 
Lage der Punkte a,b,c, auf die Siitze der Elementargeometrie der Ebene 
von der Gleichheit der Peripheriewinkel iiber demselben Bogen und 
dem geometrischen Ort aller Punkte, deren Verbindungslinien mit zwei 
festen Punkten dasselbe Verhiltniss zeigen. 

Die beiden Liésungen der Construction des Kernes bei gegebenen 
Werthen 4, uw, v unterscheiden sich in der Weise, dass die Punkte 
a, b,', ¢ bei festgehaltenen Punkten a,, b,, c, wohl auf denselben 
hyperbolischen Kreisen, doch auf ,,complementiren“ (d. h. sich zu einem 
vollen Kreise ergiinzenden) elliptischen Kreisbogen liegen. 

Die Punkte a,’, b,’, c,’ gewinnen tibrigens besonders deswegen fiir 
uns an Interesse, weil sie die vierten Eckpunkte unserer Fundamental- 
bereiche in der Vierecksform darstellen. 

In wiefern die pag. 203 u. 204 ff. behandelten Faille eines wnbestimmten 
Kernes hier zur Geltung kommen, ist leicht zu erkennen. Bei dem 
Kern a, 1 des vorigen Paragraphen sind insbesondere die Punkte a,’, b,’, c,’ 
entspr. in die Punkte a,, b,, ¢,, bei dem Kern ¢, 1 die Punkte 0,’ und ¢,’ 
in die Punkte b, und c, gefallen, wihrend a, von a, getrennt liegt. 
Jedoch sei auch auf den Kern a, 3 hingewiesen, bei dem es nicht 
méglich ist, wie hier stillschweigend angenommen ist, die Fixpunkte 
a,, b,, ¢, als von einander getrennte Punkte auszuwihlen. 


IV. Theil. 


Ueber die geometrische Natur der allgemeinen Kreisbogen- 
dreiecke. 


§ 14. 


Allgemeine Construction der Kreisbogendreiecke bei gegebenen reellen 
Exponenten A, pu, v. 


Wir wenden uns zu einem neuen Haupttheile unserer Unter- 
suchungen. Derselbe beschiftigt sich mit den von Kreisbogen be- 
grenzten Flichen, die zu dem Kern der Geraden J, IJ, III, als Funda- 
mentalbereiche der zugehérigen s-Function zu construiren sind. Um uns 
bestimmter ausdriicken zu kénnen, beschrinken wir uns zunichst auf 
den Fall reeller A, w, v, in dem die Geraden J, IJ, III des Kernes sich, 
wie wir wissen, in einem Punkte ausserhalb, innerhalb oder auf der 
Kugel schneiden. Hier legen wir uns die Frage vor: Wie werden die von 
drei Kreisbogen begrenzten, einfach zusammenhingenden Flichen, die 
wir ,,sphdrische Dreiecke“ im weiteren Sinne nennen kénnen, ganz all- 
gemein aussehen, deren Ecken in drei Schnittpunkten der Geraden 
I, II, III wit der Kugel liegen und deren Seitenebenen sich in den- 
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selben drei Geraden schneiden? Wir werden uns hier natiirlich von 
vornherein auf soleche Dreiecke zu beschriinken haben, bei denen 
Windungspunkte irgend welcher Ordnung weder im Innern noch auf 


den Seiten mit Ausnahme der drei Eckpunkte 
vorkommen. Die nebenstehende Figur midge 
jedoch ein einfaches Beispiel eines Dreiecks 
mit einem Windungspunkte erster Ordnung 
im Innern geben. 

Offenbar kénnen wir sofort den ganz all- 
gemeinen, fiir alle Dreiecke geltenden Satz 
aufstellen: Die Winkel in den LEcken des 
Dreiecks miissen allemal mit den pag. 187 u.188 
am Kern definirten reellen Grossen 4x, w' x, v' x 
bis auf ganze Vielfache von x tibereinstimmen. Denn denken wir uns 
die drei Symmetriedreiecke eines vorliegenden, beliebig gestalteten 
Dreiecks in Bezug auf die begrenzenden Kreisbogen hinzugefiigt, so 
kann man stets um die drei Kanten des zum urspriinglichen Dreieck 
gehérenden Dreikants, d. h. um die drei Geraden des Kernes, nach 
einander Drehungen ausfiihren, welche die Symmetriedreiecke successive 
in einander iiberfiihren und demnach in ihrer Aufeinanderfolge die 
Identitit erzeugen (vergl. pag. 168). Auf welche Weise kinnen wir nun 
Kreisbogendreiecke der hier in Betracht kommenden Art mit beliebig vor- 
gegebenen Winkeln Ax, ux, vx wirklich construiren? In der Beantwortung 
dieser Frage wollen wir unser Augenmerk zugleich darauf richten, wie oft 
in den construirten Dreiecken sich die Seiten selbst tiberschlagen, d. h. 
wie oft dieselben eine volle Kreisperipherie umspannen. Wir treffen in dem 
Betracht die Bestimmung, dass wir bei einer Seite, welche gerade eine 
ganze Zahl von Kreisperipherieen umliuft, die letzte Umspannung nicht 
als Ueberschlagung rechnen wollen. In unseren Figuren werden wir uns, 
wie bisher, der stereographischen Projection der Kugelfliche auf die 
Ebene bedienen. Unsere Betrachtungen schliessen sich im iibrigen eng an 
die schon erwaihnte Arbeit des Herrn Klein Ann.37, 1890, pag.579ff. an. 

Man sollte nun vielleicht erwarten, dass wir die Construction der 
Kreisbogendreiecke jetzt direct auf der Construction des einzelnen 
Kernes bei gegebenen Werthen 4, uw, v aufbauen wiirden. Es wiirde 
dieses auch sehr gut méglich sein. Gleichwohl ziehen wir es vor, hier 
independent vorzugehen, da wir auf solche Weise sogleich einen Ueber- 
blick tiber die Gesammtheit aller tiberhaupt méglichen Kreisbogen- 
dreiecke gewinnen. Erst in einem der spiteren Paragraphen werden dann 
die bisherigen Betrachtungen des Kernes zu ihrer vollen Geltung kommen. 

Zuniichst ist es einleuchtend, dass wir die drei Ecken des zu 
construirenden Dreiecks willkiirlich wihlen kénnen, indem wir ja alle 
diejenigen Dreiecke als gleichwerthig fiir uns anzusehen haben, die 





Fig, 30. 
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durch eine lineare Transformation der Kugel in sich in einander iiber- 
gefiihrt werden kénnen. Unsere Methode wird nun darin bestehen, 
dass wir von einem bestimmten Ausgangsdreiecke aus durch einen 
continuirlichen geometrischen Process, der einer arithmetischen Zerlegung 
der Werthe 42, ux, va entspricht, das verlangte Dreieck aufbauen. 
Wir werden zugleich erkennen, dass wir auf solche Weise ftir jedes 
Werthetripel 4, uw, v stets ein und nur ein Dreieck erhalten, so dass 
wir die Berechtigung gewinnen, den geometrischen Process geradezu 
zur Definition unserer Dreiecke an die Spitze zu stellen. Mége es 
gestattet sein, hier eine Bemerkung allgemeiner Art einzuschalten. 

Wenn es auch wohl kaum zweifelhaft sein kann, dass die von uns 
dargestellten Kreisbogendreiecke die Gesammtheit aller Kreisbogen- 
dreiecke erschépfen, die einfach zusammenhiingende Bereiche ohne 
Windungspunkte im Innern und auf den Seiten mit Ausnahme der 
KEeken darstellen, d. h. dass es ausser den von uns construirten Kreis- 
bogendreiecken keine anderen der genannten EKigenschaft giebt, so ist 
jedenfalls ein zwingender Nachweis fiir diese Behauptung iiberhaupt 
zu fiihren unmdglich. Denn wie soll man zeigen, dass irgend 
ein geometrisches Gebilde von gewissen Eigenschaften nicht anders 
zu denken médglich ist, als das gerade vorliegende Beispiel zeigt, 
da doch jeder derartige Beweisgang an eine bestimmte und klare 
Vorstellung ankniipfen muss? Auch ein functionentheoretischer Beweis, 
der etwa sagt: Jedes Kreisbogendreieck der genannten Art muss man 
doch auf die Halbebene abbilden kénnen, dies fiihrt uns aber zu der 
bestimmten Differentialgleichung [s], = R(¢), welche umgekehrt nur 
eine s-Function fiir gegebene Werthe 4, uw, v definirt und also auch 
nur ein Kreisbogendreieck (abgesehen von einer linearen Transforma- 
tion) als méglich zulisst (vergl. Klem, Ann, 37, p. 579 (1890)), auch 
dieser Beweis ist fiir den hier vorliegenden Gesichtspunkt nicht als 
zwingend anzusehen. Denn derselbe legt in der Benutzung des Rie- 
mann’schen Existenzsatzes wieder bestimmte geometrische Vorstellungen 
zu Grunde. Letzterer kann aber keineswegs verwandt werden, um umge- 
kehrt den Schluss zu machen, dass es nun auch keine anderen Gebilde giebt 
als bei seiner Begriindung allgemein vorschweben. Im tibrigen hat diese 
ganze Frage ja mehr philosophische als rein mathematische Bedeutung. — 

Es seien nun die Grissen A, u,v, die wir stets als positiv voraus- 
setzen wollen, der Art geordnet, dass 4 > uw > v ist, was die Allgemein- 
heit nicht beschrinkt, Wir setzen dann: 


(1) A4=6+y7,; u=y+a, y=a+é6. 
Hieraus ergiebt sich sofort: 
ee a 


Wir haben nun zwei Fiille zu unterscheiden, je nachdem 4< uw + v 
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oder 4 > u-+ » ist. Im ersteren Falle sind die Zahlen a, 8, y simmt- 
lich positiv oder gleich 0, im letzteren Falle ist 6B und y positiv, « 
dagegen negativ, dagegen niemals eine der Gréssen 


gleich 0. gage 
Wir behandeln szuniichst den ersten Fall: ep i” = 

A<utev. 1 G& : 
Als Ausgangsdreieck unserer Betrachtung wihlen \ 





wir ein Dreieeck mit drei Winkeln gleich 0, wie es ae coe 
die nebenstehende Figur giebt. Unser geometrischer <i 

Process I wird nun darin bestehen, dass wir die 
Flaiche dieses Dreiecks tiber die drei Seiten hinaus unter Festhaltung 
der Ecken in bestimmter Weise wachsen lassen der Art, dass die 
Begrenzungen stets wieder von Kreisbogen gebildet werden. Die 
Kiguren 32—34 mégen das Wachsthum der Fliche iiber die Seite LM 


Fig. 31. 





Fig. 32. 
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Fig. 33. Fig. 34. 


hinaus veranschaulichen. Der Kreisbogen LM wird immer weiter 
nach aussen hinausgeschoben; wir kénnen uns etwa denken, dass bei 
14* 
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der Darstellung auf der Kugel die Ebene der Seite Z M um die gerade 
Verbindungslinie der Punkte Z und M sich dreht und hierbei die 
Fliche des Dreiecks LMWN gleichsam wie eine diinne Membran mit 
sich zieht und ausspannt. Bei weiterer und weiterer Drehung wird 
die Membran sich dann, wie tiber die ganze Kugel, so tiber die ur- 
spriingliche Fliche des Ausgangsdreiecks hiniiberschieben, vielleicht 
auch noch zum zweiten, dritten Male u. s. w., indem sie sich um 
die Punkte Z und M herumwindet. Es hat nun durchaus keine 
Schwierigkeit, sodann in gleicher Weise eine Ausdehnung des Aus- 
gangsdreiecks tiber die Seite ZL M und MN vorzunehmen. — Nun 
erkennt man, dass bei dem Wachsen der Fliche z. B. lings der Seite 
ILM der Winkel an der Ecke N unverindert bleibt und nur die 
Winkel Z und M und zwar stets um dieselben Betriige zunehmen. 
Werfen wir daher einen Blick auf die Formeln (1), so kommen wir 
zu folgendem Endresultat: Um in unserem ersten Falle das Dreieck 
mit den Winkeln Ax, ux, vx zu construiren, werden wir in unserem 
Ausgangsdreieck LMN die Seite MN um den Winkel ax, die Seite 
LN um den Winkel Bx, die Seite LM um den Winkel yx nach 
aussen zu drehen haben. Die Anschauung zeigt zugleich, dass in den 
Dreiecken dieser ersten Art sich keine Dreiecksseite tiberschlagen wird. 

Wir wenden uns nun zu dem zweiten Falle: 4 >u-+ v. 

Wir setzen: A=pw+v-+ 2\a|, w=, v =v, indem wir mit 
|a| den absoluten Betrag von a bezeichnen. Als Ausgangsdreieck 
wihlen wir wieder ein Dreieck, dessen siimmtliche Winkel gleich 0 
aS sind; dasselbe mége jedoch von drei Halb- 
] Mr kreisen begrenzt sein, wie Figur 35 zeigt. 
Ve yr» Wir gelangen jetzt in zwei Schritten zum 
f allgemeinen Dreieck mit den Winkeln Az, uz, 
A : yx. Zuniichst construiren wir ein Dreieck mit 
den Winkeln 4, 2=2\a\z, u,x=—0, v, a=0. 
Wir halten in dem Ausgangsdreieck die Ecken 
LZ und M fest, lassen die Ecke N sich jedoch 
im positiven Sinne auf dem Kreise der Seite 
MN bewegen, so dass die Seite ZN sich um Z dreht und hierbei die 
Membran der Dreiecksfliche mit sich zieht (Fig. 36). Man sieht, dieser 
Process II \isst sich beliebig fortsetzen. Die Ecke N des Dreiecks wird 
sich mit ihrem Zipfel schliesslich tiber die Fliche des Ausgangsdreiecks 
hiniiberschieben (Fig. 37), bei nochmaligem Umlauf des Punktes N zum 
zweiten Male u.s.f. Hierbei nimmt allein die Grésse des Winkels L 
continuirlich zu. Hat man in solcher Weise das Dreieck mit den Winkeln 
A,a=2\a\x, wa —0, v»x =O construirt, so steht nichts im 
Wege, jetzt in einem zweiten Schritte noch die Seiten LN und LM 
dieses Dreiecks durch den Process I wm den Winkel wx resp. va 


Pi 


Fig: 35. 
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nach aussen hinauszuschieben. So erhalten wir leicht das gewiinschte 
Dreieck zweiter Art mit den Winkeln Az, wx, va. 


Yup tp) 


G ' 
Vas M 


Gy | 
=. WV 


Fig. 36. Fig. 37. 


Wie verhilt es sich nun in dem schliesslich gefundenen Dreieck 
mit der Ueberschlagung der Seiten? Offenbar ist sofort ersichtlich, 
dass der zweite Schritt die Seiten ZM und LN sich niemals tiber- 
schlagen liisst. Andererseits wird die erste Seite MN sich einmal 
iiberschlagen haben, sobald der Winkel 4,2 grésser als x geworden 
ist. Wir erhalten daher das Resultat: Die Seite MN wird sich so oft 


iiberschlagen, als die Zahl HE (Pisi+*) = E(-—£-" t") angiebt, 


wobei das Symbol EF die grésste ganze Zahl bezeichnet, welche von 
dem Klammerausdruck iiberschritten wird. Wenn wir die Bedeutung 
des Symbols # noch dahin modificiren, dass es die grésste ganze 
positive Zahl bezeichnen soll, welche von dem beigesetzten Klammer- 
ausdruck iiberschritten wird, so kénnen wir die Betrachtung der 
Faille I und II unter Verzicht auf die Bedingung 4 > uw > v 
schliesslich in dem allgemeinen Satze zusammenfassen, der genau 
das von Herrn Klein gefundene Resultat darstellt: Es ist bei vorge- 
gebenen Grissen Ax, ux, vx allemal méglich, das zugehdrige Dreieck 
au construiren. In demselben iiberschligt sich die dem beliebigen Winkel 
Am gegeniiberliegende Seite so oft, als das Symbol E(’ baeFt) 
angiebt. Jedoch wird diese Zahl hichstens 
fiir eine der Dreiecksseiten grdsser als 
Null sein. 

Es ist nun leicht zu tibersehen, dass 
man auch im Falle II die Dreiecke aus 
dem Ausgangsdreieck des Falles | unter 
Festhaltung der Ecken aufbauen kann. 
Jedoch wird man nicht mehr einen con- 
tinuirlichen Process durchfiihren kénnen, 
sondern man wird neben der Anwendung 
des geometrischen Processes J lings 
eines von dem Eckpunkte LZ nach der Gegenseite MN gezogenen 
Verzweigungsschnittes EZ Kugelkalotten anhiingen miissen (A > u > ), 


Fig. 38. 
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deren Begrenzungskreis mit dem Kreis der Seite MN zusammenfiallt. 
Die Anhiangung einer solchen Kalotte wird durch die Figur 38 erlautert; 
der Bereich ist im Unendlichen geschlossen zu denken, indem er 
sich tiber die ganze Kugel hertiberzieht. Diese Betrachtungen finden 
ihren Ausdruck in dem Satze: Alle Dreiecke mit denselben Ecken, 
welche dieselbe Zahl der Ueberschlagungen der einen Seite besitzen , bilden 
ein Continuum, d. h. man kann von einem beliebigen Dreieck unter ihnen 
zu jedem anderen durch einen continuirlichen geometrischen Process 
(bei Festhaltung der Ecken) gelangen, der nur durch Dreiecke dieser 
Schaar hindurchfiihrt. Diese letzte Eigenschaft besteht andererseits 
niemals fiir zwei Dreiecke, bei denen die gleiche Seite in verschiedener 
Zahl oder aber verschiedene Seiten sich iiberschlagen. 

Der letzte Grund fiir das Auftreten der verschiedenen Continua der 
Dreiecke mit denselben Ecken ist darin zu suchen, dass 2. B. das Dreieck 
mit den Winkeln x,0,0 (oder allgemeiner x+-(6-+-1)x, 6x, tx) als Grenz- 
fall zwei verschiedenen Continuis angehdrt und somit sprungweise den Ueber- 
gang zwischen Dreiecken verschiedener Continua vermittelt (Fig. 39, 40) 





Fig. 40. 
Dieser sprungweise Uebergang erklirt sich weiter aus dem Umstande, dass 
nach der fiir die Dreiecke zweiter Art angegebenen Methode construirt das 
a Dreieck mit den Winkeln z, 0, 0 durch die Figur 41 
LEY »  gegeben wird, also durch ein Dreieck mit zwei 
L » zusammenfallenden Ecken. 
ZZ Die zu den Figuren 39, 40 gehérenden Funda- 
G / L y } mentalbereiche der Exponenten 4=1-+-6++1, u=<, 
} / ve==t sind natiirlich functionentheoretisch unbrauch- 
2 OA bar, da dieselben durch eine Einschniirung am Punkte 
MN L in zwei Siicke zerfallen (vgl. Fig.52). Es ist inter- 
Pig, 41. essant naher zu verfolgen, was aus der Abbildung 
des sphirischen Dreiecks auf die positive Halbebene (oder auf das 
Innere eines Kreises) in diesen Grenzfillen wird, wenn man sich den- 
selben continuirlich von brauchbaren Dreiecken aus nihert. 
Man wird die Figuren 39 und 40 einerseits, Figur 41 andererseits 
natiirlich nur in dem Sinne noch kreisverwandt (nach Mobius) nennen 
kénnen, wenn man Substitutionen mit oo hohem Exponenten zulisst. 
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§ 15. 
Das Auftreten zusammenfallender oder sich berithrender Begrenzungs- 
kreise des Dreiecks. 


Es bleibt noch ein Wort zu sagen tiber das Auftreten ganzzahliger 
Werthe der Grissen A, uw, v. 

Offenbar kann der einzelne Exponent 4, w, v nur dann ganzzablig 
sein, wenn die beiden die entsprechende Dreiecksecke einschliessenden 
Kreisperipherieen entweder zusammenfallen oder sich beriihren, und 
umgekehrt, Indem wir uns einen Gesammtiiberblick tiber die geo- 
metrische Gestalt der Dreiecke mit ganzzahligen Werthen 4, uw, v 
zu geben vorbehalten, wollen wir hier vorerst die Frage erértern, wie 
wir von vornherein bei gegebenen Werthen 4, u,v entscheiden kénnen, 
ob fiir einen ganzzahligen Exponenten die zugehirige Ecke von 2 zu- 
sammenfallenden oder von 2 sich beriihrenden Kreisen gebildet wird. 
Diese Frage ist deswegen von besonderer Wichtigkeit, weil im letzteren 
Falle die auf pag. 164 fiir die betreffende Particularlésung unserer 
Differentialgleichung allgemein angegebene Potenzentwickelung nicht 
mehr in unverdnderter Form gilt, vielmehr dann auf der rechten 
Seite ein logarithmisches Glied auftritt. 

Betrachten wir zunichst auf Grund unserer auf pag. 210 ff. an- 
gegebenen Methode der Construction des sphirischen Dreiecks fiir ge- 
gebene Werthe 4, uw, v, wann die Begrenzung des letzeren nur einer 
Kreisperipherie, wann sie nur zwei Kreisperipherieen angehéren wird. 

Eine Kreisperipherie, die also durch die Punkte ZL, M, N be- 
stimmt ist, kann offenbar nur bei den Dreiecken erster Art eintreten, 
und zwar werden allgemein, wie sofort zu iibersehen ist, die Gréssen 
A, u, v die Form haben miissen 


A=1+m-+n, p=l+l+n, v=i+m-+il, 
woselbst 7, m, m positive ganze Zahlen einschliesslich der Null be- 
zeichnen. Die Gréssen 4, uw, v miissen daher ganze Zahlen von un- 
gerader Summe sein, fiir die tiberdies die Bedingung 4< uw + », 
ux<v+a, vci+tue gilt (vergl. Schwarz, Ges. Abh. II. pag. 259). 

Wamn aber werden wenigstens fiir eine Ecke, 2. B. fiir die Ecke L, die 
beiden zugehdrigen Kreisperipherieen der Begrenzung zusammenfallen ? 
Was zuniichst wieder die Dreiecke erster Art betrifft, so werden die 
Gréssen 4, u,v sich alsdann in der Form darstellen lassen miissen: 


1) A=1+pt+a, u=—ftate, v=Zt+rte, 


woselbst jetzt p und q ganze Zahlen bezeichnen, wihrend @ eine be- 
liebige positive Zahl ist. — Bei den Dreiecken zweiter Art dagegen 
kann natiirlich nur von der dem gréssten Exponenten zugehérigen 
Ecke ZL (Fig. 37) in dem angegebenen Sinne die Rede sein, Wir 
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wollen zunichst ausschliessen, dass die beiden iibrigen Ecken M und 
N zasammengefallen sind. Dann miissen die Gréssen 4, u, v die 
folgende Darstellung zeigen: 


2) A= 2a) +2 tpt, U=—M +P, r= m+ 
mit der Bedingung, dass 2|a|-+ 2u4,—2m-+1 d.h. eine ungerade 
positive ganze Zahl ist. Hier hat 2\a| die auf pag. 52 angegebene 
Bedeutung; p und q bezeichnen wieder ganze Zahlen, wu, mag iiber- 
dies der Gleichung 0 < uw, < 1 geniigen. — Fallen endlich die beiden 
Eckpunkte M und N unserer sphiarischen Dreiecke des Falles II zu- 


sammen (vgl. Fig. 41), so miissen die Gréssen A, uw, v die folgende 
Zerlegung gestatten: 


3) A=2n+1+p+q, w=pt+sd, v=—gq—s, 
woselbst », p, q wieder ganze Zahlen und @ eine beliebige Zahl be- 
deutet. Nun erkennt man leicht, wieder in Riicksicht auf die all- 
gemeine Methode der Construction der sphiirischen Dreiecke, dass 
auch umgekehrt die Darstellungsformen 1, 2 oder 3 eine hinreichende 
Bedingung bilden, um auf das Zusammenfallen der die Ecke Z bildenden 
Kreisperipherieen zu schliessen; zugleich werden im Falle 3 stets die 
Ecken M und N des Dreiecks zusammenfallen. — Indem wir die in der 
Darstellung 1, 2, 3 liegenden Bedingungen in allgemeiner Form zu- 
sammenfassen, gewinnen wir den wichtigen Satz: Die beiden die be- 
liebige Ecke L bildenden Kreisbogen werden denselben Kreisperipherieen 
angehiren, falls 2 eine ganze Zahl und 
A—u+v—2n-+1 (Darstellungsform 1 und 2) 
oder 

A—uw—v=2n-+ 1 (Darstellungsform 3) 
d. h. gleich einer ganzen positiven ungeraden Zahl ist, wobei wir zu- 
gleich » >v voraussetzen. Letztere Einschrankung ergiebt sich als 
nothwendig, um die erste Bedingung allein fiir die zu dem grdéssten 
Exponenten zugehérige Ecke eines Dreiecks zweiter Art giiltig zu 
wissen. *) 

Dem letzten Satze kénnen wir nun sogleich noch die folgende 
wichtige Erginzung zur Seite stellen: Ist der Exponent 4 eine ganze 
Zahl, dagegen weder 

A—utv=—2n+1 (fir u>v) 
noch A—w—v=—2n+1, 
so gehiren nothwendig die beiden die Ecke L bildenden Bogen ewei sich 
beriihrenden Kreisen an, d. h, die Ecke Z ist eine wesentlich singulire 


*). Vgl. Schwarz. Ges. Abh, II. pag. 256, insbesondere auch fiir das Folgende, 
sowie Schellenberg, Diss. Gidttingen 1892, pag. 65, woselbst dieselben Be- 


dingungen bei der analytischen Untersuchung betr, das Wegfallen der Logarithmen 
hervortreten. 
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Stelle ftir die s-Function (nach der Bezeichnung von Weierstrass). 
Indem die zu der Ecke Z zugehérige Fundamentalsubstitution dann 
parabolischen Charakter trigt, wollen wir die Ecke im vorliegenden 
Falle als parabolische Ecke bezeichnen. 


§ 16. 
Theorie der ,reducirten* und ,,verwandten“ Dreiecke fir reelle, nicht 
ganzzahlige Exponenten. 


Die Gesammtheit aller Dreiecke, in denen kein Winkel grdsser 
als 2a und keine 2 Winkel grésser als a sind, wollen wir weiterhin 
als ,reducirte Dreiecke“ bezeichnen.*) Dieselben gehéren, abgesehen 
von einer cyklischen Vertauschung in der Bezeichnung der Ecken 
a,b,c,, in dem friher festgesetzten Sinne offenbar 2 Continuis an. 
Wie viel reducirte Dreiecke wird es nun bei einem beliebigen Kerne der 
Geraden I, II, III geben, wenn wir die Wahl der Dreiecksecken 
unter den Fixpunkten a,a.b,b,¢,c, freistellen? Um nicht immerfort 
unsere allgemeinen Betrachtungen durch Zusitze begrenzen zu miissen, 
wollen wir vor der Hand ganzzahlige Werthe der Exponenten aus- 
schliessen, indem wir die zu ihnen gehérigen Dreiecke fiir eine be- 
sondere Betrachtung uns vorbehalten. 

Wir haben die 3 Fiéille des Kernes zu unterscheiden, dass die 
Geraden I, II, III sich entweder im Innern der Kugel oder im 
Aeusseren derselben oder auf der Kugel in einem Punkte schneiden. 
Die beiden ersten Fille sind morphologisch dadurch unterschieden, dass 
die 3 Schnittkreise der durch je 2 der Geraden J, II, III gelegten 






UH 
“AHI HM 





Fig. 42. 


Ebenen mit der Kugel einen imaginiren oder einen reellen gemein- 
samen Orthogonalkreis besitzen (Fig. 42, 43). Im letzten Falle da- 


*) Vergl. die etwas abweichende Definition des reducirten Dreiecks bei 
Hrn, Schwarz, 1872, Ges, Abh. Il. pag. 2835—236, sowie bei Hrn, Klein, 
1890, Ann. 37, pag. 580. 
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gegen gehen die genannten 3 Schnittkreise durch einen Punkt, den- 
selben wird man gern ins Unendliche transformiren, wodurch in der 
s-Ebene die 3 Kreise in gerade Linien iibergehen (Fig. 44, a, b.). 


Fig. 44, a. b. 


Wir wollen nun zunichst die fiir die Figuren 42—44 gemeinsam 
geltenden Beziehungen in Worten beschreiben und dann durch weitere 
Figuren fiir die einzelnen Fiille erliutern. Wir sagen: Zu jeder Auswahl 
der 3 Ecken gehéren vier reducirte Dreiecke, von denen drei zu dem 
vierten Dreieck in der Beziehung der ,Aussendreiecke* zum _ ,Grund- 
dreieck“ stehen; in jedem Aussendreieck ist allemal einer der Winkel 
grosser als x. Je zwei ,complementire“ Auswahlen der 3 Ecken liefern 
zu einander ,,symmetrische’ Dreiecke, d. h. Dreiecke mit denselben 
Winkeln, jedoch mit verschiedener Aufeinanderfolge der 3 Ecken bei 
bestimmter Umlaufsrichtung der Begrenzung. Indem wir symmetrische 
Dreiecke nicht als verschieden ansehen — dieselben stehen in indirecter 
Mébius’scher Kreisverwandtschaft —, werden wir demnach 4 Grund- 
dreiecke in jedem Kern auswihlen kénnen; von diesen 4 Dreiecken 
stehen 3 zu dem vierten in der Beziehung der ,,Nebendreiecke“ zum 
»tauptdreieck“; doch ist diese letzte Unterscheidung, besonders fiir den 
Fall der Figur 42, weniger von principieller Bedeutung. In den 
Figuren 42—44 ist allemal das Dreieck a,b,c, als Hauptdreieck ge- 
wahlt worden, die an seine drei Seiten anstossenden Nebendreiecke 
a, b,¢,; a,¢,b,; b,¢,a, sind durch Schraffirung hervorgehoben. In der 
Figur 43 iiberdecken sich diese drei Nebendreiecke gemeinsam in dem 
Dreieck a,b,c,. Die Summe der Winkel des Hauptdreiecks a,b,c, der 
Figuren 42 —44 ist entsprechend > 2, <2 oder gleich z, wie leicht 
zu tibersehen ist. 

Bezeichnen wir die Winkel eines Grunddreiecks z. B. des Haupt- 
dreiecks eines Kernes mit 4,2, 4,2, v,%, so werden die Winkel der 
16 tiberhaupt vorhandenen reducirten Dreiecke desselben durch die folgende 
Tabelle, wieder unter Fortlassung des Factors x, gegeben: 
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Ecken: | abe oder Q,b,c, oder aybyc, oder d,bye, oder 
Mz De Ce | Agbecy a, by Ce | ay be Ce 
Grunddreiecke : Ao, Hoy % 1—Ap, 1—wUp, V% | 1—Ao, {oy 1—v) do» 1- Uo, 1—v 





Aussendreiecke: 





(| Z—Ap, 1— Wo, 1—¥% | 1--%o, Ho, 1—H% | Ao, 1—HWor 1+ | 1—Ao, 1-++H0 %o 
os 


|| 1-—Ap, 2—wWo, 1— 2% | Ao, 10, 1—% I-A, 1—Ho, % | 1—Agy Ho, 1% 





| 


1—Ao, 1p, 2—% | Ao, Mo, 2—% | Any 2—Wo, % | 2—Ao, Uo» Yo 


Nun gilt es, von den verschiedenen miéglichen Gestalten dieser 
Dreiecke sich eine Anschauung zu bilden. Am einfachsten ist der Fall 
der Figur 42, in dem die Nebendreiecke nicht wesentlich vom Haupt- 
dreieck verschieden sind; eines der Aussendreiecke wird beispielsweise 


durch Fig. 45 gegeben. 
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Fig. 45. 


(In den Ecken der Dreiecke wird allemal die 
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Fig. 47. 


Grésse der Winkel in Beziehung auf die Tabelle angegeben.) Im Falle 
der Figur 43 sei eines der morphologisch gleichwerthigen Aussen- 
dreiecke des Hauptdreiecks durch Fig. 46, eines der Aussendreiecke 
des Nebendreiecks a,b,c,, welches dem zweiten Aussendreieck wieder 
morphologisch gleichwerthig ist, durch Fig. 47, das dritte Aussen- 


dreieck des Nebendreiecks aber durch 
Fig. 48 gegeben. In letzterem tiber- 
schlagt sich die Seite a,b, einmal; die 
Figur ist daber etwas verzerrt gezeichnet 
worden. Nun kommt schliesslich noch 
der Uebergangsfall der Fig. 44, a, b. 
Auch an ihr werden wir simmtliche 
16 reducirten Dreiecke aufzeigen kénnen, 
jedoch ist allemal von je zweien der zu 
einander symmetrischen Dreiecke eines 


zu einem unbrauchbaren Bereich ausgeartet. Eines der Aussendreiecke 
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des Hauptdreiecks a,b,c, giebt Fig. 49, woselbst die Seite b,c, sich 
iiber den Unendlichkeitspunkt heriiberzieht; eines der Aussendreiecke 











=—b 


Fig. 51. 


Fig. 52. 


des Nebendreiecks a,b,c,, welches dem zweiten wieder morphologisch 
gleichwerthig ist, giebt Fig. 50, das dritte zugehérige Aussendreieck 
endlich Fig. 51. Das zu letzterem symmetrische Dreieck, welches der 
urspriinglichen Auswahl der Ecken a,b,c, entspricht, ist in 2 Zweiecke 
ausgeartet, wie sie Fig. 52 darstellt. 

Wir werden jetzt wiinschen, ein unmittelbares algebraisches Kri- 
terium zu besitzen, um bei gegebenen Werthen 4, uw, v (die wir, 
wie schon gesagt, stets als positive Gréssen voraussetzen) einmal sofort 
zu erkennen, wann tiberhaupt ein Bereich sich geradlinig begrenzen 
lasst, und ferner welche Ecken hierbei in den Unendlichkeitspunkt 
fallen. Den Betrachtungen des Kernes auf pag. 195u. 196 gemiiss ergiebt 
sich sofort, dass wir nur dann und stets dann ein geradliniges Dreieck 
haben werden, wenn 4 +--+ v oder 4+-u —v oder 4—u — v (oder 
einer der durch cyklische Vertauschung entstehenden Ausdriicke) eine 
positive ungerade Zahl vorstellt. — Gehen wir nun der Reihe nach die 
einzelnen reducirten Dreiecke durch, die wir soeben angefiihrt haben, 
so ergeben sich die weiteren Siitze, die wir hernach auf die allgemeinen 
geradlinig begrenzten Dreiecke iibertragen werden: 

Ist fiir ein reducirtes Dreieck A+ u+v—2n+1, so liegen 
alle Ecken im Endlichen (Bedingung A). 

Ist fiir ein reducirtes Dreieck 4+» —v=2n-+-1, so liegt nur 
die Ecke N im Unendlichen (Bedingung B). 

Ist fiir ein reducirtes Dreieck 4 —u —v=2n-+ 1, 80 liegen die 
Ecken M und N im Unendlichen (Bedingung C). 
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Natiirlich gestatten die beiden letzten Siitze die cyklische Ver- 
tauschung der Buchstaben 4, uw, v und L, M, N, 

Wir gehen nun einen Schritt weiter, indem wir die Gesammt- 
heit aller derjenigen Dreiecke betrachten, die zu demselben Kern ge- 
héren und daher von Bogen derselben Kreise begrenzt werden. Wie 
bereits friiher erwihnt wurde, nennt man diese Dreiecke mit einander 
,verwandt“, die zu ihnen gehérenden Functionen aber _,,verwandte“ 
s-Functionen. Wir koénnen offenbar bei einem beliebig vorgege- 
benen Dreieck mit den Winkeln Az, ux, va die auf den Seiten 210ff. 
geschilderten geometrischen Processe auch riickwirts vornehmen, in- 
dem wir einmal an derjenigen Ecke, welche einer sich etwa iiber- 
schlagenden Seite gegentiberliegt, so viele Kugelkalotten als méglich 
polar’ abnehmen, andererseits die sich nicht tiberschlagenden Seiten, 
so viele Male als méglich, um den Winkel x zuriickdrehen, d. h. Kugel- 
kalotten ,,lateral‘* abnehmen. Man erkennt, dass wir auf solche Weise 
stets nur zu Dreiecken gelangen, die mit dem Ausgangsdreieck ver- 
wandt sind; schliesslich werden wir zu einem reducirten Dreieck 
(welches in besonderen Fillen auch ein ausgeartetes Dreieck darstellen 
kann) gefiihrt. Jeder Schritt, den wir ausfiihren (die Abnahme resp. 
Hinzufiigung einer Kalotte), vermindert resp. vermehrt, wie man 
sofort erkennt, die Summe der 3 Winkel jedesmal um 22. Dies fthrt 
uns mit Riicksicht auf die Tabelle pag. 219 zu dem Satze: Stets dann 
und nur dann sind (bei Ausschluss ganzzahliger Werthe A, u,v) zwei 
beliebige Dreiecke mit einander verwandt, wenn die mit bestimmten Vor- 
zeichen versehenen Winkel der beiden Dreiecke sich entsprechend um 
ganze Vielfache von x unterscheiden, deren Summe ein gerades Vielfaches 
von 1 isi. 

Je nachdem die Summe der ganzen in A, uw, v enthaltenen Zahlen 
gerade oder ungerade ist, ist die soeben geschilderte Reduction eines be- 
liebigen Dreiecks eindeutig oder dreideutig, entsprechend dem Umstande, 
dass zu jedem Grunddreieck 3 Aussendreiecke gehéren. Um dies klar ein- 
zusehen, beriicksichtige man, dass man z. B, von dem reducirten Dreieck 





Fig. 53, a, b. 


der Figur 53a (mit den Winkeln Az, ux, vx) zum nicht reducirten 
Dreiecke Fig. 53b (mit den Winkeln Az, (u+ 1) az, (v+ 1) m) ge- 
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langen kann, indem man die Seiten LM und LN in Fig. 53a um 
den Winkel z hinausdreht und dann in LZ eine Kalotte abtrennt. 
Analog kommt man von dem Dreieck, elches von dem nicht schraf- 
firten Theil der Ebene Fig. 53b dargestell: wird, zu dem neuen Dreieck, 
dessen Winkel an der Ecke Z um 2a vermehrt ist, indem man an 
den Seiten LM und LN eine Kalotte lateral anhiingt, dagegen dann 
an der Seite MN eine Kalotte lateral abtrennt. 

Es ist im tibrigen nach dem Vorstehenden nicht schwer, um- 
gekehrt alle zw einem bestimmten Kern gehirenden verwandten Dreiecke 
aus seinen 16 reducirten Dreiecken mittels der geometrischen Processe 
der lateralen und polaren Anhingung von Kugelkalotten aufzubauen.*) 
Auf jedes der 16 reducirten Dreiecke baut sich somit eine unendliche 
(abziihlbare) Menge verwandter Bereiche auf. Von besonderem Interesse 
ist wieder der allgemeine Fall geradlinig begrenzter Dreiecke. 

Die nihere Betrachtung, wie man von den reducirten Bereichen 
zu den allgemeinen Bereichen aufsteigt, fiihrt ums hier zu der in 
Aussicht gestellten Erweiterung der Siitze pag. 220, die jetzt allgemein 
lautet: 

Ist fiir ein sphirisches Dreieck 


A+u+tv=—2n-+ 1 (Bedingung A) 
A+ u—v=—2n-+ 1 (Bedingung B) 


A—u—v—2n-+ 1 (Bedingung C), 

so kann man dasselbe stets durch geeignete Transformation in ein gerad- 
linig begrenztes Dreieck verwandeln, und zwar werden dabei im ersten 
Falle alle 3 Ecken des Dreiecks im Endlichen liegen, im zweiten Falle 
dagegen wird die Ecke N, im dritten Falle werden die Ecken M und 
NN ins Unendliche geriickt sein. Wieder kann man natiirlich cyklische 
Vertauschungen der Buchstaben eintreten lassen; es sei dabei bemerkt, 
dass zwei der genannten Bedingungen nur dann gleichzeitig gelten 
kénnen, wenn ganzzahlige Werthe der Gréssen 4, w, v auftreten, die 
wir hier einstweilen ausgeschlossen haben. 

Aus der Theorie der verwandten Dreiecke folgt zugleich, dass 
irgend 2 Dreiecke, welche zu je einem der beiden gemiiss pag. 204 ff. 
fiir gegebene Werthe der 4, uw, v sich ergebenden Kerne gehéren, sich 
in ihrer mit richtigen Vorzeichen genommenen algebraischen Winkel- 
summe um ein ungerades Vielfache von a unterscheiden, wihrend die 
sich entsprecheunden Winkel um ganze Vielfache von z differiren. 
Werfen wir schliesslich an dieser Stelle nochmals einen Riickblick auf 
die Bestimmung der Gréssen Aa, ux, va am Gebilde des Kernes, 


oder 


oder 


*) Ein solcher Weg ist in der Darstellung des Hrn. Klein befolgt, Ann. 37, 
1890, p. 579 ff. 
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wie dieselbe auf pag. 187 u. 188 gegeben ist, so werden wir durch Betrach- 
tung specieller Dreiecke leicht finden, dass ftir die Werthe der Winkel 
An, wx, vx eines Dreiecks L MN, dessen Ecken die Punkte a,b, ¢, 
darstellen mégen, in der Formelgruppe pag. 194 stets die oberen Vor- 
zeichen (d. h, die Cosinusformeln) zu wiihlen sind (je nachdem man 
jedoch bei einer Umlaufung der Dreiecksbegrenzung, die Fliche linker 
Hand lassend, die 3 Ecken LMWN in dieser oder in der umgekehrten 
Reihenfolge antrifft, sind die Winkel des Dreiecks positiv oder negativ 
in Rechnung zu bringen). Die Endformeln pag. 201 iibertragen sich 
auf unsere Dreiecke, indem man fiir die Gréssen Iz, maz, na die 
um a vermehrten Werthe der 3 Seiten des Dreiecks einsetzt. 


§ 17. 


Endgiiltige Betrachtung der Kreisbogendreiecke fiir ganzzahlige 
Exponenten. 


Es eriibrigt noch, wie wir uns vornahmen, die Dreiecke fiir ganz- 
zahlige Exponenten 4, u,v im Zusammenhange zu betrachten. Mégen 
nun alle drei Exponenten, zwei oder nur einer derselben ganzzahlig 
sein, stets wird sich zeigen, dass wir nicht mehr 16 reducirte Dreiecke 
als von einander verschieden an dem einzelnen Kern zu unterscheiden 
haben. Ja, es wird sogar in einigen Fallen eintreten, dass gar nicht 
einmal alle 16 in der Tabelle pag. 219 genannten Exponententripel 
zu Dreiecken desselben Kernes fiihren, sondern zu Dreiecken gweier ver- 
schiedener Kerne. (Dann ist also der einzelne Kern durch die Expo- 
nenten 4, u,v allein nicht festgelegt.) Hierbei zeigt sich, dass gerade 
die Dreiecke, welche bei dem einen Kern unbrauchbar sind, bei dem 
andern brauchbar sind und umgekehrt, und somit treten 2 getrennte 
Schaaren mit einander verwandter Dreiecke auf. Wir wollen sog'eich 
die einzelnen méglichen Fille nach einander besprechen. Hierbei werden 
besonders die speciellen Betrachtungen des Kernes auf pag. 203 u.204 zur 
unmittelbaren Anwendung gelangen; auf sie sei allemal am Schlusse 
der folgenden Fille hingewiesen. 

a) Sind aile drei Exponenten 4, u,v ganze Zahlen, so haben wir 
die zwei Fille zu unterscheiden, dass ihre Swmme gerade oder un- 
gerade ist. 

1) Im ersten Falle haben wir es nur mit einer Gesammtheit mit 
einander verwandter Dreiecke zu thun. Diese leitet sich ab von dem 
reducirten Dreieck, dessen drei Winkel einzeln gleich Null sind (Fig.31). 
Es giebt ausserdem an dem Kern dieses Dreiecks noch drei weitere 
reducirte Dreiecke, entsprechend mit den Winkeln 0,2, 2; 2, 2,27; 
0, 0, 2a (Fig. 38). Von ihnen haben wir die beiden letzten als 











224 Fr. Scaruiia. 





Aussendreiecke anzusehen. Man iibersieht zugleich sofort, dass stets 
auch in dem allgemeinen Dreieck der Verwandtschaft drei parabolische 
Ecken auftreten werden (Kern a, 1 pag. 203). 

2) Im eweiten Falle leiten sich simmtliche mdglichen Dreiecke 
von den beiden reducirten Dreiecken mit den Winkeln 0, 0,2 resp. 

a, a, a ab. Das erste Dreieck giebt Fig. 41, das 

, 4, zweite Dreieck erhilt man leicht aus Fig. 31, indem 

y/ pp» man die einzelnen Seiten nach dem Process [ je um den 
Winkel . nach aussen dreht (Fig. 54). Indem diese 
MY } beiden Dreiecke zu ganz verschiedenen Kernen ge- 

<P héren, die iibrigens beide unbestimmt sind, so haben 
wir daher zwei von einander getrennte Schaaren ver- 
wandter Dreiecke, die sich wie folgt von einander sondern und fiir 
sich charakterisiren lassen: 

Haben wir ein Dreieck erster Art, d. h. ein Dreieck, fiir welches 
jeder Exponent kleiner als die Summe der beiden anderen ist, so ge- 
héren die 3 begrenzenden Bogen derselben Kreisperipherie an und eine 
parabolische Ecke tritt nicht auf. Ausser dem Dreiecke 2, 2, x giebt 
es weiter kein reducirtes Dreieck (Kern a, 2 pag. 203). 

Haben wir ein Dreieck zweiter Art, d. h, ein Dreieck, fiir welches 
der grésste Exponent grésser als die Summe der beiden anderen ist, 

so gehéren nur die Kreisbogen der 

x XY ? \ ; au dem grossten Exponenten zugehb- 

ee ; . rigen Ecke einer einzigen Peripherie 

, an, wahrend die beiden anderen Ecken 

Vis, 0%, 0, >. zusammenfallen und _parabolischen 

Charakter tragen. Neben dem Dreieck 

0,0, a (Fig. 41 u. Fig. 55a) tritt noch das Dreieck 0, a, 22 
(Fig. 55b) als reducirtes Dreieck auf (Kern a, 3 pag. 203). 

Natiirlich lasst sich dem einzelnen Dreieck in beiden Fallen stets 
eine geradlinige Begrenzung geben. 

b) Sind nur zwei der Exponenten 4, u, v ganze Zahlen, etwa 
A und w, so haben wir es im einzelnen Falle stets nur mit einer 
Gesammtheit mit einander verwandter Bereiche zu thun, 
die sich von dem reducirten Dreieck 0, 0, »)2 mit 
wohlbestimmtem Kern ableiten lassen, woselbst 0<v,< 1 
sei (Fig. 56). Insgesammt wird man gemiiss der Tabelle 
pag.219 drei Grunddreiecke und zu ihnen 5 Aussendrei- 
ecke als von einander verschiedene reducirte Dreiecke 
finden; die beziiglichen Figuren derselben ergeben sich 
unmittelbar als Grenzfille der Figuren 43 und 46 —48 der Seiten 217 u.219 
(vgl. auch Fig. 36 u. 37). Es besitzen also die Ecken L und M des 
allgemeinen Dreiecks parabolischen Charakter. (Geradlinige Bereiche 


t 


Fig. 54. 
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Fig. 56. 
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sind hier ausgeschlossen, da fiir dieselben eine der Bedingungen 
+A+t+utv—2n+1 gelten miisste, die auch fiir den dritten 
Exponenten eine ganze Zah! verlangen wiirde.) (Kern b pag. 203.) 

c) Ist nur einer der Exponenter eine ganze Zahl, z. B. 4, so wollen 
wir von vornherein die beiden Falle auseinander halten, dass eine der 
Bedingungen fiir die Moglichkeit geradliniger Begrenzung (+-4 + utv 
= 2n-+ 1) erfillt wird oder nicht. 

1) Im leteteren Falle zeigt die nahere Betrachtung, dass die Ge- 
sammtheit aller verwandten Dreiecke sich von einem reducirten Dreiecke 
0, 2%, vx mit wohlbestimmtem Kern ab- 
leiten lisst, woselbst O<u,<1 und O<y<1_ G la, 
sei (Fig. 57). Wir haben insgesammt 14 ver- / | Y 
schiedene reducirte Dreiecke gemiiss der Tabelle \ | IN 
pag. 219 zu unterscheiden, indem die Dreiecke \KA\ 7, ar 
u, © —yX, Vou und. 2, pox, XT — vox in Disa 
letzterer doppelt auftreten, Alle diese Dreiecke Wig. Gt. 
ergeben sich wieder in einfachster Weise aus Fig. 57 als Grenzfille der 
Figuren 43 und 46—48 der Seiten 217 und 219, Es tritt stets eine para- 
bolische Ecke Z auf. 

2) Dagegen in dem besonderen Falle, dass sich geradlinige Be- 
grenzung einfiihren lisst, sondern sich die reducirten Dreiecke der 
Tabelle pag. 219 wieder in 2 Gruppen, die verschiedenen 
Kernen angehéren und demnach zu_ verschiedenen / 


pe. 


} 


Schaaren verwandter Dreiecke fiihren. SY) 
. . . . f+ —— ” 
Die eine Gesammtheit verwandter Dreiecke leitet sich / 
von dem Dreieck 0, u,2, v,2 mit wohlbestimmtem Kern ines 


ab, woselbstO<u,<1,0<» <1 undp+y—1 
sei. (Fig. 58). Diesem Grunddreieck gesellen sich nur vier reducirte 
Dreiecke zu, die simmtlich den Charakter von Aussendreiecken haben. 


GLEE, ttygyow A 
, Ij tiboes ee 
‘ Yi, “if; G, 7 
ne, 1 
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a 

Fig. 59a, b, 


Ihre Winkel sind in Riicksicht auf die Beziehung pw, + 1) = 1 beziig- 
lich gleich: 
O, T+ Myo, Mom, (Fig. 59a) 
S % — yt, 20 — yt 
und: 
9 2% — Wy, Uo, 
a, %—wt, 2+ ux (Fig. 59b). 
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Die Ecke L besitzt stets parabolischen Charakter (Kern c, 2, 
pag. 204). 

Die zweite Gesammtheit verwandter Dreiecke baut sich auf dem 
Grunddreiecke 2, x — wu), v, x mit unbestimmtem Kern auf, woselbst 
wieder O<u,< 1, O<»<1 und wp +v,—1 ist (Fig. 60). 


f g 2, 
La 
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Fig. 61a, b. 





Pig. 60. 


Ausserdem gehdrt hierher noch ein zweites Grunddreieck z, u, 1, x— vx 
und ein Aussendreieck 22, 7 — wy a, ua (Fig. 6la oder b). Die 
in der Ecke Z zusammenstossenden Seiten fallen allemal in eine 
Peripherie zusammen (Kern c, 1, pag. 204). 

Als Kriterium fiir das Auftreten des einen oder anderen Falles gilt 
gemiiss unserer Sitze auf pag. 216: Die Kreisbogen des Kernes c, 1 
kommen zur Begrenzung des sphidrischen Dreiecks in Anwendung, wenn 


A—eutv=2n+1 


(fiir u > v) ist; andernfalls treten die Kreisbogen des Kernes c, 2 ein. 

Geben wir schliesslich noch darauf acht, welche Ecken bei Ein- 
fiihrung geradliniger Begrenzung der Dreiecke ins Unendliche fallen, 
so ergeben sich leicht die folgenden Sitze: 

Fiir die Dreiecke des Kernes c, 2 gilt: 

Die Ecke L liegt stets im Unendlichen. 

Ist A+ uw + v= 2n + 1 (Bedingung A), so liegt nur die Ecke L 
im Unendlichen. (Es gilt dann auch stets uw + v — A= 2n-+ 1 (Be- 
dingung B).) 

Ist dagegen w — v—A=2n-+1 (resp. v — w — A4—2n-+ 1) 
(Bedingung C), so liegt ausser der Ecke Z noch die Ecke N (resp. M) 
im Unendlichen. (Es gilt dann wieder stets auch 4+ uw —v—2n-+- 1 
fir uw >-v resp. 4+ »v— w= 2n-+1 fir v > yu (Bedingung B).) 

Fiir die Dreiecke des Kernes c, 1 gilt: 

Die Ecke L liegt stets im Endlichen. 

Ist nun 4— w —v=—2n-+ 1 (Bedingung C), so miissen nach 
dem Satz pag. 216 die Ecken M und N des Dreiecks zusammenfallen, 
sie werden daher beide im Endlichen oder beide im Unendlichen liegen, 
je nachdem man den einen oder den anderen Schnittpunkt der beiden 
begrenzenden Kreisperipherieen in’s Unendliche transformirt hat. (In 
diesem Falle ist auch 4+ u+v—2n-+1, d. h. die Bedingung A 
giiltig.) 
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Ist dagegen 4 — uw + v = 2n+ 1 far u > v (Bedingung B), so 
liegt eine der Ecken M oder N im Unendlichen; es ist wiederum gleich, 
welche von beiden man ins Unendliche transformiren will. 


§ 18. 
Grenzfalle der Kreisbogendreiecke fiir unendlich grosse Exponenten. 


Interessanter noch als die sphirischen Dreiecke fir ganzzablige 
Exponenten sind jene Grenefiille der Dreiecke, die zu unendlich grossen 
Exponenten gehoren. 

Bekannt ist in diesem Sinne die Abbildung durch den Quotienten 
zweier linear unabhingiger Particularlésungen der allgemeinen Bessel- 
schen Differentialgleichung, die ja einen Grenzfall der gewdhnlichen 
Differentialgleichung der Riemann’schen P-Function darstellt. Wir 
wollen diese specielle s-Function weiterhin mit B(z) bezeichnen; dieselbe 
lisst sich fiir unsere Zwecke am besten definiren, indem wir von dem 
Quotienten zweier zusammengehdriger allgemeiner Kugelfunctionen aus- 
gehen, der eine s-Function fiir reelle 4, w, v mit zwei gleichen Ex- 
ponenten darstellt, Lassen wir diese gleichen Exponenten ins Unendliche 
wachsen, so erhalten wir die zugehérige Function B. Hiernach ergiebt 
sich leicht das sphirische Dreieck, welches die Abbildung der Halb- 
ebene des Argumentes fiir die Function B darstellt. Wir gehen von 
einem sphirischen Dreieck der ersten Art aus, in dem zwei Winkel 
einander gleich sind (es sei etwa ux—vz), der dritte Winkel aber einen 
beliebig grossen Werth besitzt, und lassen die Kreisbogenseite MN 
sich nach dem Process J immerfort nach aussen um die Eckpunkte 
M und N drehen. Wir erhalten dann als Grenzfall ein sphiirisches 
Dreieck, wie es beispielsweise fiir einen Werth von 


a 
4 < 2 Fig. 62 darstellt. Die dritte Seite des Dreiecks SA 
ist natiirlich jetzt verloren gegangen, dementsprechend ZA 
haben wir uns in den Punkten M und N Windungspunkte v2 =——— 
beliebig hoher Ordnung zu denken. Die in Z zusammen- fr us 
stossenden Kreisbogen kénnen wir gern immer geradlinig Fig. 68. 


wihlen. (Uebrigens besitzt das Dreieck Fig. 62 stets eine Symmetrielinie, 
welche durch die Halbirungslinie des Winkels Aw gegeben wird.) Aus 
der Theorie der Bessel’schen Function ist zugleich bekannt, dass in der 
Ebene des Argumentes die beiden singuliren Punkte 6 und ¢ zusam- 
mengefallen sind. *) 

Wenn wir nun die in den vorangehenden Paragraphen gegebene 
geometrische ‘Theorie der sphirischen Dreiecke itiberblicken, so sehen 
wir, dass keineswegs das Dreieck Fig. 62 das Kinzige ist, zu dem 


*) Alle diese Gedanken finden sich niher ausgefiihrt in Olbricht, Disser- 
tation, Leipzig 1887; abgedruckt in den Acta Leopoldina Bd, 52. 
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wir fiir co hohe Exponenten gefiihrt werden. Indem unsere Aufgabe 
hier nicht darin besteht, die zugehdrigen Functionen analytisch im 
Einzelnen niher zu studiren, begniigen wir uns, die betreffenden 
geometrischen Figuren zusammenzustellen und die zu ihnen gehdrenden 
Abbildungsaufgaben, soweit es unmittelbar méglich ist, auf bekannte 
Fille zuriickzufiihren. Wir theilen die Figuren ein, je nachdem in 
allen drei, in zwei oder in einer Ecke ein Windungspunkt unendlich 
hoher Ordnung liegt. Indem wir noch weiter singulire Fille, dass z. B. 
zwei Ecken des Dreiecks zusammenfallen oder zwei Kreisperipherieen der 
Begrenzung sich beriihren oder sich decken, der Kinfachheit halber bei 
Seite lassen, zumal sie keine geometrische Schwierigkeit weiter bieten, 
stellen wir die folgenden charakteristischen Figuren zusammen, in 


oe 
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Fig. 63 a —'e. 


denen wir die Begrenzung sogleich geradlinig gewahlt haben. Diese 
Figuren sind wohl an und fiir sich verstiindlich, ein unendlich hoher 
Windungspunkt oder eine unendliche Ueberschlagung einer Seite sind 
durch Pfeilspitzen angedeutet. In Fig. 63a sind alle drei Exponenten 
unendlich, in Fig. 63b, ¢ sind nur zwei Exponenten, in Fig. 63d, e 
ist nur ein Exponent unendlich geworden. Insbesondere haben wir 
z. B. die Fig. 63a entstehen zu denken, indem wir in einem be- 
liebigen Dreieck mit den Winkeln 4,2, ux, »)% lings LM und LN 
co viele Kugelkalotten lateral anhiingen, sodass sich die Winkel der 
Dreiecke als limes 4,2 + mx + nz, u,a-+ma, v,x-+n2 fir m=—co 
und m = oo ergeben; das Analoge gilt fiir die tibrigen Figuren. Das 
ist tiberhaupt das allgemeine Princip, welches den Figuren zu Grunde 
liegt, dass die geometrischen Processe der lateralen und polaren An- 
hingung von Kugelkalotten bei jedem vorliegenden sphirischen Dreieck 
sich auch in unendlicher Wiederholung anwenden lassen; hierbei ist 
nur zu beachten, dass wenigstens eine der Dreiecksseiten erhalten 
bleiben muss, da andernfalls von einer Abbildung des Dreiecks auf die 
Halbebene nicht weiter die Rede sein kann. 

In den Figuren 63a—e sind die nicht co grossen Winkel kleiner 
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als x, die sich nicht unendlich oft tiberschlagenden Seiten kleiner als 
eine volle Peripherie gewahlt worden; diese 'iguren stellen demnach ,,zum 
Theil reducirte Dreiecke“ vor. Es ist dementsprechend natiirlich sehr 
wohl noch méglich, in Fig. 63a beliebige Kugelkalotten an MN lateral 
oder in L polar, ebenso in Fig. 63b (wie entspr. in Fig. 62) Kugelkalotten 
in M (oder in N) polar und an NL (resp. ML) lateral oder statt 
dessen gleichzeitig an MLZ und NL solche lateral, endlich in Fig. 63d 
Kugelkalotten an ML lateral anzuhingen. 


Die Fille der Figuren 63¢, d, e lassen sich nun sehr einfach analytisch 
erledigen. Indem wir das sphiirische Dreieck Fig. 63e an der sich oo oft 
liberschlagenden Seite durch Spiegelung symmetrisch wiederholt denken, 
wobei die Ecke LZ die neue Ecke L’ ergeben mige, fiihrt uns dasselbe 
zu dem pag. 181 bekandelten elementaren Bereiche und findet solcher- 
weise von selbst seine Erledigung. Die Punkte a, b,c der Ebene des 
Argumentes ¢ fallen fiir die Fig. 63e zusammen. Das Dreieck Fig. 63d 
liefert ferner mit seinem symmetrischen Dreiecke an der sich oo oft 
iiberschlagenden Seite zusammen den Bereich des Bessel’schen Quotien- 
ten B, wie wir ihn bereits in Fig. 62 uns nahe gefiihrt haben; dem- 
entsprechend wird, wie die niahere Ueberlegung leicht zeigt, die 
Abbildung des sphiirischen Dreiecks auf die Halbebene (abgesehen von 
bestimmten Constanten, die wir auch in den folgenden Fallen fortlassen 
wollen) durch die Function B:, geliefert, — mit dem unteren Index 


sei die Grésse des nicht oo gewordenen Exponenten angegeben, — 
1 


wenn man in ihr das Argument ¢ durch 2’ = 2” ersetzt. Die Punkte 
a und ¢ der Fbene des Argumentes fallen fiir die Fig. 63d zusammen. 
Analog werden wir auch die zu dem sphdrischen Dreieck der Fig. 63¢ 
gehérige s-Function auf den Bessel’schen Quotienten B zuriickfiihren 
kénnen, indem wir gleichfalls jenes Dreieck symmetrisch wiederholt 
denken, wodurch die neue Ecke L’ entsteht. Man iibersieht dann 
zunichst, dass man die drei Punkte L, M, L’ 
durch lineare Substitution stets in die Eckpunkte 
eines gleichseitigen Dreiecks transformiren 
kann. Demzufolge erhilt man durch Hinzu- 
fiigung des symmetrischen Dreiecks die Fig. 64, 





die als ein gleichseitiges Dreieck zu charakteri- \ \\\ 
siren ist, in dem lings seiner drei Seiten je es \ \ YY, ' 
oo viele Kugelkalotten lateral angehingt sind. eS \\ A) } 


Verbindet man nun in Figur 64 den Mittel- 
punkt O des gleichseitigen Dreiecks mit den 
Ecken L, M, L’, so zerfillt der ganze Bereich in drei congruente Be- 
reiche, die wieder mit der Figur 62 sich gleichwerthig zeigen. Hieraus 
folgt, dass die Abbildung des sphirischen Dreiecks Fig. 63c¢ auf die 


Fig, 64, 
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Halbebene 2 durch die Function s = B, (z’) (abgesehen von den Con- 
ry 


3 

stanten) geliefert wird, woselbst 2” fiir das Argument 2’ einzusetzen 
ist. Durch letetere Function wird dann der Bereich der Fig. 64 auf die 
Vollebene 2 abgebildet, ein gewiss interessantes Resultat. Die Punkte 
a,b,c der Ebene des Argumentes ¢ fallen fiir Fig. 63¢ wieder zu- 
sammen. 

Die Bereiche der Figuren 63a, b lassen sich allgemein nicht auf 
die Abbildung durch den Bessel’schen Quotienten zuriickfiihren. Fig.63b 
stellt nur dann den Bereich Fig. 62 einer Bessel’schen Function selbst 
dar, wenn die geradlinigen Seiten MLZ und NL gleich sind; Fig. 63a 
lisst sich in zwei Dreiecke der Fig. 62 zerlegen, wenn bei der speciellen 
stets zu erreichenden Lage der Fig. 63a, in der neben der geradlinigen 
Begrenzung die Ecken L MN ein gleichschenkliges Dreieck bestimmen, 


die gerade Verbindungslinie von Z mit der Mitte von MN gleich == 


ist. In letzterem Falle wird, wieder von den Constanten aksesehen, 
die das Dreieck Fig. 63a auf die Halbebene z abbildende Function durch 


s= B, (2’), wo z=? zu setzen ist, gegeben. Doch diirfte es be- 
2 


sonders interessant sein, die abbildende Function im allgemeinen Falle 
der Figuren 63a, b zu studiren. Jedenfalls werden, wie in den _be- 
trachteten Specialfillen, fiir Fig. 63a die den drei Eckpunkten ent- 
sprechenden Punkte, fiir Fig. 63b die den Eckpunkten M und N ent- 
sprechenden Punkte in der Ebene des Argumentes 2 zusammenfallen. 


§ 19. 
Die Dreiecke fir theils imaginire, theils reelle Exponenten. 


Gehen wir nun dazu iiber, die Fundamentaldreiecke fiir den Fall 
zu construiren, dass einer, zwei oder alle drei Grossen 4, u, v imagindr 
(d. h. rein imagindr) sind, wihrend die iibrigen reelle Werthe haben. In 
allen diesen Fallen werden wir gleichfalls mit Dreiecken, d. h. mit der 
Abbildung der positiven oder der negativen Hilfte der Ebene des 
Argumentes, ausreichen; jedoch gehen die den imaginiiren Exponenten 
entsprechenden Ecken, wie wir von friiher wissen, verloren.*) 

Wie wir auf pag. 189ff. erkannten, ist der Kern fiir drei imagindire 
Grossen 4, u, v dadurch ausgezeichnet, dass die inneren Axen der 
Substitutionen in einer Ebene liegen und ihre Schnittpunkte simmtlich 
innerhalb oder simmtlich ausserhalb der Kugel gelegen sind, Es ergiebt 


*) Schwarz, 1873, Ges. Abh. II, pag. 233. 
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sich unmittelbar, dass, rein morphologisch betrachtet, drei Lagen dieser 
Axen in ihrer Ebene méglich sind, wie sie die nachfolgenden Figuren 


aie \/ 
I “i Pa AN - \ 
] hee / / \\ . 
/ Z fia J " \ 
(fF ie. = '\r Mf A Ne \ 
\ — Vy a\ i _ 
= ] a \) <a / 
Fig. 65. /\ 7 
a b 
Fig. 66a, b. 


wiedergeben. In der ersten wird durch die Verbindungsebenen je zweier 
der iusseren Axen die Kugel in drei Kalotten und einen dreifach zusam- 
menhingenden Bereich zerlegt, im zweiten Falle dagegen in zwei 
Ringgebiete und zwei Kalotten, im dritten endlich schneiden die ge- 
nannten Ebenen die reelle Kugel tiberhaupt nicht. Es stellt sich heraus, 
dass unter den beiden Loésungen der Construction des Kernes fiir 
gegebene imaginire Exponenten 4, uw, v allemal eine den Typus der 
Fig. 65 besitzt, die andere dagegen den Typus der Fig. 66a oder 66b. 
(Die letzten beiden Figuren unterscheiden sich algebraisch darin, dass 
fir L<M< N < 1*) im Falle Fig. 66a MN > L, im Falle Fig. 66b 
MN < List.) Fiir uns kommt hier nur der Kern der Fig. 65 in Betracht, 
indem die Kerne der Fig. 66a, b zu Fundamentalbereichen gehdren, fiir 
welche die Summe der reellen (ganzzahligen) Theile der zugehérigen 
Gréssen 4, w, v eine ungerade Zahl darstellt, daher niemals gleich 0 
sein kann. 

Denken wir uns die conjugirten Polaren der Geraden J, IJ, III fir 
Fig. 65 construirt, so werden ihre Verbindungsebenen wie gesagt einen 
dreifach zusammenhingenden Bereich auf der Kugel ausschneiden. 
Aus demselben werden wir sehr leicht uns ein einfach zusammen- 
hingendes Flichenstiick bilden, indem wir das 
schraffirte Gebiet zwischen den drei Kreisen nicht AL 
auf der anderen Seite der Kugel wieder zusammen- 
hiingen, sondern zwischen je zweien der drei 


Kreise in ein unendliches Band auslaufen lassen, Dr 

das sich immerfort um die Kugel herumwindet. } | Tn 

Dieses Flichenstiick, das von drei sich wnendlich d Hh / NY 
WK 


oft iiberschlagenden Kreisbogen begrenzt wird, ist unser 
gesuchtes Dreieck (Fig. 67). Wir kénnen dasselbe 
ansehen als ein Dreieck (oder als ein Dreiseit, wenn wir lieber wollen) 
mit drei rein imaginiren (nicht-Euklidischen) Winkeln iA’x, iu’, 


Fig. 67. 





*) Vgl. pag. 203 dieser Arbeit. 
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iv"x, indem die Ebenen der Kreise gerade unter den genannten 
Winkeln gegen einander geneigt sind. Die Figur 68 giebt unser 
Dreieck um einen Umlauf in der Richtung des einen Kreisbandes 
vermehrt; es sei ausdriicklich be- 
merkt, dass jedes Kreisinnere der 


A > Figur 67 durch das gegeniiberliegende 

( \ZEA Kreisband unendlich oft tiberdeckt 
Zan - LZ-> ) wird. Wir sehen die Analogie dieses 
ZA~ =e = ( Falles mit den Betrachtungen der 
— as ————*  Jweiecke auf pag. 178 ff., an denen wir 


die EKigenschaft der Fundamentalbe- 
reiche, in ein unendliches Kreisband auszulaufen, genau studirt haben. 
Gemiss unserer Construction des Kernes pag. 202 ff. sind wir sicher: Wir 
erhalten fiir ein beliebiges Werthetripel id”, iw", iv” stets einen und 
nur einen hierher gehirenden Kern und also auch nur ein zugehdriges 
Dreieck mit drei imagindren Winkeln. Dem letzteren liegt jedoch, wie 
leicht zu sehen, allemal ein ,,symmetrisches‘ Dreieck gegeniiber. Zugleich 
ist ersichtlich, dass wir dem pag.168 iiber das gewéhnliche sphirische 
Dreieck ausgesprochenen Satze, der sich auf die beziiglich der drei 
Seiten symmetrischen Dreiecke bezieht und die geometrische Veran- 
schaulichung der Formel AB —1 darstellt, auch auf Dreiecke mit 
rein imaginaéren Winkeln iibertragen kénnen. Wir fiigen noch den Satz 
hinzu: Die mit unserem Dreieck mit drei rein imagindren Winkeln ver- 
wandten Fundamentalbereiche, deren Exponenten in ihren reellen Theilen 
nothwendig ganze Zahlen mit einer geraden Summe darstellen, gehiren 
zu loxodromischen Fundamentalsubstitutionen; dieselben sind daher an 
dieser Stelle zu tibergehen. 

Ebenso einfach, wie der vorige Fall, erledigen sich die Fiéille, in 
denen einer der Exponenten i, u, v reell, die beiden anderen imagindr 
oder aber swei reell wnd der dritte imagindr sind. Die Fille, dass 

_— iiberdies die reellen Exponenten ganzzahlige Werthe 

' ‘Sy ~_ haben, werden wir am Schlasse dieses Paragraphen 

‘ \ besonders behandeln; sie bleiben also hier vor- 
Me ‘ laufig ausgeschlossen. Die Construction des Kernes 
Nyy ZN fiihrt uns zu den Geradengebilden I, II, III, die 


Cray 
- j 6 


G 7g wir auf pag. 192 betrachtet haben, und zwar sind 
f v beide Lésungen der Construction fiir jeden Fall 
: von derselben Art, unterscheiden sich jedoch 

, wieder in oft erwaihnter Weise darin, dass fiir die 

74 zugehérigen Fundamentalbereiche die Exponenten 

Fig, 69, um ganze Zahlen differiren, deren Summe ungerade 

ist. Die Polarkerne wurden in diesen Fallen durch die ebenen Figuren 

24, 25 gegeben. 
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I. Ist 2. B. A reell (und positiv), aber uw und v rein imaginiir, so 
kommt die Figur 69 in Anwendung. Wir denken uns wieder 4 auf 
den kleinsten positiven Rest 4, modulo 2 reducirt und suchen zunichst 
das sphirische Dreieck fiir die reducirten Exponenten 4,, iw”, iv” zu 
construiren. Dieses wird sofort durch die Ebenen, die man durch die 
Gerade I und die conjugirten Polaren von JZ und JJI legen kann, 
auf der Kugel ausgeschnitten. Wir erhalten, wie leicht zu tibersehen 
ist, einen Bereich, der von zwei sich schneidenden Kreisen und einem 
ausserhalb beider verlaufenden Kreise begrenzt wird, d. h. ein Dreieck 
mit den Winkeln 4,2, uw" wi, v” wi, welches an Stelle der Ecken B 
und C in zwei unendliche Kreisbinder auslaufend zu denken ist. In 


‘ . . 4—A 
diesem Dreieck haben wir dann nur noch ; $ 





Kalotten, deren Be- 


grenzung die Kreisperipherie x, bildet, lings eines Verzweigungsschnittes 
vom Punkte Z nach einem beliebigen Punkte der Gegenseite polar 
anzuhiingen, um zum allgemeinen Bereiche 
mit den Winkeln Az, w"i, vi aufzusteigen, 
wie wir nicht weiter auszufiihren brauchen. ii 
Il. In derselben Weise tritt Fig. 70 fir | 
den Fall eines imagindren 2, aber reeller(und \ £ 
positiver) w und v in ihr Recht. Es sei p’> vw OX 
vorausgesetzt; wir fiihren dann die folgende / 
arithmetische Reduction aus: Zuniichst sub- 
trahiren wir von beiden Gréssen w’ und v’ : 
die grésste ganze in v’ enthaltene Zahl und “a. 
darauf von dem Rest des uw’ noch so oft als 
mdglich die Zahl 2, Es mégen die reducirten Werthe 4”, u,', vy bleiben. 
Das zu ihnen gehérige Dreieck wird von den Ebenen durch die Ge- 
raden II, III und die conjugirte Polare von I auf der Kugel aus- 
geschnitten, wie Fig. 70 zeigt; dasselbe stellt ein von zwei auseinander 
liegenden und einem beide schneidenden Kreise begrenztes Dreieck 
mit den Winkeln 1A”x, u,2, va dar, dessen eine Ecke Z verloren 
gegangen und dementsprechend durch ein unendliches Kreisband ersetzt 
ist. Von dem reducirten Dreieck steigen wir durch polare Anhingung 
von Kugelkalotten lings eines Verzweigungsschnittes von M nach einem 
beliebigen Punkte der Gegenseite, sowie durch laterale Anhangung 
von Kugelkalotten lings der Seite MN in bekannter Weise zum all- 
gemeinen Dreieck mit den Winkeln 14’z, w'x, v'x auf. 


he 





Fig. 70. 


In wie weit in den beiden Fallen I und II von Ueberschlagungen 
der Seiten die Rede sein kann, ist dem Gesagten gemiiss von selbst 
einleuchtend. Die Zahl der angehingten Kreisscheiben (Kugelkalotten) 
kann man an dem fertigen Bereiche sofort aus der Zahl der Ueber- 
deckungen des Zweiecks mit dem Winkel 4,’ der Fig. 69 oder der 
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beiden Zweiecke mit den Winkeln mw, x und », x der Fig. 70 ablesen. 
Zugleich ist klar, wie die Theorie der ,,verwandten“ Bereiche in diesen 
Fallen sich gestaltet. Auch hier werden allemal, wenn man simmt- 
liche Verwandte aufzihlen will, Fundamentalbereiche fiir complexe 
Exponenten hinzukommen, wenn nimlich im ersten Falle die Expo- 
nenten # und v, im zweiten Falle der Exponent 4 um ganze Zahlen 
vermehrt sind; wir lassen solche Bereiche natiirlich hier wieder bei 
Seite. Soweit in der Schaar der verwandten Bereiche letatere nicht eu 
complexen Exponenten gehiren, ergeben sich dieselben ohne Schwierigkeit 
aus dem Vorstehenden. Ein Blick auf die Tabelle pag. 219, die ganz 
allgemein auch fiir complexe Werthe der Exponenten 4, uw, v gilt, 
belehrt uns, dass im Falle I zwei reducirte Dreiecke, dagegen im 
Falle Il sechs reducirte Dreiecke médglich sind, die nicht zu com- 
plexen Exponenten gehéren. Auf jedem derselben baut sich in der 
angegebenen Weise direct die Gesammtheit der zugehérigen ver- 
wandten Dreiecke auf. Die nebenstehenden Figuren, die wir statt 





a a 


Fig. 72 a, b. 


weiterer, die Anschauung doch nicht ersetzender Satze geben, mégen 
die charakteristischen Formen dieser reducirten Dreiecke darstellen, 
die wieder in zwei resp. ein unendliches Kreisband auslaufend zu 
denken sind. Denselben liegt entsprechend derselbe Kern zu Grunde, 
wie den Figuren 69 und 70; die Winkelbezeichnungen in den Ecken 
(ohne den Factor x) geben ihre Beziehung zu diesen Figuren néher an. 


§ 20. 
Die Dreiecke fiir theils imaginire, theils aber ganzzahlige oder 
unendlich grosse Exponenten. 


Es bleibt noch die Bemerkung hinzuzufiigen, welche sich auf das 
Auftreten ganzzahliger Exponenten beziehen sollte. Wir haben hier 
wieder die beiden auf pag. 232 ff. angegebenen Fille neben einander zu 
betrachten. 
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I. Es seien zwei Exponenten rein imagindr, der dritte Exponent 
aber ganzzahlig. Dann treten die auf pag. 204 angegebenen Kerne ¢, 1 
und c,2 in ihr Recht, und wir haben demgemiiss die nebenstehenden 
Figuren 73 und 74 fiir einen Kern ¢c, 1 und Fig. 75 fiir einen Kern ¢, 2 





LE eee ZZ 
’ _ 
: T ‘ 
Oh Fig. 75. 
Fig. 73. 


zu uuterscheiden, woselbst allemal eines der reducirten Dreiecke durch 
Schraffirung hervorgehoben ist. Der charakteristische Unterschied der- 
selben ist, dass die beiden Kreise der Ecke Z in den Figuren 73 u. 74 
sich beriihren, in der Figur 75 dagegen zusammengefallen sind. 

Nehmen wir sogleich Riicksicht auf die Gesammtheit aller ver- 
wandten Dreiecke, soweit sie nicht zu complexen Exponenten gehéren, 
dann gilt fiir die Figuren 73—75 der einfache Satz: 

1) Ist A eine wngerade ganze Zahl, und sind die imagindren Expo- 
nenten «w und v einander entgegengesetet gleich, dann tritt stets die 
Kreisbegrenzung der Fig. 75 ein, d. h, die Kreisperipherieen der Ecke L 
fallen zusammen. 

2) Ist dagegen A eine wngerade ganze Zahl, und sind die Exponenten 
uund v nicht entgegengesetet gleich, dann tritt die Kreisbegrenzung der 
Fig. 74 ein. 

3) Ist endlich 4 eine gerade ganze Zahl, so tritt allemal die Kreis- 
begrenzung der Fig. 73 ein. 

Die letzten beiden Fille haben das Gemeinsame, dass die Ecke L 
parabolischen Charakter besitzt. 


Il. Wenn ein Exponent rein imagindr, die beiden anderen aber 
yeell sind, kénnen ganzzahlige Exponenten insofern auftreten, als ent- 
weder die reellen Exponenten beide oder nur einer von ihnen ganz- 
zahlig sind. 

Im ersten Falle tritt der Kern b pag. 203 ein; die zugehdrigen 
sphirischen Dreiecke zeigen nur in dem Sinne einen von den all- 
gemeinen Figuren 70 und 72a, b verschiedenen Charakter, als die 
Kreisperipherieen in den beiden Ecken Z und M sich beriihren, d. h. 
es werden stets zwei parabolische Ecken auftreten. 











236 Fr. Scututiine. 


Ist dagegen nur einer der beiden reellen Exponenten 2. B. w gane- 
zahlig, so kann der Kern c, 1 natiirlich nicht in Frage kommen. Es 
ist daher allein eine zu dem Kern c, 2 gehérige Kreisbegrenzung 
mdglich, wie sie aus Fig. 70 entsteht, wenn die Kreise der Ecke M 
sich beriihren (Fig. 76). Die Theorie der verwandten Bereiche bietet 
dann weiter keine Besonderheit dar; es gilt allgemein, dass die dem 

ganzzahligen Exponenten entsprechende Ecke 
parabolischen Charakter trégt. — 

{tne ' : Endlich kénnen auch hier bei den Drei- 
ra Nw Dy ecken mit unendlichen Kreisbindern bestimmte 
: | 4 Grenefiille fiir co grosse Werthe der Expo- 
iy id » nenten auftreten. Wir kénnen uns dieselben 

> 4 in der zweifachen Weise entstehen denken, 

Gi einmal, indem wir in bekannter Weise die 
Processe der lateralen oder polaren An- 

hiingung der Kugelkalotten in unendlicher 

, Wiederholung anwenden, dann jedoch auch, 
wis si indem wir z.B. in Fig. 67 die hyperbolischen 

Kreise sich auf einen Punkt zusammen- 

ziehen lassen. Wir begniigen uns wieder damit, die beziiglichen Figuren 
hinzustellen, die, soweit es geht, geradlinig begrenzt bezeichnet sind. 
Die Figuren 77a, b sind aus Fig. 67, die Figuren 77c,d aus Fig. 69, 
die Fig. 77e aus Fig. 70 in leicht ersichtlicher Weise entstanden zu 
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denken. Es sei bemerkt, dass das Dreieck 77d an seiner geradlinigen 
Seite gespiegelt, einen speciellen Fall der Fig. 77a liefert, an der 
Kreisperipherie dagegen gespiegelt, einen speciellen Fall der Fig. 77e 
darstellt, u.s,w. Auch ist leicht zu tibersehen, in welchen speciellen 
Fallen sich die Figuren 77a—e auf die Abbildung durch Bessel’sche 
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Quotienten B zuriickfithren lassen. (Fiir die Figur 77b fallen noth- 
wendig alle drei singuliiren Punkte a, b, c in der Ebene des Argu- 
mentes, fiir die iibrigen Figuren nur zwei derselben zusammen.) 


V. Theil. 
Discussion der Fundamentalbereiche fiir complexe Exponenten. 


§ 21. 
Allgemeine Betrachtung dieser Bereiche. 


Wir sind nunmehr vor die Frage gestellt, wie sich der Funda- 
mentalbereich in dem allgemeinen Falle gestaltet, im welchem einer 
oder mehrere der Exponenten A, u, v complex sind. Indem ich mir fir 
eine spatere Arbeit vorbehalte, im einzelnen auf diese allgemeine Theorie 
einzugehen, insbesondere, was den Nachweis auf Grund rein geo- 
metrischer Betrachtungen betrifft, dass zu jedem beliebigen Werthe- 
tripel 4, w,v sich der zugehérige Fundamentalbereich in einfacher 
Gestalt construiren liisst, werde ich mich im folgenden darauf be- 
schtainken einige Gesichtspunkte hervorzuheben, die uns bei dem 
weiteren Eindringen in die Theorie zu leiten haben, und die sich 
aufdringenden Fragen, die der niiheren Untersuchung bediirfen, zu 
formuliren. Im letzten Theile dieser Arbeit wollen wir jedoch, um ein 
Beispiel der Untersuchung zu geben, die Construction der Fundamental- 
bereiche fiir den Fall vollstandig durchfithren, dass die Geraden I, 
II, III des Kernes sich auf der Kugel schneiden. 

Wir werden uns vorerst zweckmiissig auf die Darstellung der 
Fundamentalbereiche als von vier Kreisbogen begrenzter Fliachenstiicke 
beschrinken (Fundamentalvierseite), Die Frage, ob iiberhaupt eine 
soleche Darstellung fiir beliebige Werthe 4, w, v allemal méglich ist, 
lassen wir hier bei Seite. Der Beweis hierfiir 
wird eben erst aus der speciellen geometrischen c 
Theorie erwachsen kénnen. Kin solches Kreis- “A We 
bogenviereck sei in einem einfachen Falle durch , 4 K ) b 
Fig. 78 gegeben. Je zwei der Seiten sind —Y | p 
durch die loxodromischen Fundamentalsubstitu- 
tionen in bekannter Weise einander zuzu- 
ordnen; die Winkel des Vierecks in den 
Ecken a, und b, betragen dementsprechend 24’2, 2w’a, wihrend die 
Summe der Winkel in den Ecken c¢, und c,’ in Uebereinstimmung mit 
der Beziehung ABI —1 gleich 2v’a sein muss. Wir haben schon 
friiher die Bedeutung dieser Bereiche, ein Abbild der zweckmissig 
eingeschnittenen Vollebene des Argumentes der s-Function zu geben, 
kennen gelernt und auch gesehen, wie dieselben als Verallgemeinerung 


Fig. 78. 
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der Dreiecksflichen im Falle reeller 4, u, v zu gelten haben, Auch 
hatten wir die Normalvierecke als zur Untersuchung besonders ge- 
eignet hingestellt, d. h. diejenigen Vierecke, deren einander zugeordnete 
Kreisbogen sich (ev. in ihrer Verlingerung) im zweiten Fixpunkt der 
Fundamentalsubstitution schneiden. 

Wir wollen nun zunichst einen bemerkenswerthen Satz aufstellen, 
dessen Uebertragung auf die zu einer grésseren Zahl singulirer Punkte 
gehérenden Fundamentalbereiche von selbst hervorleuchtet. Die Zuord- 
nung je zweier Seiten unseres Vierecks, z. B. von a,c, und a,c,’ wird 
ausser durch die aufeinander bezogenen Eckpunkte erst durch ein 
drittes sich entsprechendes Punktepaar, etwa die Punkte d und d’ 
festgelegt sein. Nun kénnen wir offenbar die Punkte d und d’ ganz 
beliebig auf den Seiten a,c, und a,c,’ wihlen; das Gleiche gilt fiir die 
Zuordpung der Seiten b,c, und b,¢,. Dies fiihrt uns zu dem Satze: 
Jedes uns (als Fliichenstiick) gegebene Kreisbogenviereck — selbst ein 
solches, das als Normalviereck unbrauchbar sein kann, wie die neben- 
stehende Figur im Beispiel zeigen midge, — 
stellt uns eine eweifach unendliche Mannigfaltigkeit 
verschiedener brauchbarer Fundamentalbereiche vor, 
die durch die verschieden mogliche Zuordnung jedes 
Seitenpaares sich unterscheiden. Zugleich erkennen 

— * wir sofort, die zugehérigen Exponenten 4, u, v 

werden in allen Fallen in ihren reellen Theilen 

iibereinstimmen. In Riicksicht auf unsere Sitze pag. 207 schliessen 

wir, dass die dort defiairten Punkte a,’ und b,’ sich fiir diese Gesammt- 

heit auf den betr. Kreisbogen der durch die Punkte b,c, bezw. ¢,a, 

gehenden elliptischen Schaar bewegen werden, wiihrend der Punkt c,’ 
festliegt, d. h. dass D V(a,b,c¢,c,") = const. ist, 

Eine wichtige Frage in der Theorie unserer Fundamentalbereiche 
fiir complexe 4, u,v ist vor allem wieder die, wie viel Continua die- 
selben bei fesgehaltenen Eckpunkten a,b,c, , tiberhaupt bilden. Werden 
insbesondere vielleicht die verschiedenen Continua im Falle reeller 
4, u,v durch das Gebiet der complexen 4, u,v hindurch mit einander 
zusammenhingen ? 

Die Methode, die einzuschlagen ist, um die Gesammtheit aller 
Fundamentalbereiche zu beherrschen, kann eine sehr verschiedene 
sein, sei es dass man durch continuirliche Processe, Variation der 
Begrenzung u. dgl., von den Vierecken fiir reelle Auv zu den all- 
gemeineren Bereichen aufsteigt, sei es dass man direct fiir den einzelnen 
beliebig ausgewiihlten Kern die zugehérigen Fundamentalbereiche studirt, 
sei es schliesslich, dass man rein morphologisch vorgeht und zu den 
verschiedensten Lagen von 4 Kreisen die zugehdérigen Vierecke auf- 
sucht, die von Bogen derselben begrenzt werden. Da es eben wesentlich 
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darauf ankommt, die 6-fach unendliche Mannigfaltigkeit der tiber- 
haupt médglichen Fille in ihrer Gesammtheit iibersichtlich zu be- 
herrschen, so scheint der letzte Weg besondere Vortheile zu bieten. 
Natiirlich werden schliesslich auch die Fundamentalbereiche fiir den Fall, 
dass einer oder zwei der Exponenten ganzzahlig sind, wihrend die 
iibrigen Exponenten complexe Werthe haben, eine specielle Betrachtung 
erfordern, wie denn andererseits sich auch Grenzfille der Fundamental- 
bereiche fiir oo hohe Exponenten ergeben werden. 


§ 22. 
Ueber die allgemeine Theorie der verwandten Bereiche. 


Wir wollen nun noch einige Worte der Theorie der verwandten 
Bereiche widmen. Dieser Begriff sollte, wie wir bereits pag. 172 an- 
gaben, alle diejenigen Bereiche wmfassen, die allgemein gesprochen zu 
demselben Kern gehiren. Zuniichst erkennen wir, dass wir die Defi- 
nition der reducirten Bereiche, die wir pag. 217 im Dreiecksfalle gaben, 
auch auf complexe 4, u, v iibertragen kénnen, sofern wir nur alles 
das, was dort von den reellen Exponenten gesagt ist, jetzt auf die 
reellen Theile der Exponenten 4, u,v beziehen. Wir wollen tibrigens 
der Kinfachheit halber stets annehmen, dass die reellen Theile der 
Gréssen A, u,v positiv seien, was die Allgemeinheit nicht beschriinkt. 
Unter einem reducirten Viereck haben wir dementsprechend allgemein 
einen solchen Bereich eu verstehen, dessen zugehirige Exponenten Ag, wy) Vo 
in ihren veellen Theilen einzeln nicht grisser als 2, noch eu zweien grisser 
als 1 sind. In diesen Vierecken werden daher die Winkel an den einfachen 
Ecken, wie die Summen der Winkel an den verdoppelten Ecken nicht 
grosser als 4a und zu zweien nicht grésser als 27 sein. (Der Um- 
stand, dass nur die reellen Theile der Exponenten 4, uw, v reducirt 
werden, entspricht durchaus der einfachen Beziehung, dass man bei einer 
elliptischen Substitution, die ja eine Drehung der Kugel durch einen 
bestimmten Winkel darstellt, ohne Aenderung des Resultates der 
Transformation beliebig viele volle Umdrehungen hinzunehmen kann, 
die hyperbolischen Substitutionen dagegen stets in sich eindeutig be- 
stimmt sind.) Der zu einer beliebigen Auswahl 4, uw, v gehdrende 
reducirte Fundamentalbereich 4,, 1, Yo wird insbesondere wiederum 
eindeutig oder dreideutig sein, je nachdem die Summe der ganzen in den 
reellen Theilen enthaltenen Zahlen gerade oder ungerade ist. 

Die folgenden Figuren (s. pag. 240), die einige besonders interessante 
Formen reducirter Normalvierecke darstellen, mégen dazu dienen, einen 
ersten Einblick in die iiberaus grosse Mannigfaltigkeit der méglichen Ge- 
staltungen zu geben. In diesen Figuren sind jedesmal die Kreisbogen a, ¢, 
und a, ¢,, sowie b,c,’ und b, ¢, einander punktweise zugeordnet zu denken. 
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Wir werden ferner auch die weiteren Bezeichnungen des Dreiecks- 
falles auf unsere Vierecke tibertragen kénnen. Insbesondere werden wir 
von einem Aussenviereck zu einem Grundviereck reden kénnen, und zwar 
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werden wir oft gleichsam in einer Figur eines der Aussenvierecke mit 
seinem Grundviereck zusammen erhalten, indem das eine von dem 
Inneren, das andere von dem Aeusseren des Linienzuges der 4 Kreis- 
bogen dargestellt wird, wie in Fig. 78. Wir erkennen zugleich, von 
den 3 zu einem Grundviereck gehérenden Aussenvierecken wird gerade 
dasjenige zu bevorzugen sein, dessen Winkelsumme an den verdoppelten 
Ecken groésser, als jeder der Winkel an den beiden anderen Ecken ist. 
Wir wollen aber bedenken, dass man ja auch eine andere Verdoppelung 
der Ecken auswihlen kann, d. h. dass man vielleicht statt c,’ auch den 
Punkt a,’ oder b,’ als vierte Ecke des Fundamentalbereiches hinzunehmen 
kann.*) Solcherweise erhalt man, allgemein gesprochen, 3 verschiedene 
aiquivalente Formen des Grundvierecks, zu deren jeder eines der 3 Aussen- 
vierecke in der angegebenen Weise gehért. Doch miissen wir aus- 
driicklich betonen, dass diese Beziehungen nur im Allgemeinen gelten ; 
einfache Beispiele zeigen, dass einmal nicht immer alle drei Formen 
des Grundvierecks (wenigstens als Normalvierecke) méglich sind**) und 
*) Vgl. pag. 208. 


**) indem negative Flichenstiicke des Bereiches hier einstweilen von der 
Betrachtung ausgeschlossen bleiben, vgl. pag. 182 dieser Arbeit. 
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andererseits auch die Aussenvierecke keineswegs stets die angegebene 
einfache Lage zum Grundviereck zu haben brauchen. So stehen z. B. 
die Figuren 81b und 81a zu einander in dem Verhiltniss des Aussen- 
vierecks zu seinem Grundviereck, den Exponenten 1—A, 1 —4g, 
2—v und 4, w, v entsprechend. 

Doch gehen wir noch einen kleinen Schritt weiter; wir kénnen 
unmittelbar auch die Tabelle pag. 219 auf den Fall complexer 4, wu, v 
iibertragen, indem wir unter den genannten Werthetripeln allemal die 
complexen Exponenten verstehen, die zu der bestimmten Auswahl der 
3 Ecken a,b,c, unter den Fixpunkten der Substitution gehéren. Nun 
ist es leicht, die Theorie der verwandten Bereiche niher zu charakteri- 
siren. Unsere Aufgabe, die Fundamentalbereiche fiir complexe 4, uw, v 
zu zeichnen, wird sich nimlich in die 2 Schritte zerlegen lassen, dass 
wir zundchst es unternehmen, die Gesammtheit der reducirten Bereiche 
zu tiberblicken, und dann von ihnen aus zu den allgemeinen Bereichen 
aufsteigen. Auf jedem einzelnen reducirten Bereiche wird sich, genau 
wie im Dreiecksfalle, eine unendliche (abziblbare) Mannigfaltigkeit 
»verwandter Bereiche‘‘ aufbauen lassen. Die Gesammtheit aller mit 
dem vorliegenden reducirten Bereiche verwandten Bereiche wird indess 
erst erschépft, wenn man noch die iibrigen reducirten Bereiche, die 
zu jeder sonst noch méglichen Auswahl der drei Eckpunkte unter den 
Fixpunkten des Kernes gehéren, sammt den auf ihnen sich aufbauenden 
allgemeinen. Bereichen hinzufiigt. 

Wir wollen doch ankniipfend an die einfache Figur 78 die geometri- 
schen Processe in ihren Grundgedanken uns klar machen, die bei der Bildung 
der verwandten Bereiche aus dem reducirten Bereich anewwenden sind. 
Dieselben werden in der Anhingung von Kugelkalotten, resp. Voll- 
kugeln bestehen, in genau entsprechender Weise, wie wir es im Falle der 
Dreiecke kennen lernten. Im EHinzelnen kommen folgende Schritte in 
Anwendung: 

1) Die (polare) Anhingung einer Vollkugel lings eines durchaus 
auf der Fliche verlaufenden Verzweigungsschnittes von ¢c, nach ¢,’. 

2) Die (polare) Anhiingung je einer Kugelkalotte lings eines 
Verzweigungsschnittes von a, nach einem Punkte der Seite b,c, resp. 
b, ¢,/; die Kalotten werden begrenzt von den Peripherieen der zu den 
letztgenannten Seiten gehérenden Kreise. Analog haben wir die (polare) 
Anhangung im Punkte 0,. 

3) Die (laterale) Anhiingung je einer Kugelkalotte an die Seiten 
a,¢, und a,c, (oder an die Seiten b,c,’ und b,¢,). Dieser Process 
lasst sich in jedem Falle ersetzen durch Anhingung einer Vollkugel 
nur an einer der genannten Seiten und ist im Uebrigen mit dem 
Hinausdrehen der Seiten um den Winkel a resp. 2” in dem friiher 
gegebenen Sinne identisch. 


Mathematische Annalen, XLIV. 16 
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4) Die (laterale) Anhingung einer Vollkugel lings eines Ver- 
zweigungsschnittes von a, nach ),. 

Wir haben hier die Bezeichnungen ,,lateral“ und ,,polar“ in der- 
selben Bedeutung gebraucht, wie sie in dem analogen Process bei den 
Dreiecken angewandt sind; sie unterscheiden sich wesentlich darin, 
dass im ersten Falle zwei Exponenten am je 1, im zweiten ein Exponent 
um 2 vermehrt wird. In dem Beispiel unserer Figur 78 begegnet keiner 
der genannten geometrischen Processe einer Schwierigkeit. Im Uebrigen 
sind fiir die Méglichkeit der Anwendung der einzelnen Processe folgende 
Bedingungen hinreichend und nothwendig: Der Process 1 und 4 ist 
stets dann und nur dann anwendbar, wenn der genannte Verzweigungs- 
schnitt so gezogen werden kann, dass er auf die einfache Kugel iiber- 
tragen sich nicht selbst tiberkreuzt; der Process 2 dagegen, wenn die 
betr. Verzweigungsschnitte ebenfalls die soeben genannte Bedingung 
erfiillen und itiberdies die Kreisperipherieen der Seiten b,c, und b,c,’ 
(resp. a,c, und a,c.) nicht durchkreuzen. Wie insbesondere die 
Processe 1—4 zusammen vorkommen werden, wollen wir hier nicht 
weiter erértern; jedoch sei auf das durchgefiihrte Beispiel der gerad- 
linig begrenzten Vierecke pag. 245 ff. hingewiesen. 

Schon aus dem Process 3 folgt, dass keineswegs die Kreisbogen- 
vierecke fiir ein complexes Werthetripel 2, w, v immer eindeutig be- 
stimmt sind, vielmehr werden mehrere iquivalente Bereiche auftreten 
kénnen, die indessen durch sogenannte erlaubte Abanderung in ein- 
ander iiberzufiihren sind. (Besonders interessant und fiir Fille einer 
hdheren Zahl singuliirer Punkte von Wichtigkeit ist ferner die Be- 
merkung, dass in manchen Fallen eines Dreiecks man in einem der 
Eckpunkte keine Kalotte polar anhingen kann, die von dem Kreis 
der Gegenseite begrenzt wird, wohl aber bei der Spiegelung des Dreiecks 
an dieser Seite eine Vollkugel lings eines Verzweigungsschnities, der 





Fig. 82 a, b. 


die beiden entsprechenden Ecken verbindet, wie das Beispiel der 
symmetrischen Figur 82a zeigt, in der dieser Verzweigungsschnitt 
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von der Ecke c, zur Ecke ¢,’ laufend angedeutet ist. Jedoch kénnen 
wir fiir diesen Fall, wie aus der Dreieckstheorie folgt, in anderer Weise 
zu einem aquivalenten erweiterten Bereiche aufsteigen, ohne vorherige 


Spiegelung des Dreiecks. Derselbe wird durch Fig. 82b gegeben.) 


§ 23. 
Ueber die Fundamentalvierecke mit unendlichen Kreisbindern. 


Sei es nunmehr gestattet, noch einmal auf diejenige Darstellung der 
Fundamentalbereiche zuriickzugreifen, die gleichfalls von 4 Kreisbogen 
begrenzt werden, jedoch in ein oder mehrere unendliche Kreisbander 
mit verloren gegangenen Ecken auslaufen, wie wir es auf pag. 182 
angedeutet haben. Wir wollen uns auch hier auf kurze Angaben be- 
schrinken, die immerhin einen Kinblick nach dieser Richtung hin geben. 
Ganz allgemein kommen typische Formen der Fundamentalbereiche in 
Betracht, wie sie in den nachfolgenden Figuren ausgefiihrt sind; in 


Fig. 83a, b,c,d,e, 


denselben ist die Zuorduung der Seiten durch befiederte Pfeile in be- 
kannter Weise angedeutet. Specielle Beispiele zu ihnen allen kénnen 
wir den auf pag. 230 ff, .behandelten Fallen fiir einen oder mehrere 
imaginire, sonst aber reelle Exponenten entnehmen, wenn wir die 
dort gegebenen Figuren an einem der begrenzenden Kreisbogen ge- 
spiegelt denken. Wir werden auch hier, wie leicht ersichtlich, 
»Normalvierecke“ unter den allgemeineren Formen auszeichnen; die- 
selben sind dadurch zu definiren, dass die einander zugeordneten, sich 
nicht schneidenden Kreisbogen dem hyperbolischen Kreisbiischel, die 
sich schneidenden dem elliptischen Kreisbiischel der betr. Substitutions- 
fixpunkte angehéren. Auch auf die Fundamentalbereiche Fig. 83a—e 
wenden wir nun unser Princip an, die Zuordnung jedes Seitenpaares 
auf mannigfach verschiedene Weise zu treffen. So werden wir beispiels- 
16* 
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weise in Fig. 83a 3 willkiirlich ausgewiihlte Punkte der Peripherie z, 
3 beliebigen Punkten der Peripherie x, zuordnen kénnen; analog in 
allen iibrigen Fallen. Nur die Beschrinkung miissen wir uns dabei 
vor Augen halten, dass je 2 ausgewihlte Punkte der einen Seite stets 
dieselbe Zahl voller Peripherieen von einander entfernt sein miissen, 
wie die ihnen entsprechenden Punkte der zugeordneten Seite. Ueber- 
dies miissen die 3 Punkte der Peripherie z, (Fig. 83a) gerade im um- 
gekehrten Sinne aufeinander folgen, wie die entsprechenden Punkte 
der Peripherie z,. Denn anderenfalls werden die Fixpunkte der die 
Zuordnung vermittelnden Substitution ausserhalb des Kreisinneren von 
ax, und z, fallen*) und, wenn man den Bereich nach den Anschauungen 
der Analysis situs zu einer geschlossenen Mannigfaltigkeit zusammen- 
biegen wiirde, wiirde dieselbe eine Doppelfliche darstellen, was hier 
auszuschliessen ist. Alle diese Verhiltnisse finden ganz analog auch 
im einfachen Falle zweier singuliren Punkte statt; an Fig. 14 (pag. 178) 
ankniipfend kann man sich dieselben leicht klar machen. Wir wiirden 
bei der ,,Doppelflachenzuordnung“ der Begrenzungen dieser Figur den 
Bereich gewissermassen als ein oo breites Mébius’sches Blatt an- 
sehen kénnen.**) 

Werden insbesondere die durch verschiedene Zuordnung der be- 
grenzenden Kreisbogen sich ergebenden Fundamentalbereiche functionen- 
theoretisch simmtlich von einander verschieden sein? Wir wollen diese 
Frage hier nicht weiter untersuchen; jedenfalls erschépft die 6-fach 
unendlicke Mannigfaltigkeit aller Figuren von demselben morpholo- 
gischen Charakter, die sich bei beliebiger zulissiger Zuordnung der 
Kanten ergeben, keineswegs die Gesammtheit der iiberhaupt méglichen 
Fundamentalbereiche fiir beliebige 4, u, v, da gewiss schon reelle 4, wu, v 
ausgeschlossen sind. Jedoch scheinen die Darstellungen des Funda- 
mentalbereichs in den neuen Formen in mancher Hinsicht besonders 
zweckmissig zu sein. Es sei iibrigens bemerkt, dass wir im Falle loxo- 
dromischer Zusammenordnung zweier Kanten nach dem Princip der 
erlaubten Abianderung stets mit leichter Miihe durch Anwendung des 
umgekehrten Processes der pag. 182 das unendliche Kreisband in eine 
loxodromische Ecke der gewéhnlichen Form verwandeln kénnen. 

Wir wollen nur noch ein Wort iiber die Methode, wie die Theorie 
der verwandten Bereiche sich in den neuen Formen darstellt, hinzu- 
fiigen. Einmal kénnen wir, beispielsweise in Fig. 83a, bei einer be- 
stimmt angenommenen Zuordnung der Seitenpaare jetzt die 3 zur 
Zuordnung benutzten Punkte der einen Begrenzung, z. B. der Seite 
az,, durch 3 andere Punkte derselben Seite ersetzen, die um eine 


*) wihrend sie im anderen Falle sich auf die letzteren vertheilen. 
**) Zur leichteren Anschauung denke man sich die ebene Figur 14 stereo- 
graphisch auf die Kugel iibertragen. 
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volle jeweils in demselben Sinne gerechnete Peripherie von den bis- 
herigen abstehen. Durch diesen Process werden wir, wie eine leichte 
Ueberlegung zeigt, 2 der Exponenten 4, u,v gerade um die Einheit 
vermehren. (Insbesondere erhalten wir auf diese Weise verwandte 
Bereiche zu den Fundamentalbereichen fiir imaginiire 4, u,v.) Ferner 
sei auf die folgenden Figuren hingewiesen, welche mit der Fig. 83d 
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Fig. 84 a, b. 
verwandte Bereiche darstellen; das angewandte geometrische Verfahren 
ist von selbst aus den Figuren einleuchtend. 

Wir sehen, eine ungeahnte Fiille der mannigfaltigsten Gestalten 
unserer Hundamentalbereiche tritt uns entgegen. Es gilt das sich 
bietende Material zu sichten, die einzelnen Formen exact und iiber- 
sichtlich zu behandeln, um so schliesslich das Ziel der ganzen Unter- 
suchung zu erreichen, die Fundamentalbereiche im allgemeinen Falle 
complexer 4, uw, v vollig zu beherrschen. 


VI. Theil. 


Die Fundamentalbereiche fiir complexe Exponenten unter der 
Bedingung +4+ut+v—2n+1. 
§ 24. ‘ 
Construction der reducirten Bereiche. 

Um ein bestimmtes Beispiel der Construction der Fundamental- 
bereiche fiir complexe Exponenten jedenfalls bis zu Ende durchzufiihren 
und an ihm eine gewiss allgemein niitzliche Methode zu zeigen, wollen 
wir den Fall auswihlen, dass die 3 Axen I, II, III des Kernes sich auf 
der Kugel in einem Punkte schneiden. Wir wissen bereits, derselbe um- 
fasst diejenigen Fundamentalbereiche, deren zugehérige Exponenten die 
Bedingung +4+u+v—2n+1 erfiillen. Wie uns ferner aus 
dem ersten Theile bekannt, beruht die ausgezeichnete Stellung dieses 
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Falles fiir die Theorie der s-Function darin, dass eine zweckmiissig 
ausgewahlte Particularlésung ihrer Differentialgleichung 3. Ordnung 
sich durch ein einfaches unbestimmtes Integral darstellen lisst. Aus 
unserer geometrischen Untersuchung wird insbesondere hervorgehen, dass 
wir die zugehérigen Fundamentalbereiche stets als Normalvierecke wahlen 
kénnen, die wir dann durch Verlegung des Schnittpunktes der Axen 
I, II, III in’s Unendliche gern geradlinig begrenzen kénnen. Dem 
Falle, dass einer der Exponenten reell ganzzahlig ist, werden wir am 
Schlusse eine Specialbetrachtung widmen. (Zwei Exponenten kénnen 
nicht ganzzahlig sein, ohne dass gemiiss der Bedingung + 4+ 4+» 
= 2n-+ 1 auch der dritte Exponent ganzzahlig ist, wodurch wir auf 
die friiheren Dreiecksconstructionen zuriickkommen.) 

Unsere Aufgabe werden wir uns in die zwei Schritte zerlegen, 
zunachst alle reducirten Bereiche zu construiren und dann von ihnen 
aus durch die geometrischen Processe der Anhangung von Kugel- 
kalotten und Vollkugeln zu der Gesammtheit der verwandten Bereiche auf- 
zusteigen. Die Methode, deren wir uns bedienen, wird darin bestehen, 
alle morphologisch méglichen Gestaltungsformen aufzusuchen und direct 
durch Figuren anschaulich darzustellen. Wir legen den allgemeinen 
Satz zu Grunde: Wenn in einem bestimmten Beispiel unserer Figuren 
geometrische Operationen miglich sind, so sind sie auch in allen den 
Figuren miglich, die morphologisch von diesem Beispiel nicht verschieden 
sind. Hierbei betrachten wir solche Fundamentalbereiche als morpho- 
logisch gleichwerthig, die sich in einfacher Weise durch continuirliche 
Veriinderung der Begrenzung in einander iiberfiihren lassen, ohne dass 
man néthig hat durch irgendwie singulire Bereiche hindurchzugehen. 
Die begrenzenden Kreisperipherieen solcher gleichwerthigen Figuren 
sollen insbesondere die einfache Gesammtkugel in derselben Weise und 
in derselben Anordnung in einzelne Gebiete zerlegen. — Aus der so 
durchgefiihrten Betrachtung wird dann hervorgehen, dass dieselbe von 
selbst alle Faille eines beliebigen, nur an die obige Bedingung gebundenen 
Werthetripels 4, uw, v erschdpft. 

Wir wissen, zu jedem Kern gehéren 16 verschiedene reducirte 
Bereiche, die sich zu 4 Grundvierecken und je 3 Aussenvierecken zu 
einem jeden derselben gruppiren. Insbesondere wollen wir, wie wir 
bereits pag. 240 sagten, jedesmal gerade dasjenige Aussenviereck zu 
seinem Grundviereck hinzunehmen, welches der Verdoppelung der betr. 
Ecke entsprechend ist. Indem ganz allgemein gesprochen bei dieser 
Verabredung jedes Grundviereck (oder wenigstens die ihm entsprechen- 
den Kreisbogen) der verschiedenen Verdoppelung der Ecke gemiiss drei- 
mal auftritt, erhalten wir solcherweise auch alle 12 verschiedenen Aussen- 
vierecke. Zugleich kénnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit 
die reellen Theile der Gréssen 4, w, v stets positiv annehmen. 
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Wir denken uns der Einfachheit der Zeichnungen wegen den ge- 
meinsamen Schnittpunkt der Axen zumeist sogleich ins Unendliche trans- 
formirt. Wahlen wir dann als Eckpunkte der Fundamentalbereiche 
zuniichst die drei im Endlichen gelegenen Fixpunkte a,b,c, der Funda- 
mentalsubstitutionen aus. Der vierte Eckpunkt, z B. c,', wird noch ganz 
beliebig in der Ebene liegen kéunen, der Thatsache entsprechend, 
dass durch Angabe der inneren Axen in unserem Falle noch keineswegs 
(auch nicht bis auf Vielfache voller Umdrehungen) die drei fundamental- 
substitutionen eindeutig bestimmt sind, sondern noch eine zweifach un- 
endliche Méglichkeit offen bleibt. Durch die Punkte a,b, ¢,¢,’ wird jedoch 
eine bestimmte Auswahl der Fundamentalsubstitutionen festgelegt sein. 
Wir verbinden nun die Punkte a, und b, mit ¢, und,’ geradlinig und be- 
kommen so einen vierseitigen geschlossenen Linienzug. Wie werden wir 
an ihm den zugehérigen Fundamentalbereich erkennen? Wir iiberlegen 
uns zunichst, welche verschiedenen Formen dieses Linienviereck tiberhaupt 
darstellen kann. Es ist leicht zu erkennen, indem wir den Punkt c,’ 
beliebig in der Ebene wandern lassen, dass es morphologisch, mit 
Riicksicht auf die Bezeichnung der Eckpunkte, nur die vier verschie- 
denen Typen geben kann, wie sie Fig, 85 a—d darstellen, deren 





Fig. 85 a, b,c, d. 


charakteristische Unterschiede von selbst einleuchten. (Giebt es doch 
morphologisch tiberhaupt nur eine Lage von vier Geraden der Ebene.) 
Allerdings kénnte man, wenn man will, die Fig. 85d noch in zwei zer- 
legen, je nachdem die sich nicht kreuzenden Linien a,c, und b,c,’ tiber 
die Punkte ¢,, ¢,’ hinaus oder iiber die Punkte a,, b, hinaus verlingert 
sich in einem Punkte schneiden. Doch fiihren dieselben im Folgenden 
zu keinen wesentlich verschiedenen Formen, sodass wir dieselben zu- 
sammen behandeln wollen. In den Figuren 85a,b,c umgrenzen 
die Linienztige sogleich brauchbare Fundamentalbereiche. Wir wollen 
ferner bemerken, dass die Typen Fig. 85 a, b auch Beispiele fiir reelle 
Werthe der 4, uw, v d. h. symmetrische Normalvierecke zulassen. Wir 
kénnen die Figuren daher auch fiir complexe 4, u,v als erledigt an- 
sehen, indem alle geometrischen Processe, die an ihnen zur Construction 
der tibrigen zu dem Kern gehérenden reducirten Bereiche, sowie aller 
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verwandten Bereiche vorzunehmen sind, genau in derselben Weise 
auszufihren mdglich sind, wie in den entsprechenden Beispielen 
reeller 4, u,v. Ueber den Fall 85d werden wir sogleich noch Niaheres 
bemerken. Es zeigt sich, dass hier alle reducirten Fille aufgezdhlt 
sind, fiir welche a, + wy + % = 1 ist.*) 

Wir werden jetzt wiinschen ein algebraisches Kriterium zu be- 
sitzen, vermége dessen wir sofort bei gegebenen Exponenten 4,, uy, v% 
mit der Bedingung 4,-++- 4, + 7)=1 zu entscheiden vermégen, ob zu ihm 
der Typus der Figuren 85 a,b oder der Typus der Figuren 85c,d gehdrt. 
Nun ergiebt sich sofort als unterscheidendes Merkmal, dass die Punkte 
¢,¢, im ersten Falle auf verschiedenen Seiten der geraden Verbindungs- 
linie a,b,, im letzten Falle dagegen auf derselben Seite liegen. Hieraus 
gewinnen wir leicht die gesuchte algebraische Relation, Es seien 
a,a, und b, als die Punkte 0, oo, 1 der complexen s-Ebene gewihlt. 
Dann ist gemiiss der Formeln auf pag. 194 

‘ em *84 4 fe (—H) 

a tan D V (a, AC, b;) — tty ao—H) 

und ‘ \ ee ef tu”) 
Cy =, e2ina = ina re gia (u—y)? 

oder unter Benutzung der Bedingung, dass hier 4,+yu,-++-v,=— 1 ist, 


Swan ee itu 
5 77a 
‘iti Se 
2 1 — ei” 


Der Abstand der Punkte ¢, und ¢,’ von der Verbindungslinie a,b, 
wird nun mit Riicksicht auf die Vorzeichen durch den imaginiren Theil 
der obigen Ausdriicke gegeben. Wenden wir die Weierstrass’sche Be- 
zeichnung des reellen Theiles einer complexen Function mit dem 
Buchstaben i an, so erhalten wir hiernach das einfache Resultat, 
welches von der speciellen Werthevertheilung in der s-Ebene villig 
unabhingig ist: 

Je nachdem der Quotient mie wenn wir fiir c, und c,' die ge- 
fundenen Ausdriicke eingesetat haben, negativ oder wositiv ist, liegt 
entsprechend der symmetrische Fall der Figuren 85 a,b oder der un- 
symmetrische Fall der Figuren 85 c,d vor. Wir haben hier die Bezeich- 
nung ,,Symmetrie“ in morphologischem Sinne gebraucht. Der Ueber- 
gangsfall, dass jener Quotient gleich 0 oder oo ist, kann beliebig dem 
symmetrischen oder unsymmetrischen Falle zugerechnet werden, und 
ist geometrisch dadurch ausgezeichnet, dass c,’ auf der Verhindungs- 
linie a,b, selbst liegt. 


*) v. pag. 256 dieser Arbeit, 
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Gehen wir nun zu den tibrigen Formen der reducirten Fundamental- 
bereiche tiber. Der nicht schraffirte Theil der Ebene in Fig. 85c stellt 
uns direct das gewiinschte Aussenviereck zu dem Grundviereck dar. 
Doch wie steht es mit dem Typus der Figur 85d? Auch hier kénnen 
wir sofort das entsprechende Aussenviereck angeben. In der Figur ist 
der bezeichnete Winkel c, grésser als der Winkel c¢,’, das Aussen- 
viereck wird daher durch die nebenstehende 
Figur 86 gegeben. Wie aber verhiilt es sich 
mit dem zugehérigen Grundviereck ? 

Wir wollen kurz anfiihren, in welchem 
Sinne auch dieses direct durch den Linienzug 
der Figur 85d gegeben wird. Wir haben ein- 
fach das schraffite Dreieck der Figur 85d. als 
negativ , das nicht schraffirte Dreieck als positiv 
aufeufassen. Wir haben hier ein Beispiel einer Erweiterung des 
Begriffes eines Fundamentalbereiches, der in mancher Beziehung von 
Nutzen sein kann.*) (Hs ist insbesondere interessant, die zugehdrige 
Zerschneidung der Ebene des Argumentes sich klar zu machen, Dort 
werden die Schnitte sich iiberkreuzen, und es ist ein bestimmter Theil 
der Ebene als dreifach tiberdeckt anzusehen, gleichsam als wiire eine 
Falte oder eine Tasche in der Ebene vorhanden.) Den Beweis der 
Brauchbarkeit dieses Bereiches fiihren wir, indem wir einfach den 
negativen Theil durch einmalige oder mehrmalige Anwendung der 
Substitution A! nach dem Princip der erlaubten Abinderung auf den 





Fig. 86. 











Fig. 87 a, b. 


positiven Theil abtragen, wie die Figur 87a es angiebt.**) Man kommt 
dann schliesslich zu einem aus drei getrennten Stiicken bestehenden, 


*) Vgl. pag. 240 dieser Arbeit, sowie Poincaré, Acta Mathematica Bad. I, 
1882, pag. 18. 

**) Durch die erste Anwendung der Substitution A~' geht das Dreieck ¢,'b,R 
in das Dreieck ¢,b,’R’ tiber, es wird also noch ein Theil des negativen Bereiches 
in Gestalt des Dreiécks PQb, tiber den positiven Theil hinausragen. Durch die 
zweite Anwendung derselben Substitution wird dieses Dreieck P@Qbd, dann in das 
Dreieck P’Q’b’ transformirt und so fort. 
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vollig positiven aquivalenten Bereich, den man leicht mit Hiilfe der 
Substitution A selbst in den zusammenhingenden Bereich der Figur 87 b 
iiberfiihrt. Doch wollen wir den Uebergang zu der Figur 87b noch 
in einer einfacheren, iibersichtlicheren Weise vornehmen. 

Wir stellen , ankniipfend an die Figur 85d, eine einfache elementar- 
geometrische Betrachtung an, um die Punkte b,’ und a,’ zu finden. 
Durch die Punkte a,b,c, denken wir uns den Kreis beschrieben und 
dann diejenige Substitution ausgefiihrt, welche als Fixpunkte die Punkte 
a, und oo hat und den Punkt ¢ in den Punkt ¢, tiberfiihrt, Durch 
dieselbe geht der Punkt 0, in einen neuen 

# Punkt 0, tiber, der auf der Strecke b,c, ge- 
¢ She e legen sein muss, da Winkel a,cb, gleich 
“| Winkel a,c), ist. Indem nun durch die 
WK os Substitution A—! der Punkt ¢, in den Punkt ¢, 
: iibergehen soll, so wird der Punkt b,’ hier- 
a bei auf a,b, liegen. Das Viereck a, b,'c,b, 
ist dann dem aus einem positiven und einem 
negativen Stiicke bestehenden urspriinglichen 
Bereiche a,c,b,c.’ aquivalent; dasselbe wird fiir 
sich gezeichnet durch die Figur 87b gegeben. 
pa ne Fiihrt man die analoge Betrachtung fiir 
die Verdoppelung des Punktes a, mit ‘der 
Substitution B aus, so erkennt man, die dritte Form des Grundvierecks 
wird stets wieder den Typus der Figur 85d aufweisen. Auch gilt dieses 
Verhiltniss umgekehrt. Wir haben daher den Satz: Jedes Grundviereck 
der Form Figur 85d kann durch ein dquivalentes Viereck der Form 
Figur 85c ersetet werden. Jedes Grundviereck der Form Figur 85¢ hat 
als dquivalente Vierecke bei der Verdoppelung der anderen Ecken zwei 
Vierecke der Form Figur 854. 

Nun sind wir am Ziele, insofern wir tiberblicken, dass man in 
jedem Falle ein brauchbares Normalviereck, sowohl fiir das Grund- 
viereck, wie fiir die Aussenvierecke erhialt, und somit sind wir mit 
der Construction aller reducirten Bereiche, deren Ecken simmtlich im 
Endlichen gelegen sind, zu Ende gekommen. Ls sind dies die stimmt- 
lichen Faille 4, + wy + % = 1 deew. 3. 

Wir wenden uns nun weiter zu den Bereichen, fiir die eine oder 
zwei der Ecken in dem unendlich fernen Punkte der Ebene liegen 
(werden uns aber durchaus auf rein positive Bereiche beschriinken, so 
interessant es ist, gerade Bereiche mit theilweise negativem Gebiete zu 
betrachten). Die neuen Bereiche werden uns fiir den einzelnen Kern 
noch die iibrigen drei Grundvierecke und ihre Aussenvierecke liefern 
miissen. Und zwar wollen wir die Faille der Figuren 85 c,d einfach 
durch die beziiglichen Figuren erledigen; es stellt sich heraus, dass (bei 
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der gewahlten Verdoppelung der Ecken) genau wie im Falle reeller 
A, u, v entweder die Ecken c, und c,’ oder aber die Ecken a, und 6, im 
Unendlichen liegen. Bezeichnen wir die Exponenten des Grundvierecks, 
dessen Ecken simmtlich im Endlichen liegen, mit 4,, uy, %, so werden 


die tibrigen drei Grundvierecke nach der Tabelle pag. 219 durch die 
Exponenten : 


1) Ay, i— Mo, i— V9) 
2) loos Ay, Mo» lis Vo, 
3) 1— Ay; i— My, Vp 


gegeben sein, zu denen dann die entsprechenden Aussenvierecke hinzu- 
kommen. 


Fiir den Fall der Figur 85c stellt Figur 89 a,b das Grundviereck 3 
mit seinem Aussenviereck, Figur 89¢ und eine ihr entsprechende Figur 


| “= 4 ) = = A 
a i d ¥ : 


Fig. 89 a, b, c. 





das Aussenviereck zu dem Grundviereck 2 resp. 1 dar. Die Grund- 
vierecke 1 und 2 selbst werden bei der angenommenen Verdoppelung 
der Ecken nicht durch positive Bereiche darstellbar sein. 

Fiir den Fall der Figur 85d stellen Figur 90 a,b in den schraf- 
firten Theilen der Ebene die Grundvierecke 1 und 2 und in den 


A Kw \ a y 
fey \ Ry a 4 { 
f = = \ \ S } \ f= = 
& #\ N : Nee \ \4 == Gy 
NS \ é J G y= - 5 Ww Ay XK 
S \ y: | 4 A - \ V2 Z. Z 


Fig. 90 a, b,c. 


nicht schraffirten Theilen die zugehérigen Aussenvierecke dar; Figur90c 
dagegen das Aussenviereck zu dem Grundviereck 3, wahrend letzteres 
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selbst wiederum bei der angenommenen Verdoppelung der Ecken nicht 
positiv darstellbar ist. 

Das erste Resultat dieser Betrachtung ist daher: Das Awussen- 
viereck ist stets als brauchbarer Normalbereich darstellbar. Nun aber 
wissen wir, dass z. B. der Fall der Figur 85d bei Verdoppelung der 
Ecke 6, zum Typus Figur 85c¢ und bei Verdoppelung der Ecke a, 
wieder zum Typus Figur 85d fiihrt. Diese neue Auswahl der Ver- 
doppelungen liefert aber entsprechend die Grundvierecke 2 resp. 3 und 2. 
(Analoges gilt, wenn man vom Falle der Figur 85d ausgeht.) Demnach 
ist unser zweites Resultat: Bei geeigneter Wahl der Verdoppelung der Ecken 
ist auch das Grundviereck stets als brauchbarer Normalbereich darstellbar. 

Beide Siitze fassen wir zusammen in den Satz: 

Zu jedem Kern kinnen wir die 16 reducirten Bereiche stets durch 
Normalvierecke darstellen, und zwar durch ausschliesslich positive Normal- 
vierecke. 

§ 25. 
Die Fundamentalbereiche fiir die Bedingung +-4+-u-+-»v=—2n-+ 1; 
Construction der Gesammtheit aller verwandten Bereiche. 

Nun gehen wir an die Ausfiihrung des zweiten Schrittes, von 
diesen reducirten Vierecken aus zu den sich auf ihnen aufbauenden 
verwandten Bereichen aufzusteigen. Wir erinnern uns hierbei der all- 
gemeinen Angaben, die wir auf pag. 241 gegeben haben. Die zu 
einem reducirten Vierecke mit den Exponenten A,, uw), v) zugehdrigen 
Bereiche der Verwandtschaft werden durch die Exponenten 4, + P, 
My + Q, vo + R dargestellt, woselbst P,Q, R ganze positive Zahlen 
bedeuten, deren Summe P+ Q-+ R—=2S gerade ist. Wir flechten 
zunachst eine arithmetische Betrachtung ein, die ganz den Ansitzen 
auf pag. 210 entsprechend ist. Wir setzen 


P=B+6, 
Q=C+A, , 
R=A+B. 


Dann ist: 
A= Ot ea? a 8 — P, 


cut+e-F_g_R 


d.h, A, B,C sind selbst wieder ganze Zahlen, Es sei wieder 
P>Q> R angenommen. Dann unterscheiden wir die Fille: 

1) PSQ+R, 

2) P>Qt+ Rk. 
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1) Im ersten Falle sind die Gréssen A, B, C positiv oder gleich 0; 
wir werden daher zu dem allgemeinen Bereiche von dem Viereck Ay, uy, 
aus aufsteigen, indem wir einmal an je 2 entsprechenden Seiten eine 
bestimmte Anzahl von Kalotten (oder Halbebenen) in bekannter Weise 
lateral anhingen, — dieser Process begegnet aber niemals einer 
Schwierigkeit, da ja keine der Seiten im reducirten Bereiche sich tiber- 
schligt — und indem wir zweitens an einen Verzweigungsschnitt, der 
die beiden einfachen Ecken verbindet, gleichfalls eine bestimmte Anzahl 
Vollebenen anhiingen. Ob dies letztere stets méglich ist, bleibt zu 
priifen; die zu erfiillende Bedingung verlangt ja, dass der genannte 
Verzweigungsschnitt vollig auf der Fliiche des Vierecks verliuft und 
sich nicht selbst iiberkreuzt, wenn man ihn auf die einfache Kugel 
iibertrigt (mit anderen Worten, dass derselbe die Fliche in nicht 
mehr als zwei Stiicke zerlegt und die Vollkugel, die anzuhiingen ist, 
nur einschneidet), Sehen wir nun daraufhin unsere Figuren einmal 
durch. Fiir die Grundvierecke ist es unmittelbar klar, dass der Aus- 
fihrung des geometrischen Processes nichts im Wege steht, da es ja 
geniigt, fiir einen der fiquivalenten Bereiche es nachzuweisen. Was 
jedoch die Aussenvierecke anbetrifft, so verlangen die Fille der 
Figuren 89b und 90c¢ eine besondere Behandlung.*) Im ersten Bei- 
spiele gehen wir von den beiden Zweiecken aus, die den nicht schraf- 
firten Theil der Ebene der Fig. 89a bilden; in diesem hiangen wir 
lings eines ganz auf ihm verlaufenden Schnittes von a, tiber den 
Unendlichkeitspunkt nach b, eine Vollebene an und erhalten so das- 
jenige Viereck, welches der Vermehrung der Exponenten 4, und py 
je um die Kinheit entspricht. Dasselbe wird durch Figur 91 dargestellt. 





Fig. 91. 





Wiirden wir dagegen in Figur89b lings eines Verzweigungsschnittes von 
a, nach b, eine Vollebene angehiingt haben, so wiirde unser Bereich in 
2 Zweiecke zerfallen sein. Diese geometrischen Verhiltnisse ent- 


*) Wenn man will, kann man dieselben am einfachsten erledigen, indem man 
sich tiberzeugt, dass die entsprechenden Aussenvierecke, die zu jedem der beiden 
Figuren bei anderer Verdoppelung der Ecken gehéren, die genannten Processe 
gestatten, was dann geniigt. 
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sprechen durchaus den analogen Vorgiingen in den symmetrischen 
Fallen der Figuren 85a, b.*) In dem zweiten Beispiel Fig. 90c 
endlich findet ganz das Analoge statt; wir gehen wieder von 2 Zwei- 
ecken (Fig. 92) aus und hingen 

lings eines Schnittes von a, 
No YN nach 6, eine Vollebene an. Um 
yy / 


den Bereich der beiden Zwei- 





tl) ecke méglichst klar hervor- 

f Y treten zu lassen, ist derselbe 

f yy in einer Grenzlage gezeichnet, 
Mi YU fff mam / in der die Punkte c, und ¢,’ 
Yi — thy _) noch nicht véllig zusammen- 
VA ogee a gefallen sind. Das schliessliche 


Viereck stellt Figur 93 dar. 
2) Ist P dagegen zweitens > Q + R, so setzen wir dasselbe gleich 
Q + R-+ 2m und erhalten als Exponenten des erweiterten Bereiches: 


4,+@0+R+ 2m, 
Uy + Q, 
y+ R. 


Was zuniichst wieder die Grundvierecke anbetrifft, so werden wir von 
den drei méglichen Gestalten eines jeden derselben gerade diejenige 
Verdoppelung der Fixpunkte bevorzugen, die dem Exponenten 4, ent- 
spricht. Dann haben wir nur zu zeigen, dass wir ein Viereck fiir die 
Exponenten 4, -+ 2m, uy, v, zeichnen kénnen. Denn dem weiteren 
Schritte, der Vermehrung je zweier Exponenten um Q resp. R, ent- 
spricht geometrisch wieder die laterale Anhingung von Kugelkalotten 
an entsprechende Seitenpaare, die keine Schwierigkeit bietet. Blicken 
wir nun wieder auf unsere Figuren zuriick. Die Ausfihrbarkeit des 
ersten Schrittes werden wir jedenfalls nachgewiesen haben, sobald wir 
zeigen, dass wir stets lings eines Verzwei- 


J> EZ . gungsschnittes, der die verdoppelten Ecken 

(= & a verbindet, eine Vollebene anhangen kénnen ev., 
Z =< \ } falls kein (positives) Viereck fiir die betreffende 

2 l == \ Verdoppelung existirt, immer doch das Viereck 


f ——-4 Ay +2, tos % construiren kénnen, Figur 85d 

fiihrt uns so zu Figur 94. In Figur 89a 
ersetzen wir den in der Anhingung der 
Vollebene lings eines Schnittes c, c, bestehenden geometrischen 
Process wieder durch die Anhiingung einer Vollebene lings eines 
Schnittes ¢,c,) in dem durch die beiden Zweiecke ausserhalb des 





*) vy. pag. 247, sowie pag. 220 dieser Arbeit, 
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schraffirten Theiles der Figur 89b gebildeten Bereiche. Es bleibt noch 
das entsprechende erweiterte Grundviereck fiir die Figuren der Aussen- 
vierecke 89c und 90c¢ zu zeichnen. Dieselben sind durch die folgenden 
Figuren 95 und 96 gegeben. 






= gr =" 4 
= = - ¢ | 
SS S= a ye 7 
= ~ ¢ 
xi a 
E F S) — ——— SS 
See a Fig. 96. 
Fig. 95 e 


Was nun die Aussenvierecke anbetrifft , so wollen wir daran denken, 
dass wir zu jedem Grundviereck, mag dieses selbst fiir jede Ver- 
doppelung gezeichnet werden kénnen oder nicht, stets drei verschiedene 
Aussenvierecke construirt haben, die sich darin unterscheiden, dass 
allemal einer von den drei Exponenten 4, u, v in seinem reellen Theile 
grésser als 1 ist. Sollen wir nun ein Viereck fiir die Exponenten 
A, + 2m, wo,.v) zeichnen, so kénnen wir offenbar den reellen Theil 
von A, grésser als 1 annehmen, ohne die Allgemeinheit zu beschranken. 
Denn angenommen nicht 4,, sondern etwa mw, wire in dem reellen 
Theile >1, so stellen wir uns zuniichst das Viereck 4,+1, u, — 1, 9 
her, indem dann sicher der reelle Theil des ersten Exponenten > 1 
ist, gehen von ihm aus zum Viereck 4, + 1+ 2(m—1), wy —1, % 
iiber, und hingen dann nur noch lings der Seiten a,b, und a, b, je eine 
Kalotte (lateral) an, und erhalten so das Viereck A,+ 2m, uo, Vv. Dieser 
Bemerkung gemiiss haben wir also nur fiir alle von uns bezeichneten 
Formen der Aussenvierecke zu zeigen, dass wir stets liings eines Ver- 
zweigungsschnittes ¢, c,, Vollebenen anhiingen kénnen. Dies aber 
lassen alle unsere Figuren unmittelbar erkennen. 

Wir sind somit zu dem allgemeinen Resultat gelangt, dessen Richtiy- 
keit in aller Strenge nachgewiesen ist: 

Man kann fiir jedes beliebige nicht ganzzahlige Werthetripel A, w, v, 
das an die Bedingung + 4-+-u +v=—2n-+ 1 gebunden ist, stets einen 
zugehirigen Fundamentalbereich in Gestalt eines Normalvierecks con- 
struiren; leteteres kinnen wir stets durch geeignete Transformation in ein 
geradliniges Viereck verwandeln. 

Zugleich haben wir die Mittel gegeben, diesen Bereich in jedem 
Falle geometrisch wirklich zu zeichnen. Ich brauche wohl kaum hinzu- 
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zufiigen, dass natiirlich der einzelne Bereich, wie wir bereits pag. 242 
sahen, zwar nicht geometrisch, wohl aber in seiner functionentheore- 
tischen Bedeutung eindeutig bestimmt ist. 

Wollen wir schliesslich wieder einfache Kriterien aufstellen, um 
sogleich zu wissen, welche Ecken bei Einfiihrung geradliniger Be- 
grenzung jedesmal im Unendlichen liegen, so gehen wir die vorstehen- 
den Betrachtungen noch einmal durch und werden dann leicht die 
Richtigkeit der folgenden Siitze erkennen, die wir als eine Verall- 
gemeinerung der entsprechenden Dreieckssitze anzusehen haben. 

Ist 4+ uw + v = 2n-+ 1 (Bedingung A), so liegen alle Ecken des 
Bereiches im Endlichen. 

Ist 4+ uw — v = 2n-+ 1 (Bedingung B), so liegt die Ecke c, und, 
wenn c, die verdoppelte Ecke ist, auch c,’ im Unendlichen. 

Ist 4 — wp — v= 2n-+ 1 (Bedingung C), so liegen die stets nicht 
verdoppelten Ecken b, und c, im Unendlichen. 

Natiirlich gestatten die letzten Bedingungen wieder die cyklisclie 
Vertauschung der Buchstaben. Wir bemerken endlich, dass zwei der 
genannten Bedingungen natiirlich nicht gleichzeitig gelten kéynen, ohne 
dass in den reellen Theilen ganzzahlige Exponenten auftreten, ein 
Vorkommniss, welches wir jetzt noch niher untersuchen wollen. 


§ 26. 
Die Fundamentalbereiche unter der Bedingung +-4-+- u-+v==2n+ 1 
fiir einen ganzzahligen Werth eines der Exponenten. 


Wie finden wir nun schliesslich die Fundamentalbereiche fiir den 

Fall, dass einer der Exponenten, etwa A, bei der Bedingung 
+Atutv=—2n+1 
ganzeahlig ist? 

Von vornherein wissen wir wieder, dass entweder der Kern c, 1, 
oder der Kern c,2 auf pag. 204 zur Anwendung kommen muss. Es 
werden sich dann durchaus die. Verhiltnisse in allgemeiner Gestalt 
reproduciren, die wir pag. 225 fiir die Dreiecke mit einem ganzzahligen 
Exponenten kennen gelernt haben. Vor allem wird das Wesentliche 
jener Betrachtung sich hier wiederholen, dass die Gesammtheit der 
reducirten Fundamentalbereiche, wie sie die Tabelle pag. 219 darstellt, 
sich auf zwei verschiedene Gruppen verwandter Bereiche vertheilen, die 
sich beziehungsweise auf den eben genannten beiden Kernen aufbauen. 

Gehen wir zuniichst von dem Kern c, 1 aus; es seien die Punkte b, 
und ¢, als Fixpunkte der zu einander inversen Fundamentalsubstitu- 
tionen B und [ irgendwie auf der Kugel gegeben. Man wird dann 
den Punkt a, beliebig hinzunehmen und von ihm aus den Punkt a,’ 
construiren kénnen, Ist dann durch die Punkte b,c, und a, resp. a,’ 
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je ein Kreisbogen gelegt, so erhalten wir die Figur 97. Dieselbe liefert 


uns stets sogleich zwei reducirte Fundamentalbereiche; von ihnen ist 
der eine durch Schraffirung hervorgehoben, der andere wird von dem 





Fig. 98. 


ausserhalb gelegenen ‘Theile der Kugel gebildet. Die Exponenten des 
schraffirten Vierecks seien (in Riicksicht auf den entsprechenden 
Dreiecksfall pag. 226) mit 1, uw), 1 — » bezeichnet, woselbst wieder 
0< uw <1, O< yy <1 und wp + —1 ist. Das zweite reducirte 
Viereck hat dann die Exponenten 1, 1-—yw,, 1—w,. Die Figur 98 
mége ferner noch den dritten hierher gehdrigen reducirten Bereich 
darstellen, dessen Exponenten 2, u,, 1 — uw, sind (dieselbe entspricht 
der Fig. 61a der pag. 226). 

Dem entgegen stellen wir nun die reducirten Bereiche des zweiten 
Kernes c, 2. Der Fundamentalbereich fiir die Exponenten 0, u,2, vx 
mit der Bedingung uw, + v,—1 wird durch die Figur 99a gegeben, 





Fig. 99a, b, c. 


deren directe Construction, wie man sofort sieht, im einzelnen Falle 
nicht die geringste Schwierigkeit bietet. (Die Zuordnung der Seiten 
b, a, und b,a,’ und analog der Seiten ¢c, a,’ und ¢,a, in der Figur 99a 
ist in der Weise bestimmt zu denken, dass ausser den Endpunkten die 
gegenseitigen Schnittpunkte beider Seitenpaare resp. ihrer Verlangerungen 
einander entsprechen.) , 

Es ist nun nichts leichter als die vier reducirten Bereiche dieser 
Verwandtschaft zu construiren. Einmal kann man dem Bereich der 
17 
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Figur 99a durch andere Verdoppelung der Ecken noch zwei weitere 
iiquivalente Bereiche gegeniiberstellen, deren einer z. B, durch Fig. 99b 
gegeben wird. Der Aussenbereich der letzten Figur stellt dann (Fig. 59 b 
entsprechend) den unmittelbar brauchbaren Fundamentalbereich fiir die 
Exponenten 1, 1—w,, 1+ @), vor, wihrend z. B. der Fundamental- 
bereich fiir die Exponenten 0, 1;+ u,, uw, (der Figur 59a entsprechend) 
dureh Fig. 99¢ gegeben wird. 

Wie nun auf den reducirten Dreiecken der pag. 225 u. 226 sich die 
Gesammtheit der jedesmal mit ihnen verwandten Bereiche aufbaut, genau 
in derselben Weise ist es auch hier der Fall, da ja die Figuren von 
den durch Spiegelung an der entsprechenden Seite zu Fundamental- 
bereichen erginzten Dreiecken morphologisch nicht verschieden sind. 
Wir werden daher nicht néthig haben, niiher auf die Theorie der 
Verwandtschaft einzugehen. Eine einfache Ueberlegung zeigt sofort, 
dass auch die fiir die sphirischen Dreiecke pag. 226 aufgestellten Sitze 
sich unmittelbar auf unsere allgemeinen Fundamentalbereiche iibertragen 
lassen. Ist naimlich fiir die complexen Exponenten A, u, vy eines Funda- 
mentalbereiches eine der Bedingungen -+ 4 + pw -+ v = 2n + 1 erfiillt, 
so besteht die entsprechende Bedingung auch fiir die morphologisch 
gleichen symmetrischen Fundamentalbereiche, deren Exponenten durch 
die reellen Theile der Gréssen 4, uw, v gegeben sind. Es gilt sonach 
zuniichst der Satz: 


Der Kern c, 1 liegt dem zu construirenden Fundamenialbereiche 
zu Grunde, wenn 4— w+v—2n-+ 1 (fiir u > v) ist, andernfalls 
kommt der Kern c,2 zur Anwendung. 

Was endlich die Bedingungen anbetrifft, welche Ecken bei Hin- 
fiihrung geradliniger Begrenzung ins Unendliche fallen, so ist hier 
wieder zu beriicksichtigen, dass die verdoppelten Ecken naturgemiss 
entweder beide im Endlichen oder beide im Unendlichen liegen. Die 
fiir alle geradlinigen Bereiche mit einem ganzzahligen Exponenten 4, 
geltenden Siitze sind dann die folgenden: 


Fiir die geradlinig begrenzten Fundamentalbereiche des Kernes c,2 gil: 
Die dem Exponenten 4 entsprechende Ecke liegt stets im Un- 
endlichen, 


Ist 4-+u-+v=—2n-+ 1 (Bedingung A), so liegen die iibrigen 
Ecken simmtlich im Endlichen. [Es gilt dann stets auch w+v—A 
=2n-+1 (Bedingung B).] 

Ist dagegen uw —v —A—=2n+1 resp. yv—w—A—2n-+ 1) 
(Bedingung C), so liegt auch die dem Exponenten vy (resp. uw) ent- 
sprechende Ecke im ,Unendlichen. [Es gilt dann wieder stets auch 
A+u—v=—2n-+1 fir w>v resp. A+ v—u=—2n+1 fir y>4 
Bedingung B).] 
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Fiir diegeradlinig begrensten Fundamentalbereiche des Kernes ¢, 1 gilt: 

Die dem Exponenten 4 entsprechende Ecke liegt stets im Endlichen, 

Ist nun 4 — w — v = 2n + 1 (Bedingung C), so werden die den 
Exponenten m« und v entsprechenden Ecken entweder alle im End- 
lichen oder alle im Unendlichen liegen, je nachdem man den einen 
oder anderen Schnittpunkt der begrenzenden Kreisperipherieen ins Un- 
endliche transformiren will. [In diesem Falle ist auch 4+u+yv 
=2n-+ 1 (Bedingung A).] 

Ist dagegen 4—w-+v—=—2n-+ 1 fiir u > v (Bedingung B), so 
liegt entweder die dem Exponenten w oder die dem Exponenten v ent- 
sprechende Ecke im Unendlichen; man hat 
wiederum in der Hand, welches von beiden 
man eintreten lassen will. 

Es sei gestattet, in diesem Paragraphen 
sogleich noch einige Worte den Grenz- 
bereichen zu widmen, die sich bei der Be- 
dingung +4A4+u+tv=2n+1 fir co 
grosse Werthe der Exponenten ergeben. Man 
wird dieselben ebenso wie im Dreiecksfalle 
erhalten, indem man die geometrischen Processe der lateralen und der 
polaren Anhingung von Kugelkalotten oder Vollkugeln vom reducirten 
Bereich ausgehend in unendlicher Wiederholung anwendet. Wir wollen 
es unterlassen, die Bereiche, auf welche man solcherweise kommt, im 
einzelnen naher zu behandeln. Um jedoch wenigstens ein Beispiel 
anzufiihren, sei auf den einfachen Fall des Fundamentalbereiches 
Fig. 100 verwiesen, woselbst die unendlich hohen Windungspunkte 
wieder durch Pfeile angedeutet sind. 








Fig. 100. 


Schlussbemerkung. 


Sei es uns gestattet am Schlusse dieser Betrachtungen doch auch 
betreffs der functionentheoretischen Bedeutung und Anwendung derselben 
ein Wort hinzuzufiigen. Ist erst einmal die Darstellung der Kreisbogen- 
vierecke oder sonstiger allgemeinerer Bereiche, die das Abbild der s-Ebene 
darstellen, fiir beliebige complexe 4, w, v bis zu Ende durchgefiihrt, 
so gilt es natiirlich, diese geometrische Theorie analytisch zu ver- 
werthen, indem man dieselbe geradezu als Ausgangspunkt fiir das 
Studium der s-Function und damit der hypergeometrischen Function 
wahlt.*) Insbesondere wird man vorerst den Schnitten, welche in der 
z-Ebene nach den singuliren Punkten zu ziehen sind (damit man die 
in der s-Ebene construirten Bereiche erhilt), noch ein Capitel der 


*) Klein, Ann. 40, pag. 138 (1892). 
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weiteren Untersuchung zu widmen haben. Die Vortheile aber, die eine 
solche geometrische Behandlung unserer transcendenten Function bietet, 
diirften vor allem in den folgenden Punkten zu suchen sein. Sagen 
wir zunichst, dass die conforme Abbildung in ihrer concreten Form 
immer ein erster Schritt zu einer unmittelbaren Einsicht in das Wesen 
der Function, in ibre organische Natur, ist. Dies gilt schon, wenn 
wir, wie jetzt im Falle der s-Function, nur die allgemeinen Umrisse 
der Abbildung kennen. Es gilt in erhdhtem Maasse, wenn wir noch 
ins Einzelne verfolgen wollen, welche Curven auf den Fundamental- 
bereichen der s-Ebene irgend welchem Curvennetz der x-Ebene ent- 
sprechen, oder umgekehrt. Dariiber hinaus aber seien die Fragen, 
wie oft ein bestimmt isolirter Zweig der Function gewisse Werthe an- 
nimmt, wie viel Nullstellen in einem bestimmten Intervall oder in 
einem bestimmten Gebiete der Ebene des Argumentes liegen,*) sowie 
die Theorie der héheren (rationalen und algebraischen) Transformation 
der s-Function genannt. Die Methode der Fundamentalbereiche diirfte 
endlich besonders in Specialfiillen und Grenzfallen der Function einen 
guten Kinblick gewihren, der auf rein analytischem Wege nicht in 
gleichem Maasse zu erlangen ist. Specielle Fragen dieser Art sind 
z. B. die, wann sich die Particularlésungen in der Nihe der singuliren 
Punkte wie ein Logarithmus oder wie eine Exponentialfunction ver- 
halten werden. Alle diese Fragen werden sich mit Vortheil von der 
geometrischen Theorie der s-Function aus behandeln lassen. 

Doch auch noch in anderer Richtung hin diirften diese geome- 
trischen Untersuchungen bemerkenswerth sein. Wenn wir dieselben 
nochmals iiberschauen, so werden wir den durchaus elementaren Charakter 
derselben nicht verkennen, der insonderheit insofern hervortritt, als wir 
mit allgemeinen Ansiitzen nicht durchkommen, sondern die verschie- 
denen Fille einzeln nach einander construiren miissen. Jedenfalls 
haben wir in den modernen Bestrebungen, die Differentialgleichungen 
2. Ordnung geometrisch zu behandeln, zugleich ein vorziigliches Beispiel 
zu erblicken, wie die héhere Mathematik insbesondere in der auf 
Riemann’s grundlegenden Arbeiten sich aufbauenden functionentheo- 
retischen Anschauung sehr wohl auf die Entwickelung der Elementar- 
mathematik von Einfluss sein kann. 

Gottingen, Februar 1893, 


*) Klein, Ann, 37 (1890), pag. 573 ff. Die dort gegebenen Resultate werden 
sich z. B. leicht auf den Fall der geradlinig begrenzten Dreiecke auf Grund unserer 
Betrachtungen auf pag. 218 ff. specialisiren lassen. 








Die multiplicativen Formen auf algebraischem Gebilde beliebigen 
Geschlechtes 
mit Anwendung auf die Theorie der automorphen Formen. 


Von 


Ernst Rirrer in Gittingen. 


In einer Reihe von Abhandlungen hat Herr Poincaré die Theorie 
der automorphen Functionen auf die Betrachtung der ,,Fuchs’schen und 
Klein’schen 9-Functionen“ zuriickgefiihrt, fiir welche er zugleich ana- 
lytische Bildungsgesetze explicit angegeben hat. 

Diese Poincaré’schen 9-Functionen sind, wie Herr Klein bemerkt, 
und worauf ich mich in meiner Arbeit in Bd. 41 dieser Annalen stiitze, 
im Wesentlichen automorphe Formen zweier Variablen ,, §, in welche 
man die urspriingliche Variable € zu spalten hat*), 

Die Theorie der automorphen Functionen nun, soweit es sich um 
die Beziehungen der automorphen Functionen eines gegebenen Bereichs 
untereinander handelt, ist identisch mit der Theorie der algebraischen 
Functionen einer Riemann’schen Fliche. 

Die automorphen Formen aber, d. h. die Poincaré’schen Q-Func- 
tionen, lassen sich — und das ist der wesentliche Inhalt meiner ge- 
nannten Arbeit — auf Formen auf einer algebraischen Riemann’schen 
Flaiche zuriickfitihren und mit Hiilfe der letzteren in ihren Beziehungen 
zu einander in erschépfender Weise erforschen. Dies habe ich damals 
nur fiir den Fall p = 0 ausgefiihrt, wo die Riemann’sche Fliche die 
einfach tiberdeckte Ebene bezw. Kugel, die Functionen und Formen alge- 
braische Functionen und Formen sind. Aber schon da ergab sich aus 
dieser Beziehung, dass man fast alle bekannten Higenschaften der auto- 
morphen Formen, die man bisher aus der Poincaré’schen Reihendarstellung 
abzuleiten gewohnt war, ohne Zuhiilfenahme der letzteren unmittelbar 
aus den Eigenschaften der zugehérigen rationalen Formen ablesen kann. 

Der Ausdehnung dieser Theorie auf héheres Geschlecht schienen 
sich eigenthiimliche Schwierigkeiten in den Weg zu stellen. Erstens 
war es nothig, eine solche Beziehung zwischen den homogenen automorphen 
Variablen §,, §& und den algebraischen Variablen z,, 2, festzusetzen, dass 
sich die automorphen Formen als Formen méglichst einfachen Charakters 
von Z;, 2, darstellen, Es erweist sich unméglich, alle automorphen Formen 


*) Vergl. auch Klein-Fricke, Modulfunctionen I, 8. 762 ff. 
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auf algebraische Formen von 2,, 2, zuriickfiihren; wohl aber kann man 
sie als solehe Formen auffassen, welche sich bei geschlossenen Umliufen 
der z,, 2, auf der Fliche mit gewissen Constanten multipliciren, als 
» multiplicative Formen“. Ferner war es nun aber néthig — und auch 
nur dadurch die erste Aufgabe lésbar — erst eine allgemeine Theorie der 
multiplicativen Formen zu entwerfen, fiir welche als Vorarbeiten nur 
einige Untersuchungen iiber multiplicative Functionen existiren. 

Zu all diesem brauchte ich eine iibersichtliche Darstellung aller 
algebraischen und multiplicativen Formen, welche die Lage der Null- 
und Unendlichkeitspunkte einer solehen und das Verhalten in denselben 
unmittelbar erkénnen lisst, also eine Verallgemeinerung der Zerlegung 
einer rationalen Form in ,,Primfactoren“ (22). 

Die von Herrn Klein aufgestellte ,, Primform“*) erwies sich wohl 
fiir die Functionen, nicht aber fiir die algebraischen und multiplicativen 
Formen als ausreichend. Durch Combination derselben jedoch mit 
einer Wurzel aus der ,, Mittelform‘‘ stellte ich eine gewisse multipli- 
cative Form mit nur einer Nullstelle, die ,, multiplicative Primform “, 
her, welche fiir die gewiinschten Darstellungen sich als ausserst brauch- 
bar erweist. 

Alle diese Untersuchungen, zunichst itiber die Klein’sche Primform, 
dann iiber die multiplicative Primform und die allgemeinen multipli- 
cativen Formen dienten mir urspriinglich nur als Hiilfsmittel zur 
Untersuchung der automorphen Formen; so erscheinen sie auch noch 
in meiner Note in den Gott. Nachr. 1893, Nr. 3: ,,Die automorphen 
Formen von beliebigem Geschlechte‘‘. Da jedoch die Redaction meiner 
Arbeit fiir den Druck durch Berufspflichten bis jetzt verzégert worden 
ist, so hat sich im Laufe der Zeit mein urspriinglicher Plan in dem Sinne 
verschoben, dass ich mich entschlossen habe, jenen Hiilfsbetrachtungen 
einen selbstandigen Charakter zu verleihen, insofern eine Untersuchung 
der Klein’schen Primform auf ihre Periodicitiit, sowie eine eingehende 
Behandlung der multiplicativen Formen auch nach anderen Richtungen 
hin, als fiir die Theorie der automorphen Formen, von Werth sein 
diirfte, zumal ja nur ein Theil der allgemeinen Resultate in letzterer 
Theorie gebraucht wird. 

Ich untersuche daher jetzt im ersten Theile im Wesentlichen die 
Klein’sche Primform genauer als es bisher geschehen, auf ihr Ver- 
halten gegeniiber Periodenumlaufen der Variablen, und leite aus ihr 
die im zweiten Theile zur Verwendung kommende ,, multiplicative Prim- 
form“ sowie die Eigenschaften derselben ab. 

lm zweiten Theile gebe ich eine Theorie der multiplicativen Formen 
auf beliebigem algebraischen Gebilde, eine Theorie, die besonders dadurch 





*) Zur Theorie der Abel’schen Functionen. Math, Ann. Bd, 36, 1889. 
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interessant wird, dass der Begriff der multiplicativen Formen, im Gegen- 
satz zu dem der algebraischen Formen, von der speciellen Darstellung 
des Gebildes unabhingig ist. 

Endlich wird im dritten Theile die Theorie der automorphen Formen 
mit derjenigen der multiplicativen Formen in Verbindung gesetzt. 
Dabei sehe ich von allen Darstellungen der automorphen Formen durch 
Poincaré’sche Reihen vorliufig ab, um nur diejenigen Eigenschaften 
derselben aufzusuchen, welche aus der allgemeinen Theorie der Formen 
auf dem algebraischen Gebilde fliessen. 

Aber schon so ergeben sich fast alle die bekannten bislang immer 
aus den Reihen abgeleiteten Eigenschaften derselben, und dazu noch 
eine Reihe neuer in allgemeinster Weise. Dadurch soll jedoch die 
Untersuchung jener Reihendarstellungen nicht beiseite geschoben, 
sondern im Gegentheil nach Heraushebung aller ihnen nicht speciell 
eigenthiimlichen Beziehungen der Weg fiir die Untersuchung derjenigen 
Kigenthiimlichkeiten geebnet werden, welche den durch Poincaré’sche 
Reihen definirten Formen allein zukommen, und welche noch in sehr 
geringem Masse erforscht sind. Es handelt sich dabei weniger um 
die Abhingigkeit der betr. Formen von ihren eigentlichen laufenden 
Variablen, als vielmehr von den Constanten der fiir die Reihenbildung 
benutzten Function. 

Doch, wie schon gesagt, sollen alle derartigen specifisch auto- 
morphen Fragen in dieser Arbeit unberiihrt bleiben. 


I. Theil. 


Die Primformen. 


§ 1. 
Festsetzungen iiber die Integrale 1. und 3. Gattung des algebraischen 
Gebildes. 


Jedes algebraische Gebilde kann man in der Weise geonietrisch 
reprasentiren, dass man irgend eine Function 2 desselben auswiihlt, 
und iiber der g-Ebene diejenige Riemann’sche Fliche von endlicher 
Zahl der Bliitter und der Verzweigungspunkte construirt, auf welcher 
alle algebraischen Functionen des Gebildes eindeutige Functionen des 
Ortes sind. Zu ein und demselben algebraischen Gebilde gehéren also 
unendlich viele Riemann’sche Flichen, nimlich ebensoviel, als es 
algebraische Iunctionen des Gebildes giebt. 

Umgekehrt kann man durch jede Riemann’sche Fliche von end- 
licher Blatterzahl und endlicher Zahl der Verzweigungspunkte nach 
dem bekannten Riemann’schen Existenztheorem ein bestimmtes alge- 
braisches Gebilde definiren; dabei fiihren eine unendliche Mannigfaltig- 
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keit von Riemann’schen Flichen zu ein und demselben algebraischen 
Gebilde. Da man aber die Theorie der Functionen auf irgend einer 
dieser fiquivalenten Riemann’schen Flichen durch ein-eindeutige con- 
forme Abbildung auf jede andere derselben tibertragen kann, so ist 
es wenigstens fiir die Untersuchung von Functionen gleichgiiltig, 
welche von den ifquivalenten Flichen man der Betrachtung zu 
Grunde legt. 

Es sei daher 7 vorerst eine ganz beliebige Riemann’sche Flache 
des algebraischen Gebildes, dessen Geschlecht p sein soll. 

T lasst sich dann durch 2p von einem Punkte O auslaufende und 
sich sonst nicht treffende Riickkehrschnitte A, BT (x — 1,2,...p) 
in ein einfach zusammenhingendes Flichenstiick 7’ verwandeln. An 
jedem dieser Riickkehrschnitte unterscheide ich ein positives Ufer Ay 
und ein negatives Ufer A,. Anordnung und Benennung der Schnitte 
um den Punkt O herum sei so gewahlt, wie aus Fig. 1 fiir p= 2 zu 
ersehen ist. In Fig. 2 habe ich, was fiir viele Zwecke niitzlich ist, 





R A, | 
nn ll \ / + ated 
a \ / we 
= 
“a * his, 
+ SS 
. - ‘ 
aie 
. ak 
Fig. 1. Fig. 2. 


die zerschnittene Fliche 7 durch Auseinanderbiegen der Rander und 
stetige Deformation mit Erhaltung des Zusammenhangs in ein ebenes 
schlichtes Flachenstiick verwandelt, an dem man die Begrenzungs- 
verhiltnisse besser tibersehen kann, als an der die Ebene stets mehr- 
fach tiberdeckenden Riemann’schen Fliche 7’ selbst. 

Auf der unzerschnittenen Fliche 7 sind 2p unabhingige Perioden- 
wege méglich. Es ist fiir meine Untersuchungen zweckmissig, dieselhen 
nicht nur ihrem Sinne, sondern auch ihrer Lage nach genau festzulegen, 
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nimlich so, dass sie auf 7 je von einem negativen Ufer eines der 
Riickkehrschnitte zu dem entsprechenden positiven Ufer hinlaufen, und 
dass sie die zerschnittene Fliche 7’ ganz zur Rechten haben. Es sollen 
also p Periodenwege A, lings BY von Ay nach A}, und p Perioden- 
wege B, lings Ay von By nach By verlaufen. Es ist dadurch zu- 
gleich der Riemann’schen Festsetzung geniigt, dass die positive Richtung 
B, zur positiven Richtung A, so liegen soll, wie die Richtung der 
positiv imaginaéren Zahlen zur Richtung der positiven reellen Zahlen. 
(Ges. Werke 8. 123). 

Auf T existiren nun p linear unabhingige tiberall endliche Inte- 
grale, die in irgend einer Auswahl mit Angabe der unteren Grenze y 
und der oberen Grenze x als 

we”, 0..." 
benannt sein sollen. 

Die 2p Perioden, um welche sich diese Integrale vermehren, wenn 
man ihre obere Grenze einen Periodenweg A, oder B, durchlaufen 
lasst, seien durch folgendes Schema gegeben: 


|4, 4,.-.4,|B, B,...B, 





* 


, , , 

W, | Dy, @iyo.-. @1| @1 @j2. +--+ Dip 
, , , 

We | Do, Doo--. 2p | G21 Woo.-. Wap 
: | , fig ’ 

Wp | Mp1 @p2- ++ Opp| Opi Ope. ++ Opp 


Die Detinition der Integrale w*Y enthalt noch insofern eine Unbestimmt- 


heit, als der Integrationsweg von y nach «x beliebig viele Perioden- 
umlaufe enthalten kann. Es mégen daher p Ausgangszweige 


—2 
i’, &],.. 


durch die Forderung festgelegt werden, dass der Integrationsweg ganz 


im Innern der zerschnittenen Fliche 7 verlaufen soll. 
Ferner bedeute 


paey 
Ps, 


ein Integral dritter Gattung mit den Grenzen x, y und den Para- 
metern §, 4, und zwar mége dasselbe so ausgewiihlt sein, dass es 
Vertauschung der Grenzen und Parameter zulisst. 
Man kann ein solches bekanntlich als ein Doppelintegral ansehen, 
bei dem die eine Integration von » nach &, die andere von y nach x 
zu erstrecken ist. 
Kin Ausgangszweig oe 
} tnd 
| 
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sei so gewahlt, dass beide Integrationswege ganz innerhalb von 7 
verlaufen. Durch diese Festsetzung ist P allerdings erst bis auf ganz- 
zahlige Vielfache von 2iz definirt, doch hat diese Unbestimmtheit 
fiirs Weitere keine unbequemen Folgen. 

Die Perioden von Pay als Function von « lings der Wege A, 
und B,, lauten 


§ Ey Ey 
— mx Wi" — na. W3 eile ad Rc Npx W; " 
bezw. 
, En , S , Ey 
—fea —~ No x Ws" = Se Ypx wy", 
- ate Pori zy pry 
unter — 4,,, — 7, die Perioden der den w,’, Ps entsprechenden 


Normaleombinationen Y, von Integralen 2. Gattung lings der Perioden- 
wege A,, B, verstanden*). 

Die Perioden von ) nd sind in gleicher Weise aus den we" zusam- 
mengesetzt. 

Ausserdem wiichst Psy noch um + 2zi, so oft x einen solchen 
geschlossenen Weg beschreibt, welcher den Weg (7) von links nach 
rechts iiberschreitet, um — 227, wenn von rechts nach links. 

“Das Verhalten von Py bei Umliiufen jeder der Grissen y, &, 
allein ergiebt sich aus dem Verhalten bei Umliufen von z allein ver- 
mittelst der Formeln: 


Pry + Pr =0 


54 
P?¥ = Pp", 
&y vy 

Schwieriger dagegen ist es, das Verhalten von P;’ und P," bei 
gleichzeitiger Verdnderlichkeit aller vier Variablen anzugeben. Dasselbe 
ist von Hrn. Burkhardt**) fiir den hyperelliptischen Fall genauer 
untersucht worden, doch hat seine Untersuchung allgemeine Giiltig- 
keit fiir alle Fille d. h. fiir alle Falle mit der Vertauschbarkeit von 
Argument und Parameter. Ich kann mich ebenso wie Hr. Burkhardt 
bei Angabe des fraglichen Verhaltens darauf beschrinken, « und & 
allein laufen zu lassen: 

Es mache x einen solchen geschlossenen Umlauf (xx), dem die 
Perioden a, — Nu, § einen Umlauf (—&), welchem die Perioden a, 
— Yq entsprechen. Es itiberschreite dabei « den Integrationsweg (n &) 
L mal ofter von links nach rechis, als von rechts nach links, und den 
Weg (&&) 1, mal dfter von links nach rechts als von rechts nach links, 
wobei aber nur Ueberschreitungen an solchen Stellen zu zéhlen sind, 
welche & friiher passirt als x; es seien endlich die entsprechenden Zahlen 


*) Man vergleiche hier und im Folgenden iiberall die Darstellung Herrn 
Klein’s in der bereits citirten Abhandlung in Math. Ann, Bd. 36. 
**) Beitriige zur Theorie der hyperelliptischen Sigmafunctionen, Math, Ann. 32. 
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fiir § in Bezug auf den Integrationsweg (yx) und den Weg (xa) 


A und 4,. Dann ist die zugehirige Periode von ny durch jeden der 
beiden folgenden Ausdriicke gegeben: 


— > te os" —>)n wa” — ne @q + (l+-A+A,).227, 
= Deis" — DS rjeiie" — "nao, + (I+ A+1) 204. 


a a 


oder 


Durch Vergleichung dieser beiden verschiedenen Ausdriicke erhiilt 
man die Beziehung: 


> (Naw — Naa) = (1, —A,)2 xi, 
eine Formel, aus der durch Specialisirung der Wege (xx) und (&§&) die 
bekannten bilinearen Relationen zwischen den Perioden erster und zweiter 
Gattung hervorgehen, die ich hier sowohl in der unmittelbar sich 


ergebenden Weierstrass’schen Form, wie in der Riemann’schen Form 
(Burkhardt § 9, 10) hinschreibe: 


> (@uxtan — ex Nax) =, > (@ex x — Og xOex) =O, 

a Lt 

> (@axNax' —- Ox Nax)=0, x2, > (@ex Ngx—@ex Nex) =0, HSB, 
a x 

> (@ax Nox — Wax Nax) =—2Xi, > (ax Nax— Dax Nox) = —2ni, 


x” 
> (@uxNex — Dex Nox) =0, > (re Nex —Nax Yex)=0. 
x 


a 


§ 2. 
Ganze algebraische Functionen und Formen auf der Riemann’schen Flache. 


Die Gesammtheit der algebraischen Functionen eines algebraischen 
Gebildes ist, wie schon oben betont, von der Auswahl der Riemann’- 
schen Flache unabhingig, d. h, unabhingig davon, welche der alge- 
braischen Functionen man als unabhiingige Variable ausgewihlt hat. 
Auch die Theorie der Abel’schen Integrale, und damit alle Begriffs- 
bestimmungen des vorigen Paragraphen sind von der speciellen Rie- 
mann’schen Fliiche unabhingig. 

Kiir die nunmehr folgende Betrachtung der algebraischen Formen 
und fiir die Ableitung ihrer Verallgemeinerungen ist es jedoch zweck- 
miissig, eine Fliche ganz bestimmter Art, eine ,,kanonische Fliche‘*) 





*) Vergl. Klein Math, Ann. Bd, 36. 
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zu Grunde zu legen. Denn der Begriff der ganzen Functionen, und 
der algebraischen Formen in gewodhnlichem Sinne ist durchaus von der 
zufalligen Wahl der unabhiingigen Variablen abhingig, wahrend ich aller- 
dings spiiter zeigen werde, dass die verallgemeinerten Formen, die ich 
aufstellen werde, eine unabhiingige Bedeutung besitzen; aber gerade, weil 
ich dies nachtriiglich beweisen kann, bin ich jetzt berechtigt, zur Ver- 
einfachung der Darstellung mich einer kanonischen Fliche zu bedienen. 

Eine kanonische Fliche ist eine solche, deren Verzweigungsstellen die 
0-Stellen einer ganzen algebraischen Function der Fliche sind. 

Die Bliitterzahl einer kanonischen Fiche ist m= =P *, also ein 
Theiler von 2p—2 oder 2p — 2 selbst, die Anzahl der Vereweigungs- 
stellen 2m +- 2p — 2 = m(d-+2). 

Eine solche Fliche lisst sich sicher zu einem jeden algebraischen 
Gebilde herstellen. Fiir diese Siitze, wie tiberhaupt fiir die Einfiihrung 
des Begriffs der Kormen auf einer Riemaun’schen Fliche vergleiche 
man ausser der schon mehrfach citirten Abhandlung von Herrn Klein 
in Math. Ann. Bd. 36 insbesondere die ausfiihrliche Darstellung in 
Bd. II, 8. 484 ff. von Klein-Fricke: Theorie der elliptischen Modul- 
functionen, woselbst auch ein Abriss der historischen Entwicklung 
dieses Gedankens gegeben wird. 

Die unabhingige Variable der kanonischen Fliiche, eine m-werthige 
algebraische Function, heisse fortan 2. 

In den niedersten Fillen p=—0O, p= 1 sollen als kanonische 
F lichen die einfach iiberdeckte Ebene, bezw. die bekannte zweiblittrige 
Flaiche mit vier Verzweigungspunkten dienen. Es ist also fiir p = 0 
m==1, d=—2, fir p=1m—2, d=O0 wu setzen, fir p> 1 

2p— 2 


dagegen m = t= ,a@>1. 


Dabei kann ich unbeschadet der Allgemeinheit voraussetzen, dass 
alle Verzweigungspunkte der Fliche im Endlichen liegen. 

Unter den algebraischen Functionen nehmen nun in Bezug auf die 
gewihlte Fliche eine besondere Stellung die ,,ganzen algebraischen 
Functionen der Fliche“ ein, d. h. diejenigen algebraischen Functionen, 
deren co-Punkte nur in den unendlich fernen Punkten der Fliche liegen. 

Die einfachste ganze algebraische Function der Fliche ist die 
unabhingige Variable z selbst. Dieselbe wird an jeder der m unend- 
lich fernen Stellen der Fliche je einfach unendlich, d.h. sie ist ,,vom 
ersten Grad“. Allgemein versteht man unter dem Grad einer ganzen 
algebraischen Function die hichste Ordnung, mit der sie an einer der 
m unendlich fernen Stellen co wird. Zu den ganzen algebraischen 


Functionen gehéren insbesondere auch die ganzen rationalen Func- 
tionen von 2. 
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Die ganzen algebraischen Functionen vom Grade d, insbesondere 2%, 
sind Quotienten je zweier itiberall endlichen Differentiale der Fliche 
__ dw, 
~ AW, 

Die ganze algebraische Function, deren Nullstellen die Verzweigungs- 
punkte der kanonischen Fliche sind, hat die Gestalt 

dz 

dw, 

Jede beliebige algebraische Function der Fliche lisst sich als Quotient 
zweier ganzen algebraischen Functionen darstellen. Man kann z. B. 
stets eine ganze rationale Function bilden, welche an den simmtlichen 
im Endlichen gelegenen oo-Stellen der darzustellenden Function ver- 
schwindet. Dann ist aber das Product dieser ganzen, Function und 
der darzustellenden Function wieder eine ganze Function, die darzu- 
stellende Function also in der That der Quotient zweier ganzen 
Functionen. 

Nun spaltet man die Variable z in zwei Variable z,, 2,, so dass 


gt 


LA 
S am — 


&% 
ist, mit der Massgabe, dass die Variablen 2,, 2, nur so sich verdndern 
diirfen, dass sie weder simultan verschwinden, noch eine oder beide oo 
werden, Die hierdurch ausgeschlossenen Werthsysteme von ¢,, 2, heissen 
yunerlaubte. Werthsysteme“. Der Werth g = oo kann dann nur auf die 
Weise erreicht werden, dass z,—0 wird, 4,.¢ endlich bleibt, 
Daraus folgt: 

Multiplicirt man eine ganze algebraische Function vom Grade v 
mit z,”, so entsteht eine homogene Function v' Grades von 4%, 2, 
welche fiir erlaubte Werthsysteme von ¢,, 2 nirgends oo wird, d. h. 
eine ganze algebraische Form v' Grades“. 

Die Variablen z,, 2, selbst sind ganze algebraische Formen vom 
Grade 1. 

Jede ganze algebraische Form vom Grade v besitzt auf der Rie- 
mann’schen Fliche my Nullstellen. 

Jede algebraische Function liisst sich als Quotient zweier ganzen 
algebraischen Formen gleichen Grades darstellen. 

Es ist nun wichtig, festzusetzen, was man unter dem Verhalten 
eines Differentialausdruckes an einer Stelle des algebraischen Gebildes 
zu verstehen hat. 

Sei z, irgend eine Stelle der Riemann’schen Fliiche, ¢ eine Function 
von z, welche die Umgebung der Stelle 2, der Riemann’schen Flache 
auf die einfach tiberdeckte Umgebung der Nullstelle der ¢-Ebene ab- 
bildet. Dann sagt man, ein Differentialausdruck dJ verschwinde an 
der Stelle z, von der w'* Ordnung, wenn er sich verhalt wie c.&.d&, 
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unter ¢ eine an der Stelle zg, endliche und von 0 verschiedene Grésse 
verstanden. 

Nach dieser Definition verschwindet das Differential dz in jedem 
u-fachen Verzweigungspunkt der Fliche (d. h. in welchem uw + 1 
Blatter cyklisch zusammenhingen) in der uw Ordnung, und wird an 
jeder der Stellen 2 =o von der 2'* Ordnung oo. 

Die Differentialform zweiten Grades 

(2, dz) = 2,dz, — #,dz, = — #,°dz 
wird daher nirgends co und verschwindet nur in den Verzweigungs- 
punkten der Fiche je mit der Multiplicitdt des betr. Verzweigungspunktes. 

Nun ist eine kanonische Fliche durch die Kxistenz einer ganzen 
algebraischen Form (d+-2)'" Grades 

G (4, 22) 
charakterisirt, welche nur an den Verzweigungspunkten der Fiche je 
mit der Multiplicitiit des Verzweigungspunktes verschwindet. 

Daher ist 

de, «= — (244) 

, G (2, 22) 
eine tiberall endliche und von 0 verschiedene Differentialform vom 
Grade — d. 

Bedeutet nun dwa irgend eines der p auf der Riemann’schen 
Mannigfaltigkeit existirenden iiberall endlichen Differentiale, so folgt, 
dass 
dw; 

Pa (4; 29) — da, 
eine ganze Form vom‘ Grade d ist, welche also m .d = 2p — 2 Null- 
stellen besitzt. 

Umgekehrt, wenn g(2,, 2.) eine ganze Form vom Grade d ist, so ist 

dw* = p(2,, %). da, 
ein itiberall endliches Differential. 

Es giebt also p linear unabhingige ganze algebraische Formen 
vom Grade d in 2,, &: 

dw; 

Pa(%,, %) = do, } 
dieselben sind den p linear unabhdngigen iiberall endlichen Differentialen 
proportional und besiteen mit ihnen dieselben Nullstellen. 

Man kénnte, — wie dies Hr. Klein in Math, Ann. 36 thut — 
von den g, ausgehen, indem man dieselben, oder auch nur zwei von 
ihnen geradezu als unabhiingige Variable definirt. Man wiirde auch 
dadurch zu einer kanonischen Curve bezw. Fliche gelangen, fiir welche 
eben d=1 ist. Diese Darstellung durch die gm, versagt jedoch in den 
Fallen p=0O und p=1. Ich habe daher, wie auch Herr Klein in 
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seiner Vorlesung vom W. S. 88/89 es gethan hatte, gleich von vorn- 
herein die allgemeinste kanonische Flache eingefiihrt, zumal ich dabei 
die Mégligkeit habe, durch Wahl einer kanonischen Fliche mit mdg- 
lichst geringer Blitterzahl, also méglichst hohem Werthe von d, zu 
erreichen, dass nicht allein die ganzen algebraischen Formen der gz, 
sondern noch eine grosse Anzahl anderer Formen, die in den gg von 
gebrochenem Grade, also Wurzelformen sind, als ganze algebraische 
Formen der 2,, 2, erscheinen. 

Die Differentialform da, hat, welche kanonische Darstellung man 
auch zu Grunde legen mag, doch immer dieselbe absolute Bedeutung, 
gegeben durch die als Definition anzusehende Formel 


dw; 
abs %) 
do, ist in 2,, 2. vom Grade —d, in dem go, vom Grade —1. Ebenso 
unabhaingig von der speciellen Darstellung sind die im Folgenden mit 
Hiilfe von da, abzuleitenden weiteren Begriffe. 


da, = 


§ 3. 
Aufstellung der Klein’schen Primform. 


Im Falle p= ist (¢x) = 4,x%, — 2%, eine algebraische Form, 
die nur an der einen Stelle z des Gebildes verschwindet; hierauf beruht 
es, dass man alle algebraischen Formen und Functionen des Falles 
p =O als Producte und Quotienten solcher Formen (¢) darstellen 
kann. 

Bei héherem p sind aber algebraische Formen mit nur einer Null- 
stelle unméglich. Man muss dann transcendente Functionen oder 
Formen suchen, die nirgends co werden und nur an einer beliebigen 
Stelle verschwinden. 

Eine solehe Form ist die von Hrn, Klein in Math, Ann. 36 zuerst 
in allgemeiner Weise aufgestellte Primform (vergl. die dort angegebenen 
Citate). 

Die Klein’sche Primform ist durch folgende Formel definirt: 





pees pitds, e+de 
Q(z, e) = lim V— da,.dm.e *° ; 
de=o 
unter P:Y das in § 1 besprochene Integral 3, Gattung verstanden. 
Dieses Q(z, e) ist sowohl in den Variablen 2, , 2, wie in ¢,, é eine 


Form vom Grade — , in den @a(#,, 2.) sowie den ga(e,, €) je vom 
' 1 
Grade — 5- 


Damit Q(z, e) nur eine einzige analytische Function vorstellt, muss 











272 Ernst Rirrer. 


die Bedeutung des Integrals ee dahin eingeschrinkt werden, 
dass die Integrationen von e nach g und von e+ de nach z+ dz in 
der Weise gleichzeitig ausgefiihrt werden, dass die oberen Grenzen 
beider Integrationen einander immer sehr nahe bleiben. Ausserdem 
muss noch eventuell das Vorzeichen der Quadratwurzel festgelegt werden. 

Aber auch so noch ist Q(z, e) eine auf der Fliche vieldeutige Form. 
Ich iibertrage die in § 1 angegebene Zerschneidung der beliebigen Rie- 
mann’schen Flache, und nenne auch die zerschnittene kanonische Fliche 


T. Ich grenze nun von Q(z, e) einen auf TJ eindeutigen oder doch 
héchstens zweideutigen Zweig ab: 


= V —" ‘ _ ptdsetde 
Q(z, e) = lim —da,.da,.e ** ‘ 
— 

Jeder andere Zweig von Q(z, e) unterscheidet sich von diesem Ausgangs- 
zweige um einen spiiter noch genauer zu bestimmenden Factor von der Form: 
4p abitie) 

Leicht ist zu zeigen, dass Q(2, e) an jeder von e verschiedenen Stelle 
der Riemann’schen Fliiche endlich, von 0 verschieden und unvereweigt 
ist, d. h. dass es in einem (v—-1)-fachen Verzweigungspunkt der Fiche 
eine Entwicklung folgender Gestalt besitzt: 

a 1 

2 ~ ’ _ 

(GB) HENGE) «Booze 

worin y irgend einen von 2, verschiedenen Punkt und §§, hier und im 
Folgenden eine nach ganzen positiven Potenzen des Argumentes fort- 
schreitende Reihe bedeutet, deren Glieder niedrigster Ordnung mindestens 
von der ersten Ordnung sind. Fiir einen gewéhnlichen Punkt ist dabei 
einfach v = 1 zu setzen. 

Ich will mich beim Beweis hierfiir nicht aufhalten. Dagegen muss 
ich das Verhalten von Q(z, e) in der Umgebung des Punktes e genauer 
untersuchen, um zugleich den ersten Coefficienten der daselbst giiltigen 
Reihenentwicklung zu bestimmen. 


Es sei e der Allgemeinheit halber ein (vy —1)-facher Verweigungs- 
punkt der Fiche. 

Um nun Gestalt und ersten Coefficienten der Entwicklung in der 
Umgebung von ¢ =e zu bestimmen, nehme ich vorliufig e wie ¢ nur 
in der Nahe des betr. Verzweigungspunktes a gelegen an, um erst 


nachtraglich e in den Verzweigungspunkt selbst riicken zu lassen. 
Setzt man also: 


e=a-+ &, e+dz=a-+ (§+d6)’, 
e=a+e, e+de—a-+ (e+de)’ 
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so verhilt sich “<n wie 


~~ d eee 
log ta s—48) 1 wg 4+df, e+de; £, 8) 


unter $$, eime nach ganzen positiven Potenzen der Argumente fort- 
schreitende Reihe verstanden, deren niedrigste Glieder in jedem Argu- 
mentpaare von der ersten Dimension sind. 


Infolgedessen verhilt sich Q(z, e) wie: 


eH do, Beit 
dé , “(€—eé)- ? 


oder, wenn ich jetzt ¢ = . a=e setze, wie 


> i ,) Bi (6,05 60) 
AC a 
Dabei kann das Vorzeichen der Quadratwurzel noch beliebig festgesetzt 
werden, wodurch erst die Definition von Q(¢, e) ihre volle Bestimmt- 
heit erhilt. Dasselbe soll nun so festgelegt werden, dass fiir 2, = ¢,, 


d 
2, =e, die Quadratwurzel den Werth + lim ( at) besitzt. Ferner ist 


=e, 








=e, 
2 
ms G (&, 22) de, 
also 
ate | i a 
da 22. ¢-) ao? .«* 
eT ee mY: _ -(ge)” 
dg G (2, %) G (2, 2s) 
Die Entwicklung von G(¢,, 2.) an der Stelle e laute: 
v-l1 1 


G(#,, 2.) = G' (e,, &) (ee) ~ (ee)? {1 +, (eH) ’)} 


do, . , 
Dann hat — eine Entwicklung : 


dg 
do, v. ry (2y)\—4 (ze) rf 
de ~ G(e,€9) (ie) sails) ( (zy) " 
Dazu ist: 
2 
lim (=) = » ey 
=e dg G'(e;,€9)* 
=, 
t ame 
[ - -; (ey ° ; 1 wv ((@e) 
pater ma * (eH) "co fitar (E2)h, 
1 kd 
. (0,0; ¢,0) . (ze) v 
e =—1+4 *,( yi) ): 


Mathematische Annalen. XLIV. 18 
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Hieraus in Verbindung mit der Festsetzung tiber das Vorzeichen 
der Quadratwurzel folgt 
1 


Q(z, e)— Ge, —y (a2) (ze)” fi +8."((H ’y: 


Fiir v = 1 ist G'(e,, e,) = G(e,, e,) zu setzen. 

An der Stelle e verschwindet also Q(z, e) immer von der ersten 
Ordnung auf der Riemann’schen Fliche. 

Da alle itibrigen Zweige der Form Q(z, e) sich nur um einen nirgends 
0 oder oo werdenden Exponentialfactor von Q(z, e) unterscheiden, so ver- 
schwindet Q(z, e) auch bei ganz beliebigen Umliaufen von z,, 2, immer 
dann und nur dann, und zwar von der ersten Ordnung, so oft der 
Punkt z mit dem Punkte e zusammenfallt. Der Coefficient des Ver- 
schwindens ist dabei freilich jedesmal ein anderer. 


| 


1 
v 


§ 4. 
Periodicitaét der Klein’schen Primform. 


Es ist nun der Exponentialfactor, mit dem sich Q(z, e) multiplicirt, 
wenn 4,, 2 solche simultane geschlossene Wege beschreiben, dass ¢ 
einen geschlossenen Umlauf auf der Riemann’schen Flache ausfiihrt, 
genauer zu bestimmen, als auf Seite 272 angegeben ist. Nicht nur ist 
das dort unbestimmt gebliebene Vorzeichen anzugeben, sondern man 
muss auch von jeder beliebigen Potenz von Q(z, ¢) den Multiplicator 
anzugeben im Stande sein. 

D. h. man muss den Zuwachs von 

log Q(z, €) = — Sn ean + ; log da, + ; log dw, + ; ut 
lings irgend eines auf der Riemann’schen Flache geschlossenen Weges 
des Werthsystems 2,, 2, berechnen. 

Dabei ist an jeder Stelle 2 des Weges (22) — so soll ein in 2 be- 
ginnender und wieder im selben Punkte 2 endigender Weg bezeichnet 
werden — das Element dz unendlich klein anzunehmen, der Weg 
(2 + dz, 2+ dz) also unendlich nahe an (zz) hinzufihren. 

1) Allgemeine Periodicitat. 

Der Werth von log Q(z, ¢) ist an jeder Stelle des Weges (22) von 
wd er augenblicklichen Rich- 

“™, tung des Elementes dz un- 
aT eee —_ abhiingig. Denn lisst man 


= 


ede 4 te z2-+dz einen positiven Um- 
a lauf um ¢ ausfiihren (Fig, 3), 
Fig. 8. so wichst zwar —" —, 


zugleich aber auch log dw, um 2zi, so dass log Q(z, e) selbst un- 





ws cr 





Die multiplicativen Formen auf algebraischen Gebilden. 275 


geindert bleibt. Dasselbe gilt, wenn z-+ dz nur einen Theil eines 
Umlaufs um ¢ beschreibt. 

Man kann daher unbeschadet der Allgemeinheit voraussetzen, dass 
der Punkt z+ dz, und damit der Weg (¢-+dz, z+dz) immer links 
von dem von ¢ zu durchlaufenden Wege bleibt. Dasselbe kann man 
langs des Integrationsweges (e#) voraussetzen. 


i> 
Dies angenommen, kommen, wenn wir nun auf — _ =e 


die Formel von Seite 267 anwenden wollen, fiir die Bestimmung der 
Zahlen 1, 4, 1,, 4, nur diejenigen Stellen in Betracht, wo der Weg 
(22) den Weg (eg) oder den schon durchlaufenen Theil von (22) ‘trifft 
oder verlisst oder auch tiberkreuzt. 

Die Stellen, wo z auf (ez) oder den schon durchlaufenen Theil 
von (22) auftrifft, nenne ich Begegnungspunkte und unterscheide sie in 
linke (a) und rechte (b); die Stellen, wo 2 die Strecke (ez) oder (#2) 
verlasst, Trennungspunkte, welche ich wieder in linke (c) und rechte (d) 
unterscheide. Ferner unterscheide ich alle diese Punkte in gleichliufige 
(1) und gegenliufige (2). Die Kreuzungspunkte endlich unterscheide 
ich in linke (3) Combination eines linken Begegnungs- und eines rechten 
Trennungspunktes) und rechte (4) (rechter Begegnungs- und linker 
Trennungspunkt). Zum Verstiindniss der Figuren bemerke ich, dass die 
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Fig. 4. 


ausgezogene Linie immer den Weg von 2, die gestrichelte den Weg von 
2-+dz bedeutet; dabei soll der wagrechte Curvenzweig immer der zuerst 
zu durchlaufende sein. 
Nach Seite 267 entspricht nun jedem dieser Punkte je ein Increment 
A der Zahlen 1, 4 oder 1,, 4,, je nachdem der betr. Punkt auf (ez) 
18* 
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oder (#2) liegt, und zwar so, wie unmittelbar unter jeder einzelnen 
Figur angegeben ist. Dabei rechnen gleichliiufige Begegnungen in z 
selbst zu (ez) und den friiher daselbst ankommenden Zweigen von (¢2), 
gleichliufige Trennungen zu den friiher daselbst abgehenden Zweigen 
von(zz). Gegenlaiufige Begegnungen und Trennungen, sowie Kreuzungen, 
hat man als Combinationen von gleichliufigen Begegnungen und 
Trennungen demgemiiss auf (ez) und (¢z) zu vertheilen. 
Endlich bilde man 


l= Sal, b= >i, 
1=— Daa, 4, = >'A4,. 


Dann lautet der Zuwachs von — Dada lan 


2, ¢€ 


gs des Periodenweges 
(gz) folgendermassen: 


> te (i? + £4) — (LE A+ A, mi 


oder ; 
> 1a (62 + ho) — (I+ A+))xi, 


welche A.usdriicke natiirlich identisch sein miissen, woraus 
I, =A, 
folgt, eine auch geometrisch leicht zu bestiitigende Identitit. 
Hierzu tritt noch der Zuwachs von 5 log do,, d@ immer nach 


derselben Seite des Weges (#2) gerichtet gedacht, oder auch, was 
denselben Zuwachs giebt, dz immer in der Fortschreitungsrichtung 


ae , % 3: 
angenommen. Dabei sind zugleich ausser dem Wege von 2 == die 
2 


Wege von 2, und z, selbst zu beriicksichtigen, da d@, eine Form von 4, ¢, 
ist. Jedenfalls ist diese Aufgabe auf rein algebraischem Wege lésbar. 

2) Zuriickfitihrung auf Elementarperioden. 

Damit wiire das Problem ‘fiir den allgemeinsten Periodenweg 
principiell gelést, doch noch in wenig iibersichtlicher Form, Zu einer 
besseren Uebersicht, und insbesondere zu einer formelmissigen Zurtick- 
fiihrung auf gewisse Elementarperioden gelangt man, wenn man den 
allgemeinen Weg in gewisse Wege besonders einfachen Charakters 
zerlegt, 

Zuerst sondere ich, um den Einfluss der in der Werthinderung von 
2,,%, enthaltenen simultanen Umliufe um 0 bequem beriicksichtigen 


zu kénnen, von log Q(z, ¢) in folgender Weise eine ,,Function“ ab: 


d 
log Q(z,e) = — “log &, + log (,,3 5(2,¢)) ; 
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dann untersuche ich zuniichst die Periode des zweiten Theils und fiige 
endlich noch die Aenderung des ersten Theils hinzu. 

Man muss nun tiberlegen, in welcher Weise man einen beliebigen 
Periodenweg stetig deformiren darf, ohne die Periode der Function 


d 
log (7 5¢, e)) =— ; a" eat + jilog (2¢d@,) + ; log da, ; a) 
zu andern. 

Indem man geometrisch den Hinfluss einer Verschiebung des Weges 
auf die Zahlen 1, 4; 1,, 4, feststellt, ergiebt sich, dass fiir ~~ ate _ 
der einzige singulire Punkt, tiber den man den Periodenweg nicht ver- 
schieben darf, der Punkt e ist. Fir + log (2¢d@,) sind aber die Punkte 


2, =0, d. h. goo singulir und fiir den Periodenweg uniiberschreitbar. 

Es sind daher alle Deformationen gestattet, bei welchen der Weg 
(e2) weder iiber den Punkt e, noch tiber einen der m Punkte 2 = co 
hinwegstreift. Insbesondere kann man beliebig viele Stellen des Weges 
(gz) an den Punkt ¢ selbst heranziehen. Durch Einlegung solcher 
Durchginge durch ¢ kann man den allgemeinsten Periodenweg in eine 
Reihenfolge solcher Abschnitte zerlegen, dass jeder einzelue Abschnitt 
einen besonders elementaren Charakter besitzt. Es ergeben sich dabei 
folgende 4 Arten solcher Elementarwege: 


1) Gewéhnliche Schleifen, d. h. Wege, welche ganz in 7’ ver- 
laufen und sich ohne Ueberstreichung eines singuliren 
Punktes auf einen gewdhnlichen Punkt zusammenziehen 
lassen. 

2) Umildiufe wm oo, d. h. Wege die ganz in 7 verlaufen, 
und sich ohne Ueberstreichung eines singuliren Punktes 
auf einen unendlich kleinen Kreis um einen der Punkte 
2 = oo zusammenziehen lassen. 


3) Umldéufe wm e, d. h. in T verlaufende Wege, die sich 
ohne Ueberstreichung eines singuliéren Punktes auf einen 
Umlauf um den Punkt e zusammenziehen lassen. 

4) Elementare Periodenwege, d. h, solche Wege, die das 
auf der Riemann’schen Fliche construirte Querschnitt- 
system nur einmal iiberschreiten und sich auf 7 ohne 
Ueberstreichung eines singuliiren Punktes in einen positiv 
oder negativ durchlaufenen Weg A, oder B, deformiren 
lassen. 


Ich untersuche nun den Einfluss jedes einzelnen solchen Elemen- 
tarwegs: 








\ 
4 
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1) Gewéhnliche Schleifen. Eine gewdhnliche 


Schleife (Fig.5) lasst sich, 
fs je nachdem sie in po- 
. ‘) sitivem oder negativem 

Sinne durchlaufen wird, 


_ enccwose-seessse2 =" rar entweder auf einen po- 
a as z sitiven Umlauf von z um 
- 2 -+ dz, oder auf einen 

s teniniiecene negativen von 2 + dz 

”y He Saar a n. . umgzusammenziehen. In 
vr { \ . beiden Fallen ist wegen 
. ; der Unabhiangigkeit des 

NL / Werthes log Q(z, e) von 

Fig. 6. anil der Richtung des Ele- 


mentes dz die Periode =0, 
Gewéhnliche Schleifen kinnen also unberiicksichtigt bleiben. 


2) Umldufe um ov. 
Die m Punkte zoo, oder z,—O0 sind nur fiir log (:2 Q(e, a), 
nicht aber fiir log Q(z, e) selbst singular. Ein Umlauf um einen 


Punkt ¢= oo ist daher, unter a@ einen Werth z verstanden, dessen 
m zugehérige Punkte simmtlich ausserhalb der betr. Schleife liegen, 


fiir log (eat Q(z, 0) nur eine gewohnliche Schleife. Ein Umlauf 
um einen Punkt ae hat also auf log \z (,3 7 Q(2, 0) denselben Einfluss, 
wie auf log (2+, Ly 


Jedem positiven Umlauf um einen der Punkte 2 = 00 entspricht 


eine Periode + 3° 2%%, einem negativen Umlauf eine Periode — 5° 2mi 
1 


der Function log (,2 


3) Umldufe um e. 


Q(z ). 


Wendet man auf einen 
positiven Umlauf von 2 
um e (Fig. 6) die oben ent- 
wickelten allgemeinen Me- 
thoden an, so ergiebt sich 





l= 0, A,—=0 
Fig. 6. 1+ A+A,=14-4+1,——1. 





a 
3 


ee 








i 
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Es wichst also, da 720 und @,=0 ist, — ee um + zi. 
Gleichzeitig aber erfihrt + log 2¢dq@, einen Zuwachs von +27. Also: 


Jedem positiven Umlauf um 2 =e entspricht eine Periode + 2xi, 
1 


Cun 
jedem negativen eine Periode —22xi von log (,2 5 (ee). 
4) Elementare Periodenwege. 
Infolge der Festsetzung, dass die Wege A,, B,, positiv durch- 


laufen, die zerschnittene Flache 7 zur Rechten haben, kann man fiir 
jeden in A, oder B, deformirbaren Weg annehmen, dass derselbe 


Fig. 7. 


weder sich selbst, noch (ez) iiberschreitet. und positiv durchlaufen in ¢ 
von der linken Seite wieder ankommt (Fig. 7). Es ist also fiir einen 
positiven Elementarperiodenweg: 
Mian tt. eee 1 
A=+1, 4, =0, + +4, = + +1i—=—+ ? 


fiir einen negativen Elementarperiodenweg dagegen 


Pee i, - beth 

1-0 nwo HAHA KTH Ath. 
— ’ 1 ’ 

Die Function —- — ‘+4 vermehrt sich also um 


P + Nex (w;" + ; ux) Xi, 





| 
| 
| 
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wenn der Weg mit einem positiv bezw. negativ zu durchlaufenden 
Wege Ax fquivalent ist, dagegen um 


ihn ee 
>) + an (2 + 5 ode) F mi, 
wenn der Weg mit einem positiven bezw. negativen Wege B, iiquivalent 


ist. Hierzu kommt nun noch der Zuwachs, den ; log (egd@,) lings des 


Weges erhilt. Dieser Zuwachs ist derselbe, wie lings A, oder B, selbst. 
Es sei nun (”, + 1) 2% der Zuwachs von 
log (24 da,) = log (ett? wee) 
lings des Weges A,, (n,’ + 1)2ai derselbe lings B,, beide Wege 
positiv durchlaufen; der Zuwachs bei negativer Durchlaufung ist also 
— (m. + 1)2a% bezw. — (nm, + 1) 277. 
1 


Dann ist die Periode von log (.7* 56, ») lings des Weges A,: 
ae + nax(d2° + ; ax) + MHI, 
lings des Weges B,: 
m + Nae (w2° +4 ax) + ny wi, 


wo die oberen oder unteren Vorzeichen gelten, je nachdem der Perioden- 
weg im positiven oder negativen Sinne durchlaufen wird. 


3) Zusammensetzung der Elementarperioden. 


Der allgemeinste Periodenweg lisst sich durch Einlegung von 
Durchgingen durch ¢ an geeigneten Stellen in eine Reihenfolge von 
Elementarwegen 1), 2), 3), 4) zerlegen. Da den Wegen 1), 2), 3) nur 
constante, von z unabhingige Perioden entsprechen, so ist fiir die 
Bestimmung der Gesammtperiode nicht allein ihre gegenseitige Reihen- 
folge, sondern auch die Reihenfolge, in der sie etwa zwischen die 
Wege 4) eingeschaltet sind, gleichgiiltig. Anders ist es dagegen mit 
der gegenseitigen Aufeinanderfolge der Elementarperiodenwege 4), 

Ich untersuche zuerst ganz allgemein, welche Periode einem aus 
zwei Wegen von bekannter Periode zusammengesetzten Wege entspricht. 


Es mége der erste Weg, den ich (I) nenne, die Periode besitzen: 


1 , 
>) oP (wet +b of) + n'ai, 
a 











Die multiplicativen Formen auf algebraischen Gebilden. 281 


der zweite, (II) benannt, die Periode: 
4 ne (wie? + ; of’) + n®) wi, 


Ferner mége der zweite Weg den ersten v2) mal éfter von 
rechts nach links, als von links nach rechts tiberschreiten; diese Zahl 
v2) ist von Deformationen der 


beiden Wege unabhingig, da . 
Kreuzungspunkte dabei nur paar- \ 
weise entstehen oder verschwin- 4 /# 
den kénnen. 
sete 


Ziehe ich nun beide Wege ern 
an den Punkt z heran, so ent- sgt 
stehen ausser den schon vor- _ "il 
handenen v) gegenseitigen a “S$ 
Schnittpunkten noch zwei neue, = 
von denen der eine in den Punkt ¢ fallt. Die Umgebung des Punktes z 
hat dann etwa das durch nebenstehende Fig. 8 vorgestellte Aus- 
sehen; dabei werden die einzelnen in g zusammenstossenden Zweige 
in der durch die beigesetzten Zahlen gekennzeichneten Reihenfolge 
durchlaufen (also 1+4+2—I1, 34+4—lII). 

Die Zahlen n™ und ®) setzen sich zusammen einmal aus dem 
Antheil, welcher von dem Begegnungspunkte in ¢ herriihrt: 

—(Ifa4jo——1 

bezw. —(1+4+4,)9 =—-1, 


andererseits aus dem von etwaigen Selbstkreuzungen des Weges (I) 


bezw. (IL) und der Aenderung von 5 log e¢dw, herriihrenden Antheil: 
nm) +. 1 


n®@) + 1, 


Dem aus (I) und (Il) zusammengesetzten Wege (I, II) entspricht 
nun eine Periode folgender Gestalt: 


> (nf? + 92) (We? + 5 (ol + 08) + nt xi, 


wo sich »*) aus Antheilen zusammensetzt, die herriihren von 


bezw. 


1) Selbstiiberkreuzungen von (I), 
1 . 
2) Aenderung von 5 log(e¢dq@,) lings (I), 
3) Selbstiiberkreuzungen von (II), 
4) Aenderung von + log (#3 d@,) lings (Il), 
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5) Umgebung von ¢ (Fig. 8), 
6) gegenseitigen Ueberkreuzungen von (I) und (II). 


1) und 2) liefern zusammen den Beitrag n%) + 1, 
3) ” 4) ? ” ” ” n) a. a. 
5) liefert . » —(l+a+a,)=——2, 
6) ” ” ” yil2), 


Daraus folgt 
m2) <= mit) + m2) 4 yt, 


Also gilt fiir die Zusammensetzung irgend zweier Periodenwege 
folgende Regel: 


Entspricht einem Periodenwege (I) die Periode 


se 1 ‘ 
> ni? (703 +; a) +n") ri, 


a 
dem Periodenwege II die Periode 
- 1 . 
> n®) (ws += o'?)) + n® xi, 
a - 
schneidet ferner der Periodenweg II den Weg I v\'*) mal ofter von 


rechts nach links als wmgekehrt, so gehirt zu dem aus beiden zusammen- 
gesetaten Periodenwege (I, II) die Periode 


D> (a? +n) (Wa! + § (OM + OP) + (0 + nO + v0) wi. 


Ich hiitte dieses selbe Resultat in anderer Form durch blose 
Rechnung herleiten kénnen. Man bekommt dann als Gesammtperiode: 


2 a + wo + = i + n® xi +2 n®) (a3 + + a) + n®@) rt 


- 2 (n? + n°) (ws' + £ (a) + oo) a2 Pa (n® @ — 92) co) 


+ no + ni) wi. 
Durch Vergleichung der beiden so gefundenen Ausdriicke ergiebt sich 


> (02 o — 42) oi) — v0. 2a, 
a 


d. h. die bilinearen Relationen zwischen den Perioden der Abel’schen 
Integrale erster und zweiter Gattung. In der That geht die auf S. 267 
gegebene allgemeine Form dieser Relationen genau in die hier ge- 
fundene iiber, wenn man den Weg (vx) daselbst mit dem jetzigen 
Wege (I), den Weg (€&) mit (II) identificirt und also 1, = 0, 


A, = — v2) setzt. 





7 


n 
0 
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Kehrt man die Durchlaufungsfolge der Wege (I) und (II) um, 
d. h. bildet man den Weg (II, I), so verwandelt sich jede rechte 
Ueberkreuzung von (II) iiber (I) in eine linke Ueberkreuzung von (I) 
iiber (IJ). D.h. 


Bei Umkehrung der Durchlaufungsfolge der Wege wechselt v'%®) 

sein Voreeichen: 
yl@l) a — y(12), 
Die Periode dndert sich also wm — v\!*) . 2%. 

Man darf daher die Durchlaufungsfolge zweier Periodenwege dann 
und nur dann umkehren, wenn der eine den andern ebenso oft von links 
nach rechts als von rechts nach links iiberkreuzt, d. h. wenn man die- 
selben so deformiren kann, dass sie keinen Punkt mit einander gemein 
haben. 

Ich wende nun das erhaltene allgemeine Resultat auf die Zusammen- 
setzung der elementaren Periodenwege an: 

Zwei Wege A, und Ay oder B, und B, verlaufen immer getrennt von 
einander ; die Zahl v"*), auf zwei solehe Wege bezogen, ist also =0. Ebenso 
fiir irgend zwei Wege A, und By, sofern Hox’ ist. Alle derartigen 
Wege sind also mit einander vertauschbar. Folgt dagegen auf einen 
Weg A, der conjugirte Weg B,, so ist v@%)—=-+ 1, umgekehrt 
yi?) == — 1, wenn auf den Weg B, der Weg A, folgt; dabei ist es 
einerlei, ob zwischen A, und B, noch andere Periodenwege liegen, 
oder nicht, Das Vorzeichen von v() ist umzukehren, wenn einer der 
beiden Wege, beizubehalten, wenn beide in entgegengesetztem Sinne 
zu durchlaufen sind. 

Die bisher entwickelten Angaben iiber die Periodicitaét der Function 


=a 
log (3 Q(z, ») auf den einzelnen Elementarwegen im Verein mit dem 
letzten Satz itiber die Zusammensetzung der Elementarwege geben mir 
die Mittel, die Periode von 


log Q(z, e) 

— indem ich jetzt von der Function zur Form zurtickgehe — folgender- 
massen anzugeben: 

Es sei 

(me + 1)2a¢ bezw. (ny + 1) 221 
der Zuwachs von 
log (24 d@,) = log (Gta . az) 

lings des Periodenweges A, bezw. B,, wenn man dz immer in der 
Fortschreitungsrichtung des Weges annimmt. 

Es lasse sich der Weg von «= 3 durch Verschiebung auf 

2 


der zerschnittenen Fliiche T in eine Reihenfolge von je ux Perioden- 
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wegen A,, wu, Periodenwegen B,, 4 Umkreisungen der m Punkte 
= co und r Umkreisungen des Punktes e deformiren. Zugleich sei 
q. die Anzahl der Umidiufe des Werthes von 2, um 2, = 0. 

Es sei ferner v eine von der Reihenfolge der Periodenwege Ax, By 
abhiingige Zahl, némlich die Summe aller bei Zusammensetewng der- 
selben nach ihrer Reihenfolge sich ergebenden Zahlen v“®. Es ist also 
so oft v®) = + 1 gu setzen, als ein Weg B, spiter als der eugehdrige 
Weg A, durchlaufen wird, v\) = —1, so oft A, spdter als B, eu 
durchlaufen ist, ebenso, wenn beide Wege, umgekehrt, wenn einer der- 
selben in negativem Sinne zu durchlaufen ist, und schliesslich die Summe 


© ae pr pit2) 
gu bilden. 


Ich fiihre noch die Abkiirzwngen ein: 
MH, Mar + Uy a2 + +++ + Mp Wap 
+ Uy @q1 + lly Dae t+ Up ap’ 


ye. Mt Met Fe tes P+ + bp Yep 
Ve by nda Ete tae bb be Mee’ 


My, my + Hy Ny +--+ Up 
i= bis rar 
+ ym A Uy M2" ++ + Up M 


Dann lautet der Zuwachs von log Q(z, e): 


r- 2% —F (as — q) 2ai+ (n+ v) xi +> na (7% + = a) 


Oe 


Fiir manche Zwecke geniigt es, den Factor zu kennen, mit welchem 
sich Q(z, e) selbst multiplicirt. In dem Falle braucht man die Periode 
von log Q(z, e) nur bis auf Multipla von 27i zu bestimmen. Da zeigt 
sich nun, dass bei Veriinderung der Reihenfolge der einzelnen Perioden- 
wege die Zahl v sich nur um Multipla von 2 fndert. Man kann also 
alle Wege A, zuerst durchlaufen, dann alle Wege B,, dann alle 
Wege A,, dann B, u.s. w. bis B,. Es geht so y in folgende Zahl 
tiber: 

Wy hy Mabe ++ + Mpltp- 
Man erhiilt also bei geradzahligem d als Multiplicator von Q(z, e): 
—s¢, 1 
mt de Mr atts eee, . =" («2° + +4) 


p 


(-= 5) 
bei ungeradzahligem d dagegen: 


ms 
a—4 Bette, el a 


eae Mendy 
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g 5. 
Die Mittelform und ihre Periodicitat. 


Um von seinen Primformen, welche sich bei Periodenumliufen um 
transcendente Multiplicatoren fndern, zu den bei Umlaufen sich in- 
variant verhaltenden algebraischen Formen zu gelangen, bildet Hr. 
Klein (Math. Ann. 36, § 5) die von ihm sogenannten ,,Mittelformen“, 
welche ahnliche Periodicititseigenschaften besitzen, wie die Prim- 
formen, ebenfalls nirgends unendlich werden, aber auch nirgends ver- 
schwinden. 

Man gelangt zu einer solchen Mittelform, indem man dasjenige 
Product von Klein’schen Primformen bildet, welches an den Nullstellen 
einer ganzen algebraischen Form verschwindet, dieses Product durch 
die betr. algebraische Form dividirt und das Ganze mit der Zahl der 
Nullstellen der algebraischen Form — ihrer Werthigkeit — als Wurzel- 
exponent radicirt. 

Alle so zu erzielenden Mittelformen unterscheiden sich von einer 
beliebigen unter ihnen nur um einen Exponentialfactor der Gestalt 


Kot ky w,?+- ho wFt-+- kw? 
goth 1 he Wo? +a, Py 


(wobei ich in den Integralen w, die untere Grenze als hier un- 
wesentlich weggelassen habe). Die Zahlen k, setzen sich dabei rational 
aus den Yex, YNax zusammen, wihrend k, ganz beliebige Werthe 
haben kann. 

Ich will jedoch die Definition der Mittelform noch ein wenig er- 
weitern, indem ich jede Form eine Mittelform nenne, die von einer 
speciellen Mittelform (2,, 2.) sich nur um einen Exponentialfactor der 
angegebenen Art unterscheidet, in welchem die Constanten kz aber be- 
liebige Werthe haben diirfen: 

it > kg we 
W(%,, %) = W(4,,%)-e * 
Uebrigens gilt der Satz: 
Stimmtliche Mittelformen sind als Formen von 2,, 2. vom Grade — z. 


Ich wihle nun eine specielle Mittelform aus, welche mit Riick- 
sicht auf die besondere der Betrachtung zu Grunde gelegte Rie- 
mann’sche Fliche besonders einfuche EHigenschaften besitzt. Ich setze, 
unter @ irgend einen Werth der Variablen z, unter a’,a”,...al™ die 
m zugehérigen iibereinander liegenden Punkte der Riemann’schen Flache 


verstanden: 
1 


‘ Q(z, a’) Q(¢, a")... B(zal™!)|™ 

(2, , 29) =| ad hs a) os | ’ 
wobei ich mir vorbehalte, dem Punkte a nachtriiglich noch eine 
specielle Lage zu ertheilen. 
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Periodicitat von log m(4,, 2). 
Ich muss nun untersuchen, welchen Zuwachs die Form 
log jt (2,,42) =~ [log Q (2a’) +-logQ(a”) +-+»+ logQ(zal™l) — log(za)] 
lings des im vorigen Paragraphen auf log Q(z,e) angewandten Perioden- 
weges (¢z) erleidet. 
Es seien r’,r”,...7'™! die Anzahlen der in (22) enthaltenen Um- 
liufe um a’, a”,... al. Es sei ferner r die Anzahl der Umkreisungen, 


welche der Werth von z um den Werth von a ausfihrt, beide nicht 
auf der Riemann’schen Fliche, sondern in einer einfach tiberdeckten 


-Ebene gedacht — ich werde das im Folgenden als Projection be- 
zeichnen —. (, (, %, Vy, Wa, Yq SOllen dieselbe Bedeutung, wie auf 


Seite 284 haben. 
Ferner sei 


F —o |m 
8a nee oe sa 
a. 


m 








Wi= 

Wenn ich jetzt fiir : seinen Werth 2—* einsetze, so lautet die 
Periode von log W(2,, 2): 

repr”? te. p ltl —¢ — ¢ ‘ —1 ons . 

te as nc i? P—"(q. — 4) 2a + (n+ v) wi 


= 5 1 
+ a na( We + 5) @), 
welche sich leicht in folgende zweckmiissigere Gestalt setzen lisst: 
2 -2ui — F (a —q)2mi+ (n+ v) ai + > na( We + ; z) 
worn 


oer or +--+ tere 


ast, 

Die ganze Zahl @ ist nun von jeder Verschiebung des Perioden- 
weges (22) unabhdngig. 

Denn verschiebe ich den Weg (22) so tiber einen der Punkte 
== 00, dass letzterer von der linken Seite des Weges auf die rechte 
iibertritt, so andert sich q um — 14, zugleich aber, da auch die Pro- 
jection des Weges (gz) eine negative Umkreisung um oo, also eine 
positive um @ gewinnt, andert sich ry um + 1, wihrend die Zahlen 
r’,r”,...7'™ ungeindert bleiben. 

Verschiebt man ferner (22) iiber einen der Punkte z= a, etwa 
liber all, so andert sich ri“, zugleich aber auch ry um — 1, wihrend 
alles tbrige ungeindert bleibt. 

Es ist also in der That die Zahl @ von jeder Verschiebung des 
Weges (22) unabhiingig. Auch von der Reihenfolge der einzelnen in 











1h AL 
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(¢2) enthaltenen Elementarperiodenwege ist @ unabhiingig, da seine 
einzelnen Bestandtheile unabhingig sind. 


Bei gegebener Lage der Punkte a und oo ist also @ nur von den 


Zahlen ante aes ” abhiingig, und setzt sich vermittelst dieser in 
My Ua +++ Up 


derselben Weise aus 2p Gréssen 9,, 0. zusammen, wie die Perioden 
der Integrale 1. Gattung aus den Elementarperioden @,,, @a,: 
ss Hy Ob Hy Qo Hess + Mp Op 
Om + ty er + tts Os t+ + pe 
Die Zahlen og, entsprechen den primitiven Periodenwegen A,, die 
Zahlen e, den Wegen B,. Fiir jeden solchen Weg ist 


pase” ees eo lM oe 0), 
q=0, 
und also 
Qn == — Ta, 
Ox =—Tz, 


unter r,, 7, die Anzahl der Umliufe der Projection von A, bezw. B, 
um den Werth ¢ =a verstanden. 
Projicirt man das Querschnittsystem der A*, BZ (vergl. 8. 265) 


auf die g-Ebene, so zerfallt diese in eine endliche Anzahl einzelner 
Gebiete. 


Jedem dieser Gebiete will ich nun ein ganz bestimmtes System von 
2p gansen Zahlen k,, ky 
b, by... hy, 
bh... & 
kx 
zuordnen, welches ich symbolisch durch C ) bezeichne, und die 
Charakteristik desselben nenne. 


Dem Gebiete, welches den unendlich fernen Punkt enthilt, er- 
theile ich die Charakteristik 
0 
(0): 
k 


Die Charakteristik (.”) irgend eines andern Gebietes soll dann 


ausdriicken, dass man die Projection jedes Schnittes Atk, mal, die 


Projection jedes Schnittes BS k, mal dfter von — nach +, als von 
+ nach — iiberschreiten muss, um von dem unendlichfernen Punkte 
zu einem Purkte im Innern des betreffenden Gebietes zu gelangen. 


Nun iindert sich aber auch das System der Zahlen ter nur, 


x 
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wenn der Punkt a die Projection eines der Wege A,, B, tiberschreitet, 
und zwar wiichst ge, um + 1, wenn der Weg A,, 9, um + 1, wenn 
der Weg B, von links nach rechts iiberschritten wird. Im ersteren 


Falle muss man aber die Projection von BE von — nach +, im 
zweiten Falle die Projection des Schnittes Az von + nach — iiber- 


schreiten. Liegt a im Gebiete des unendlich fernen Punktes, so ist 


offenbar 
/ s O 
(°) = o) 


ks 
In dem Gebiete mit der Charakteristik ® ) ist dann nach dem eben 


Gesagten 
()-(t) 
o./ \—k 


ky 
Liegt also der Punkt a in dem Gebiet mit der Charakteristik ( P| 
so ist “ 


ey ky ly ig + + + Mphky, 
— py ky — wk, — +--+ — Up kp. - 
Ich gehe nun etwas naher auf den Charakter der p Functionen: 


o=> 


— |m| 
», OS +e +:--+35 
We= = 





ein, besonders auf ihre Abhingigkeit von der Lage des Punktes a. 


Die p Functionen We sind Integrale erster Gattung, jedoch mit 
ganz bestimmt festgelegten, bei den p Integralen im Allgemeinen ver- 
schiedenen unteren Grengen. 


Wenn man nun a und dementsprechend die Punkte a’, a’... a™! 
wandern lasst, so folgt aus dem Abel’schen Theorem, dass die W: un- 
geiindert bleiben, so lange die #3", wi” ,... wi’ Iml sich stetig iindern, 
d. h. so lange nicht einer der Punkte a’, a”... a!™! das Querschnitt- 
system der Af, Bz iiberschreitet. Also: 


Die Functionen W2 bleiben wngeiindert, so lange sich a in dem- 
selben Theilgebiete der 2-Ebene bewegt. 


Sobald jedoch a iiber die Projection von A‘ von — nach + iiber- 
tritt, andert sich eins der Integrale #7", wi”, ... Pai unstetig 


um — @ez, bei Ueberschreitung von B, von — nach + um — @ex, 


—- @ @ ° ° 
Wa also um ——“ bezw. ——* Es ergiebt sich daraus der Satz: 





0 
Liésst man a aus dem Gebiete mit der Charakteristik (,) in das 








Us 


ty 





mi 
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ky 
Gebiet mit der Charakteristik (") wandern, so erleiden die Functionen 
x « 


W: je einen Zuwachs von 


1( fy @ar+ hy @e2+ +++ + hy oy 
m\ + ky! a1 hy @q2 + +++ + hy ey 


Die Gesammtiinderung der Periode von log @ (z,, 2,) bei Wanderung 
des Punktes a aus dem Gebiet des unendlich fernen Punktes in das 


ky 
Gebiet mit der Charakteristik (*) betriigt also 


‘n 


1 | 2a ( Uy kj + by ke,’ + eat +- 4 
™ ig uk, of Uy ky —— = = cee My kp 


. = . ( ky @a1 + ky @a2 + +++ + a 
ae *\++ ky @a1 + hy! @d2 + +++ + hy Dap 


Vermittelst der bilinearen Relationen zwischen den @ und » lisst 
sich aber dieser Ausdruck in folgenden umformen: 


1 ( ky Nai + hey Naz + +++ + kp ee 
. 2 + Iy' nar + hy’ gas +++ hep nayp)  O* 

Man kann dieses Resultat iibrigens auch leicht dadurch erhalten, 
dass man von der Definition des “(z,, 2.) aus mit Hilfe der bekannten 
Perivdicititseigenschaften von Q(z, ¢) untersucht, welchen Exponential- 
factor @(2,, 2) erhilt, wenn @ aus einem Gebiet in’s andere riickt. 
Man findet so, dass sich das dem Gebiete mit der Charakteristik 


Res 
,) entsprechende @(z,,2,) von demjenigen des Gebietes mit der 
t 1)? 2 5 
ky A e 


0 
Charakteristik (,) um einen Factor folgender Art unterscheidet: 


* 


+ >( yy "ai + ke Nag ts++ kp “) We 
c-e ar +% Nai + Meg beet Kp fap . 

und hieraus folgt in der That die oben angegebene Aenderung der 
Periode. 

Man konnte alle diese Betrachtungen iiber die Mittelform dadurch 
verallgemeinern, dass man an Stelle einer Form (¢a) eine allgemeinere, 
z. B. irgend eine ganze Form zur Definition der Mittelform benutzte. 
Man wiirde dann immer wieder nur zu Mittelformen gelangen, die 
sich von den bisherigen um Exponentialfactoren unterscheiden. 


Mathematische Annalen, XLIV. 19 
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Es geniigt aber fiir uns, irgend eine specielle Mittelform zu be- 
sitzen. Und von allen ergiebt sich mit Riicksicht auf die gegebenen 
Entwicklungen als die einfachste Verfiigung die folgende: 

Ich wiihle fiir den speciellen Zweig U(z,, 2.) den unendlich fernen 
Punkt der z-Ebene selbst als Punkt a, und setze demgemdss: 


1 
~ Q(z’) Q(em@"”)... Q(za lM) ]m 
u(é,, 2») — | Be : » as ’ 
Der Logarithmus dieser Mitlelform wiichst lings des Seite 284 be- 
schriebenen Periodenweges um die Grosse: 


wobei die p Functionen W2 folgende Bedeutung haben: 


—3 00’ Ger” ssc || 
Ww: _ We + We +> > Oy 
eS —_: 


m 


Die allgemeinste Mittelform entsteht aus der speciellen durch Hinzu- 
fiigung irgend eines Exponentialfactors der genannten Form: 
ky+_> ka We 


Qa 


(2, , 2) = (2, 2) € 


§ 6. 
Einfihrung der multiplicativen Primform. 


Der Umstand, dass die Klein’sche Primform und die Mittelform 
gegeniiber geschlossenen Umliufen auf der Riemann’schen Flache ein 
sehr iihnliches Verhalten zeigen, legt es nahe, beide derart mit ein- 
ander zu verbinden, dass sich die Multiplicatoren beider zu einem 
Multiplicator besonders einfacher Natur zusammensetzen. 

Dies erreicht man, wenn man die Klein’sche Primform durch die 
Miitelform dividirt. Indem ich die so entstehende Form noch mit 
einer solthen Constanten behafte, dass der erste Entwicklungscoefficient 
an der Stelle e rein algebraisch bestimmbar ist, namlich gleich dem 
entsprechenden Coefficienten von Q(z, e), setze ich 

P(e, &) = Qe, e)- moe 
und nenne eine solche Form von 2,, 2, eine ,,multiplicative Primform*.*) 


*) In meiner Note in Nr. 3 der Gétt. Nachr. v. 1893 habe ich diese Form 
»algebraische Primform“ genannt. Da dies aber leicht zu dem Missverstiindniss 
Anlass geben kénnte, als ob sie eine algebraische Form sein kénnte, will ich 
sie, als die einfachste multiplicative Form, eine ,,multiplicative Primform“ nennen. 





- Seer eee 
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Dieselbe ist in 2,, 2, vom Grade ~, ist auf der Riemann’schen 
Fiche tiberall endlich und unverzweigt, und verschwindet von der ersten 
Ordnung immer dann und nur dann, wenn der Punkt 2 mit dem 
Punkte e zusammenriickt. 

Die so gegebene Definition der multiplicativen Primform enthilt 
noch dieselbe Unbestimmtheit, wie die der Mittelform. ine be- 
stimmte der in der Definition enthaltenen verschiedenen analytischen 
Functionen, und von dieser einen bestimmten Ausgangszweig lege ich 
fest durch die Formel: 

P(e, ¢) = Q(e, ¢) - Eis, 
wo u den am Schluss des vorigen Paragraphen eingefiihrten Anfangs- 
zweig bedeutet. 

An der Stelle =e besitzt diese Form eine Entwicklung der 
Gestalt (vergl. 8. 274) 


. ¥ 1 1 

= Z mm > y 

Pe) = wea Cp) "eo" P+ HG) 
also mit demselben Anfangscoefficienten wie Q(z, e). 

Wihrend aber die Klein’sche Primform Q(z, e) von ihren beiden 
Argumenten z,¢ in symmetrischer Weise abhiingt, so dass 
Qe, 2) = — Q(z, e) 

ist, ist dies bei der multiplicativen Primform in Folge meiner in 
anderer Hinsicht zweckmissigen Bestimmung der multiplicativen Con- 
stanten durchaus nicht der Fall. Aber gerade dieser Mangel an Sym- 
metrie beziiglich 2 und e erméglicht es, von der multiplicativen Prim- 
form auf einfache Weise sowohl zur Klein’schen Primform, als auch 
zur Mittelform zuriick zu gelangen, ndmlich durch folgende Formeln: 


Q(z, e) = V— Pe, 2)- P(e, e), 
(215 2) __ V P(e, 2), 


w (ey, ee) ia P(é,e) 


Ein entschieden einfacheres Verhalten als die Klein’sche Prim- 
form zeigt die multiplicative Primform gegeniiber den geschlossenen Um- 
liufen auf der Fliche. Aus dem bekannten Verhalten von Q(¢, e) und 
“(2,, 2), und mit Riicksicht auf die Identitat 

wa = We— W. 
ergiebt sich der Satz: 
Liings des auf Seite 284 gekennzeichneten Periodenweges vermehrt 


sich log P(z, e) wm die Grosse: 


= ° 7 Ti e¢ 
r-2xi-++ (g,—q) 2ai — >) 12 Wi. 


m 
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Die Periode von log P(z,e), bezw. der Maultiplicator von P(z, e) 
ist also eine von ¢ unabhingige Constante, und zugleich von der 
Reihenfolge der einzelnen Periodenwege A,, B, unabhiangig. 

Aber nicht allein, dass die Periode ‘selbst einen einfacheren 
Charakter hat, dass man z. B. die Zahlen » und v nicht zu bestimmen 
braucht; auch die Bestimmung der Zahlen r und q gestattet eine be- 
deutende Erleichterung. 

Man beachte nimlich, dass, wenn man einen Umlauf um den 
Punkt e und die m Punkte co zusammen macht, + um 1 und gq’ um 
m wichst, dass also die Zahl 


a; ae 
™m m 
ungeiindert bleibt. 
In Folge dessen kann man die Zahl q’ auf folgende Weise be- 
stimmen. 
Man verbinde den Punkt e mit jedem der m Punkte 2 = oo durch 
je einen das Querschnittsystem der Fliche nicht iiberschreitenden Ein- 


schnitt (Fig. 9), wnd bezeichne dessen linkes (von e aus gesehen) Ufer 





Fig. 9. 


mit +, das rechte mit —. Dann giebt 4’ einfach an, wie vielmal 
ofter der Weg (22) dieses Einschnittsystem von +- nach —, als von — 
nach +- dberschreitet. 

Die Periode von log P(z, e) heisst nunmehr : 


1 re ~ : 
m (12 — q')2ai — » > Na Wa. 


a 





ancien 


am sccm 


| OCR TENE LE. 








ate 9. 


~ RES." 
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In denjenigen Fallen jedoch, wo mehrere Primformen mit ver- 
schiedenen Nullpunkten e gleichzeitig zu untersuchensind, ist es zweck- 
miissiger die Umléufe um e und diejenigen um die Punkte z= oo gesondert 
zu bestimmen; dies erreicht man durch ein System von Einschnitten, 
die man von einem solchen Punkte des Randes aus zieht, welchen der 
Weg (zz) bei Verschiebung auf 7’ nicht zu tiberstreichen hat, und von 
dem aus man jeden Punkt innerhalb Z ohne Ueberkreuzung eines 
Periodenweges A, bezw. B, erreichen kann. Solche Punkte sind die 
p Ecken von 7, welche 
zwischen den Ufern 
Ay und By. ein- 
geschlossen sind, So 
kann man z B. wie 
in Fig. 10 von der 
Ecke zwischen Aj und 
By nach allen Punkten 
2 = co sowie nach 
2=e Kinschnitte ziehen. 
Man dezeichne deren 
linke Ufer mit +, die 
rechten mit —. 

Dann giebt 4 an, 
wie vielmal ofter die 
nach den Punkten zoo 
gezogenen Einschnitte A, 
von + nach —, als von 
— nach + tiberschritten 
werden, r, wie vielmal ofter der nach e gelegte Einschnitt, von 4+- nach —, 
als von — nach +- gekreuzt wird. 

Von der Lage des Punktes e ist nur die Zahl r, nicht aber 4 
abhdngig. 








Fig. 10. 


II. Theil. 
Die multiplicativen Formen. 
§ 7. 
Definition und allgemeiner Ausdruck der multiplicativen Formen. 
Die im vorigen Paragraphen definirten ,,multiplicativen Primformen“ 
P(z, e) 
sind der einfachste Fall einer allgemeineren Classe von Formen auf 


dem algebraischen Gebilde, zu denen als andere specielle Fille die 
algebraischen Formen gehdren, namlich der ,,multiplicativen Formen.“ 
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Unter einer multiplicativen Form verstehe ich eine solche homogene 
analytische Function von 2,, 2, welche bei irgend welchen auf dem 
algebraischen Gebilde geschlossenen Umléufen der Variablen sich mit con- 
stanten Grossen multiplicirt. 

Zugleich unterwerfe ich diese Formen, wenigstens im Bereich 
meiner gegenwirtigen Untersuchung, der Bedingung, auf dem alge- 
braischen Gebilde keine wesentlich singuléren Stellen zu besitzen. 

Die in Betracht kommenden geschlossenen Umliufe setzen sich 
aus den 2p Periodenwegen und ev. aus Umliufen um einzelne Ver- 
zweigungspunkte zusammen 

Die multiplicativen Functionen, d. h. die multiplicativen Formen 
vom Grade 0, sind bereits von mehreren Autoren behandelt worden, 
die unverzweigten wohl zuerst von Riemann*), wihrend tiber die ver- 
zweigten multiplicativen Functionen neuerdings Herr Hurwitz**) eine 
Reihe allgemeiner Siitze gegeben hat. Fiir eine allgemeinere Functions- 
classe — auf welche ich jedoch in meiner Arbeit nicht eingehe — 
fiir Functionen, welche bei Umliufen der Variablen Substitutionen der 
Gestalt ¢° = «€ + 6 erleiden, hat Herr Prym***) gewisse Existenz- 
theoreme gegeben. Die Arbeiten von A ppell+) beziehen sich zuerst auf 
den Riemann’schen Fall der multiplicativen Functionen, und fihren 
schliesslich zu einer eingehenden Discussion der von Prym gefundenen 
allgemeineren Functionen, der Integrale der multiplicativen Functionen. 

Meine Arbeit unterscheidet sich von allen diesen Untersuchungen 
principiell durch die Betrachtung von multiplicativen Formen statt der 
Functionen, wodurch sich eine Reihe neuer Gesichtspunkte und neuer 
Siatze ergeben. 

Das multiplicative Verhalten einer Form ist charakterisirt durch 
Angabe ihrer Verzweigungspunkte e; (t= 1,2, ...m), der Multipli- 
catoren, die sie bei Umlauf von ¢ um die einzelnen Verzweigungs- 
punkte annimmt, der ,, Verzweigungsmultiplicatoren“ : 


Be oh k; se * adiaaeae” 0 < K (x;) < 1 
*) Theorie der Abel’schen Functionen Nr. 26, 27. 1857. 


**) Zur Theorie der Abel’schen Functionen. Gitt. Nachr. Febr. 1892. — Ueber 


algebraische Gebilde mit eindentigen Transformationen in sich. Math. Ann, 
41. 1892. 





***) Zur Integration der gleichzeitigen Differentialgleichungen ee = oy" 
Co 
a =— a5 Journ, f, Math. 70, 1869. — Beweis zweier Siitze der Functionentheorie. 


Journ. f. Math., 71. 1870, 

+) Noten in Comptes rendus. Bd. 91, 92,95, 1880—82. Ferner: Généralisation 
des fonctions doublement périodiques de seconde espéce. Journ. de math. III. 9. 
1883. — Sur les intégrales de fonctions 4 multiplicateurs et leur application au 


développement des fonctions abéliennes en séries trigonométriques. Acta math. 
13, 1890. 
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und der Multiplicatoren, welche sie lings der Periodenwege A,, B, 
(x= 1,2,... p) erhialt, der ,, Periodenmultiplicatoren* : 


Sy =e ere O*! 0< Rox) < 1, 


se" ** O< Roz) <1. 
Durch den Grad v als Form von 2,, 2, endlich wird das Verhalten 
gegentiber simultanen Umlaufen von z, um 4, = 0 und zg, um 2, = 0 
bestimmt. Ist namlich 
v= — 4 
die Zahl derjenigen Umliufe von z, um ¢, = 0, denen keine Umliute 


z es : ° 
von == um ¢=oo entsprechen, so erhilt die Form ausser ihren 
2 


sonstigen Multiplicatoren den Factor 


et v2ni, 


Die Verzweigungs- und Periodenmultiplicatoren sind natiirlich so zu 


verstehen, dass sie \Wegen entsprechen, fiir welche q’ = 0 ist. 
Fiir die multiplicative Primform 
P(z, e) 


ist der Grad 


Verzweigungspunkte und Verzweigungsmultiplicatoren existiren nicht, 
die Periodenmultiplicatoren sind 
—-D0xWe = tae Ve 
S, =e * ; Ss, =e * : 
Es lasst sich nun mit Hilfe der multiplicativen Primform jede 
beliebige verzweigte oder unverzweigte multiplicative Form darstellen. 
Die Form (P(e e))**, wofiir ich kiirzer P(2e;)* schreibe, erleidet bei 
einem Umlauf um =e; gerade eine Multiplication mit k,, bleibt dagegen 
bei irgendwelchen anderen Umliufen um einzelne Punkte ungeandert. 
In Folge dessen lisst sich eine multiplicative Form F(é,, 2) mit 
den Verzweigungspunkten e; und den Verzweigungsmultiplicatoren 
ki = evi “2a 
folgendermassen zerlegen : 


i=n 
F(e,, #2) =] J Pee” ¥,.4) 
i=1 
unter Y eine unverzweigte multiplicative Form verstanden, die also nur 
noch lings der Periodenwege A,, B, sich um constante lactoren andert. 
Durch Abtrennung des Factors 
i=n 


[T] Pee 


i=1 
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ist die verzweigte multiplicative Form F’(z,, 2.) auf eine unverzweigte 


Form ¥(z,, 2.) der gleichen Art zuriickgeftihrt. Ich nenne daher den 
Factor 


i=n 
TT P(e e;)* 
i=1 
den Verzweigungsfactor der multiplicativen Form. 
Es gilt dann der Satz: 
Alle multiplicativen Formen mit denselben Verzweigungspunkten und 
denselben Verzweigungsmultiplicatoren haben denselben Verzweigungsfactor. 
W(¢,, 2) kann nun, weil unverzweigt, auf dem algebraischen 
Gebilde nur noch Null- und Unendlichkeitsstellen von endlicher ganz- 
zabliger Ordnung besitzen. Es verschwinde also Y(¢,, 2.) an den Stellen 
iy, Gy, «+. G4, und werde unendlich an den Stellen b,, b,,...b., wobei 
Null- und Unendlichkeitsstellen héherer Ordnung so oft zu zihlen sind, 
als ihre Ordnung angiebt. Setzt man dann 


i=n 


F (#,, 2 2) -[]? (2e;)" . phan wy, hoe. dod (74342) -w (2, ’ 2), 
._< > (2b,) P (2b,) - .. P(eb,) 

so muss (é,, 2) eine auf dem algebraischen Gebilde unverzweigte 
multiplicative Form von z,, 2, sein, welche nirgends verschwindet und 
nirgends unendlich wird. 

Nun lautet aber der Fundamentalsatz der Theorie der multipli- 
cativen Formen: 

Eine multiplicative Form ohne Nullstellen und ohne Unendlichkeits- 


stellen ist nothwendig vom Grade 0 und die Exponentialfunction eines 
iiberall endlichen Integrals: 





Denn wire der Grad v der Form w von 0 verschieden, so wiire 
1 
(g i m:¥ 
\2, e). y 
eine unverzweigte ummaeaie Function mit einer einzigen Nullstelle 
bei ¢ =e und ohne Unendlichkeitsstellen. Dann wire aber 


1 
log (Doe, e).v a?) 


ein Integral, welches nur an einer Stelle logarithmisch unstetig wiirde, 
was bekanntlich unmdglich ist. 

y kann also nur vom Grade 0 in 4, 2,, d. h. eine Function 
von @ sein, 

Dann muss aber log ein Integral sein, und zwar, da w weder 0 
noch oo wird, ein iiberall endliches Integral, woraus meine obige 
Behauptung folgt. 
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Das Endresultat lautet also: 
Die allgemeinste multiplicative Form mit den Verzweigungspunkten 
e;:(¢=1,2,...m) und den Verzweigungsmultiplicatoren 


k= i ** OS Rm) <1 
hat die Gestalt 


i=n N'. We? 
_ Pea) Plea za Co + > % W, 
Fis, 6) = J Pieeg® eee eee Coes) | age ee 


’ 
2 > 
= P(zb,) P(e by) . aa (20,) 
i=n 
und ist in den Primformen vom Grade 3 + > Hi, 1M 2, 2, vom Grade 
fan 1 
i=n 
d+ Sx; 
t==1 


m > Unter 0 irgend eine positive oder negative ganze Zahl ver- 
standen. 

Die dargestellte Form hat in der That die verlangten Verzweigungs- 
punkte und Verzweigungsmultiplicatoren. Es fragt sich, ob man die 
noch zur Verfiigung stehenden Constanten, nimlich die Nullpunkte a, 
die Unendlichkeitspunkte b und die Coefticienten c, so bestimmen kann, 
dass die Form vorgegebene Periodenmultiplicatoren 


O,:-22t 
> os ee 
Sy, = € ’ 


0<R(6,) <1 
= ett — OS HR(6,) <1 


besitzt. 
Der oben aufgestellte Ausdruck multiplicirt sich langs des Weges 
5 D5 

A, mit 

yy eC ) Vv re py 7d we 

+ } aan Nee _ we a a + > * i Wei 

e° ‘ 
lings des Weges B, mit 

> }\ We x— "a «| Pp We = we +> x; We! | 

e a 7 a ‘ . 


rian ich nun zu den 6, und 6, noch gewisse unbestimmte ganze Zahlen 
y, und Ny hinzufiige, hat man dann folgende 2p Gleichungen aufzuldsen : 


> {co @ax— Nex (> ws — z= W*) +> «Wk = (N, + 6,) .2zi, 
a a 6 i 

> } 6a One — tax (> W:-2¥.)+2* Wei || = Wet on). 2a. 
a 6 é 


a 

Ich multiplicire die ersten p dieser Gleichungen beziehungsweise mit 
— yx, die letzten p mit + @,,, und addire. Es ergiebt sich dann 
mit Hiilfe der bilinearen Relationen zwischen den @ und den 1: 
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= 2x | : ; : ‘ 
- + N,'a@g1 + N,'ag2 + --+ + Npop, | 

ee N, 1 — N, a2 — +--+» — Ny @sy- 
Multiplicire ich dagegen die ersten p Gleichungen mit — 93,, die 
letzten mit + ,x, so erhalte ich: 


| > (ox Nex — Ox Ns x) ] 

Qui.cs = 2xi - 

P ’ , _ 

® N, Nei + N, Nez tees + Np ngp 
er N, 31 + N, Ng2 oe 8. 5 a Np pp. 


Man erhilt also folgende Gleichungen fiir die Constanten: 


DW DSW => 0.1 — 6, 05) — > iW! 


+ Ny) @a1 + Ne @e2 + +--+ Ne @ay 





— N, a1 — N, a2 —-:- -— Ny @cp 
== K,, 
(2) Ce = > (6s tax — Cy Nax) 
+ N,'Na1+ Ny Nae + -++ Npuap 
— N, a1 — Ny a2 — +++ — Np Nap- 


Giebt man Grad, Verzweigungsstellen und Multiplicatorsystem einer 
multiplicativen Form vor — den Grad ry natiirlich so, dass v.m sich von 


> * nur um eine ganze Zahl unterscheidet — so lassen sich, falls 
man nur die Zahl ¢ der Unendlichkeitsstellen hinreichend gross wihlt, 
die Nullstellen und Unendlichkeitsstellen immer obigen Gleichungen 
gemiss bestimmen, und zwar im allgemeinen noch auf unendlich viele 
Weisen; die Constanten c. sind hierdurch in jedem einzelnen Falle 
eindeutig bestimmt. 

Es giebt also auf jedem algebraischen Gebilde mit vorgegebenen 
Verzweigungsstellen zu jedem Multiplicatorsysteme multiplicative Formen 
von jedem mit den Verzweigungsmultiplicatoren vertraglichen Grade. 

Die Frage nach der Zahl der hierbei noch willkiirlich bleibenden 
Constanten kommt augenscheinlich auf die gleiche Frage fiir die vom 
Verzweigungsfactor befreite Form, d. h. auf die Frage nach der Zahl 
der Constanten in einer unverzweigten multiplicativen Form hinaus. 
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Ich werde sie daher bei Gelegenheit der besondern Betrachtung der 
unverzweigten Formen beantworten. 

Die Lage der Nullstellen und Unendlichkeitsstellen hingt bei vor- 
gegebenen Verzweigungsstellen und Verzweigungsmultiplicatoren nur 
noch von den p Summen 


> (6, Ox — 6 @ax) 
x 


Solche in den Vereweigungsmultiplicatoren iibereinstimmende Multi- 
plicatorsysteme, fiir welche diese Summen gleiche Werthe haben, will 
ich ,verwandte Multiplicatorsysteme“ nennen. 

Man sieht nun leicht die Richtigkeit folgenden Satzes ein: 

Sind zwei Multiplicatorsysteme verwandt, so ist jede Form des einen 


Systems von je einer Form gleichen Grades des andern Systemes nur 
um einen Exponentialfactor : 


ab. 


Co +> cy We 
e @ 


verschieden. 


Multiplicative Formen, die sich nur um einen solchen Exponential- 
factor unterscheiden, welche also dieselben Null- und Unendlichkeits- 
stellen besitzen, will ich ,,verwandte Formen“‘ nennen. 


Es gilt dann auch die Umkehrung des eben ausgesprochenen 
Satzes: 


Zu verwandten Formen gehiren verwandte Multiplicatorsysteme. 
Denn vermehrt man die Zahlen c, des allgemeinen Ausdrucks 
beziiglich um Acg, so vermehren sich die Zahlen o,, 6, beziiglich um 


Ao, = > Ace . Ges; 
a 

Ao, = > Be... Qs. 
@ 


Entsprechend vermehrt sich 


> (6, 8x — Gx 03x) 


x 


um 


A >| (6;092—0,05,) -™ >A ce: > (0g x @yx— Dax Ox); 
x a 


x 
wo nun die Glieder von > rechts in Folge der bilinearen Relationen 
einzeln verschwinden. 


Die Gréssen > (6, @3x— 6x @3x) bleiben also bei Hinzufiigung eines 
x 
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Exponentialfactors thatsichlich ungeindert. Das Gleiche gilt von den 
Verzweigungsmultiplicatoren; also ist das Multiplicatorsystem der ver- 
iinderten Form in der That mit dem der urspriinglichen Form verwandt. 


§ 8. 
Algebraische Formen und Wurzelformen. 

Die wichtigsten aller multiplicativen Formen sind die unverzweigten 
Formen; unterscheiden sich ja die verzweigten Formen von den un- 
verzweigten nur durch das Hinzutreten des durch die Verzweigungsart 
wohlbestimmten Verzweigungsfactors, so dass die Theorie der all- 
gemeinsten multiplicativen Formen, so lange man die Verzweigungsart 
als gegeben ansieht, in der Theorie der unverzweigten Formen mit 
enthalten ist; ich darf mich daher im folgenden auf besondere Behand- 
lung der unverzweigten Formen beschriinken. 

Unter einer ganzen multiplicativen Form verstehe ich eine solche, welche 
nur 0-Stellen, aber keine co-Stellen auf dem algebraischen Gebilde besitzt. 

Ihre allgemeine Gestalt ist 

my +> 7 
P(éa,) P(¢a,.)...P(eas).e ¢ 
Die Zahl d ihrer O0-Stellen nennt man die ,, Werthigkeit der Form. Der 
Grad in 2,, 2 ist dann 


m 

Wir haben nun den Satz: 

Irgend eine beliebige multiplicative Form lisst sich immer als Quotient 
zweier ganzen Formen ansehen, von denen die eine die 0-Stellen, die 
andere die oo-Stellen der gegebenen Form als einzige 0-Stellen besitet. 

Dieser Satz entspricht dem Satze von der Zerlegung einer ge- 
brochenen algebraischen Form oder einer algebraischen Function in 
zwei ganze algebraische Formen; man sieht aber, dass der Satz im 
Gebiet der allgemeinen multiplicativen Formen eine weit einfachere 
Fassung zulisst, indem man nicht, wie im allgemeinen bei den alge- 
braischen Formen, noch gemeinsame 0-Stellen der beiden ganzen 
Formen zu adjungiren braucht. 

Die Spaltung in ganze Formen ist immer noch, auch wenn man 
gemeinsame 0-Stellen nicht zulisst, auf unendlich viele Arten méglich, 
indem man die bei irgend einer Spaltung entstehenden Formen noch 
beide mit demselben iibrigens willkiirlichen Exponentialfactor multi- 
pliciren darf; doch sind alle mdglichen Zihlerformen einerseits und 
alle méglichen Nennerformen andererseits untereinander verwandt, 

Vergleichen wir nun alle Formen von gleichem Grade v uad dem- 


selben (oder verwandten) Multiplicatorsystem untereinander hinsichtlich 
ihrer O-Stellen! 








A 
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Die 0-Stellen sind durch die Gleichungen gegeben 
SW! Sieon—aoiny +Mlont Moat ot Ne 


tile, = Mdileces--<> Mills 
unter N,, Ny, irgend welche positive oder negative ganze Zahlen ver- 
standen, die fiir die verschiedenen Lésungssysteme a,, a,,... ay ver- 
schieden, doch in jedem einzelnen Falle wohlbestimmt sind. 

Es folgt hieraus: 

Die 0-Stellen irgend zweier ganzen Formen gleichen Grades mit 
gleichen oder verwandten Multiplicatorsystemen gentigen dem Abel’schen 
Theorem, a. h, die Summe der Integrale erster Gattung gebildet fiir 
die 0-Stellen stimmt fiir beide Formen bis auf ganzzahlige Vielfache 
der Perioden der Integrale erster Gattung tiberein. 

Sind die Nullstellen einer Form mit dem Multiplicatorsystem 
(") erst festgelegt, so sind es dadurch auch die ganzen Zahlen N,, N,. 

Sx 
Die Perioden des Logarithmus der Form lings der Wege A,, B, 
lauten dann 


(N, + 6,) 22% 


bezw. 


(Nz + of) 2x1. 


Bei Umlauf von z um einen der 0-Punkte der Form reproducirt 
sich die Form, wihrend ihr Logarithmus sich um 227 vermehrt. 

Macht ausserdem noch z, q’ Umliiufe um z,—0, denen keine 
Umliufe von ¢ um z= oo entsprechen, so multiplicirt sich die Form 
noch mii e:”?**, ihr Logarithmus wiachst um q’-v- 277. 

Kine Sonderstellung unter den multiplicativen Formen scheinen 
die algebraischen Formen einzunehmen. 

Algebraische Formen sind solche unverzweigte multiplicative Formen, 
welche bei irgend welchen auf dem algebraischen Gebilde geschlossenen 
Wegen der Variablen 2,, 2. sich reproduciren. 

Dazu ist nothwendig, dass der Grad v eine ganze Zahl, die Werthig- 
keit 0 also ein Multiplum von m ist, und dass alle Zahlen 6,, 6,0 sind. 
Ihre allgemeine Gestalt ist also 
= = +> c, W3 
P(ea,) P(ea,.)...P(@dym).e * 


, , , 
Wim + N, @u1 + Ny @ag + +++ + Np @ep 
a ’ ’ 
f- — N, @a1 — Ny, @e2 —++-— Np@ap, 


+ Ny nar + Ny nas + +++ + Np yep 
— Ny a1 — Ny Haz — +++ — Nyyap 


wo 


Co. = 


ist, 
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Die p Gleichungen fiir die 0-Stellen sagen aus, dass die 0-Stellen 
einer algebraischen Form mit den 0-Stellen der algebraischen Form 2,” 
iiquivalent (d. h. ihre Integralsummen congruent) sind. 

Die algebraischen Formen z, undz, haben selber folgende Darstellung : 

e+ > ey Ww, 


2, = P(20) P20") ... P(eOl™l).e @ 


#, = P(z00’) P(z00”)... P(zco!™l).c*. 


? 


Dabei haben die Constanten c,, wenn man unter () die Charakte- 


ristik (vergl. S. 287) desjenigen Gebietes der z-Ebene versteht, welches 
den Punkt z = 0 enthilt, folgende Werthe 


= Ky Nar + ky Yaa + +--+ ky tap 

+ hy gar + hy’ qee + +++ + hp nep- 
Langs der Wege A, wiichst logz, um —k,.2zi, lings B, um 
+ k,-22%, waihrend log z, sich reproducirt. 

Einen ersten Schritt von den algebraischen Formen zu den all- 
gemein multiplicativen Formen hat man mit der Einfiihrung der 
»» Wurzelformen“ gemacht. *) 

Man versteht unter einer Wurzelform u'* Stufe eine solche unver- 
zweigte multiplicative Form von 2, , 2, welche bei geschlossenen Umliufen 
der 2,, 2, sich nur mit u*" Einheitswurzeln multiplicirt. 

Damit eine Form dieser Bedingung geniigt, muss der Grad der- 


a 


‘ , ; S 
selben in Bezug auf ¢,, 4, ein Multiplum von _ Sein: 
ad 
= y’ 


wobei die ganze Zahl v’ eine Lésung der Congruenz 

v’- m= 0 (mod. pg) 
sein muss, damit die Werthigkeit 

d= m-v—om.2 
eine ganze Zahl sei. 
Ausserdem miissen die Zahlen 6,, 6, Multipla von . sein; bei Wurzel- 
formen pe Stufe sind also u®” verschiedene Systeme der Zahlen ,, 6, 
mdéglich. Man unterscheidet danach w?? verschiedene Systeme von Wurzel- 


formen u'* Stufe, und weist jedem dieser Systeme in Bezug auf ein be- 
stimmtes System je eine Zusammenstellung von 2p ganzen Zahlen 


a? ) 
h, 

*) In Betreff dieser, sowie iiberhaupt wegen der von mir hier. angewendeten 

Terminologie vergleiche man Klein, Math. Ann. Bd, 36, § 12. 








STO 
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zu, welche man die relative Charakteristik des Systems von Wurzel- 
formen in Bezug auf das bestimmte System nennt 

Diese Zahlen hingen mit den 6,, 6, auf folgende Weise zusammen: 
Zu dem festen System mégen die Zahlen (6,), (6,) gehéren, zu dem 
in Frage kommenden System die Zahlen 6,, 62; dann sind gz, h, durch 
folgende Congruenzen bestimmt 


u (6. — (6,)) =— hy (mod. p), OSM <e 

u (6x —(6%)) =+ o "  O< ge <u. 
Im Falle der Wurzelformen von ganzzahligem Grade sind die 
»Llementarcharakteristiken unmittelbar durch die Congruenzen gegeben: 


uo, = —h, — 
Ux =+ x — 

Etwas complicirter ist die Definition der ,,Primcharakteristiken“, 
welche nur im Falle der Wurzelformen zweiter Stufe Platz hat, und 
bei der die Zahlen »,, welche im Maultiplicator der Klein’schen Prim- 
form vorkommen, eine Rolle spielen; es ist nimlich 


26, +n, =—h, (mod. 2). 
264 + my =+ gx 
Der Begriff der relativen Charakteristik einer Wurzelform in Bezug 
auf eine andere lasst sich auf beliebige multiplicative Formen gleichen 
Grades erweitern; nur muss man zuvor die Charakteristiken des ge- 
wohnlichen Sprachgebrauchs mit dem Nenner mw versehen. Sei namlich 
fiir eine erste Form 


Po v. -> (Ky ax + kz @ax)s 


fiir eine zweite Form 


>) We =>) ((hx) ax + (hs) ds) - 
Dann nenne ich das System der Zahlen 
e _ — -( Nz — (N.) + 6 — net 
ke a (kz) one N,. + (Nx) —& + (6,) 
die Charakteristik der ersten Form in Bezug auf die zweite. 

Die so definirten Charakteristiken sind nicht nur echte Briiche, 
wie bei der gewéhnlichen Definition, sondern sie enthalten im All- 
gemeinen auch noch ganze Zahlen. Verschiebt man jedoch die Wege 
A,, B, tiber einen 0-Punkt einer der beiden Formen, so aindern sich 
diese ganzen Zahlen, und nur die gebrochenen Bestandtheile der Charakte- 


ristiken sind wegen der Unverzweigtheit der Formen von jeder Ver- 
schiebung der Wege A,, B, unabhingig. 
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Nenne ich als Erweiterung der gewoéhnlichen Definition allgemein 
das Zahlensystem 
(:)-(_x a) 
kz) \—N, — 6x 


die ,, Elementarcharakteristik“ der betr. Form, so zeigt sich ‘dieselbe 
bei Formen von ganzzahligem Grade in 2,, 2, in ihrem gebrochenen 
Theile von einer jeden Verschiebung der Wege A,, B, unabhingig; 
ist jedoch der Grad ein Bruch mit dem Nenner m’ (m’ natiirlich ein 
Theiler von m), so wechseln auch die Bruchbestandtheile bei Ver- 
schiebung der Wege A,, B, iiber zoo um Briiche mit dem Nenner m’. 

Die Primcharakteristiken gestatten keine Erweiterung. Doch ist 
leicht zu sehen, dass im Falle der Wurzelformen 2'** Stufe die Prim- 
charakteristiken in der That bis auf ganze Zahlen von einer Verschiebung 
der Wege A,, B, unabhiingig sind. Die Zahlen n,, n, wechseln, 
wenn d= 1 (mod 2) ist, nur bei Verschiebung tiber ¢ = co um eine 
ungerade Zahl, zugleich 26,, 26, um eine ungerade Zahl; ist dagegen 
d=0 (mod 2), so wechseln die Zahlen »,, n, um gerade Zahlen, 
und 6,, 6, ebenfalls um gerade Zahlen. Bei jeder sonstigen Ver- 
schiebung bleiben, — wie ich hier ohne Beweis anfiihre — die Zahlen 
M,, Mm, ungeindert, wihrend ¢,, 6, um ganze Zahlen sich i‘ndern, 
wenn die Wege iiber einen 0-Punkt der Form hinweggefiihrt werden. 
In jedem Falle findert sich also die Primcharakteristik 


+ Ny + on+5 ne 


nur um ganze Zahlen. 


g 9. 
Gleichberechtigung der algebraischen und multiplicativen Formen 
und Unabhangigkeit von der speciellen Darstellung. 

Geht man von der Darstellung des algebraischen Gebildes durch 
die upabhingige Variable z zur Darstellung durch irgend eine andere 
unabhingige Variable Z iiber, so verwandeln sich bekanntlich die 
algebraischen Functionen von z in algebraische Functionen von Z. 
Die Gesammtheit der algebraischen Functionen ist eben von der 
speciellen Darstellung des algebraischen Gebildes unabhingig. 

Anders die algebraischen Formen von z,, 2. Die Theorie der- 
selben setzt stets eine ganz bestimmte Riemann’sche Flaiche voraus, 
und wird auf jeder andern Riemann’schen Flache eine andere. 

Dies gilt z. B. fiir die Arbeiten von Dedekind und Weber*) 


*) Theorie der algebraischen Functionen einer Verinderlichen. Crelle’s Journ. 
Bd, 92 (datirt 1880). 
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sowie von Kronecker*) iiber ganze algebraische Functionen, und ins 
besondere auch fiir die formentheoretischen Ausfiihrungen in Bd. II der 
Modulfunctionen 8. 484 ff. 

Den Schliissel zu diesem Verhalten der algebraischen Formen, und 
zugleich die Beseitigung dieses Missstandes liefert die Theorie der multi- 
plicativen Formen. Ich kann nimlich zeigen: 

Die Gesammtheit aller multiplicativen Formen bleibt dieselbe, von 
welcher speciellen kanonischen oder mnichtkanonischen Darstellung des 
algebraischen Gebildes man auch ausgehen mag. 

Mit der Wahl der unabhiingigen Variablen z,, 2. dindern sich nur 
Grad und Elementarcharakteristiken, also auch die Multiplicatorsysteme 
der einzelnen Formen, nicht aber die Werthigkeit und die relativen 
Charakteristiken, 

In Folge dessen bleiben bei Aenderung der Darstellung die alge- 
braischen Formen nicht als solche erhalten, sondern verwandeln sich in 
multiplicative Formen, wihrend andere multiplicative Formen sich in 
algebraische Formen verwandeln. 

Es werde statt der bisher benutzten m-werthigen algebraischen 
Function ¢ die M-werthige algebraische Function Z als unabhingige 
Variable eingefiihrt. 

Wie friiher z, so muss jetzt Z derart in zwei homgene Veriinder- 
liche Z,, Z,  * ‘ 

Z= Z, 
gespalten werden, dass Z, und Z, weder simultan verschwinden, noch 
eins derselben unendlich wird. 

Zunichst ist dadurch zwischen den ¢,, 2, und den Z,, Z, nur die 
Beziehung gegeben, dass zwischen den Quotienten z =; und Z = Z 
eine gewisse algebraische Gleichung besteht, und dass erlaubten Werth- 
systemen 2,, 2, nur erlaubte Werthsysteme Z,, Z, entsprechen und 
umgekehrt. 

Will man aber die Formentheorie der 2,, 2, und der Z,, Z, in 
Beziehung setzen, so muss man eine bestimmte diesen Bedingungen 
gentigende functionelle Abhingigkeit zwischen ¢,, 2, und Z,, Z, fest- 
setzen, der man natiirlich méglichst einfache EHigenschaften ertheilen 
wird. Am liebsten wiirde man die Spaltung so ausfiihren,. dass ge- 
schlossenen Wegen der z,, 2, auch geschlossene Wege der Z,, Z,, nicht 
nur von Z, entsprichen und umgekehrt, d. h. dass Z,, Z, algebraische 
Formen von 4,, 2. waren und umgekehrt; aber schon das erste ist ohne 
Adjunction gemeinsamer Nullstellen von Z,, Z, im Allgemeinen 


*) Ueber die Discriminante algebraischer Functionen einer Variablen. Crelle’s 


Journ. Bd. 91. 1881, — Grundziige einer arithmetischen Theorie der algebraischen 
Gréssen, Crelle’s Journ, Bd. 92. 1881, 


Mathematische Annalen, XLIV. 20 
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unmdglich, und vollends die Umkehrbarkeit ist héchstens dann denkbar, 
wenn g und Z gleiche Werthigkeit besitzen. 

Verlangt man dagegen nur multiplicatives Entsprechen der z,, 2, 
und Z,, Z,, so ist eine Spaltung der verlangten Art immer mdglich. 

Es seien 6,, b,,...by die Unendlichkeitsstellen von Z. Es giebt 
dann unendlich viele sich nur um beliebige Exponentialfactoren unter- 
scheidende Spaltungen von Z in zwei ganze multiplicative Formen 
ohne gemeinsame Nullstellen, simmtlich von der Gestalt: 


_ 7 “a +>, W2 
Z,=2Z.P(2b,) P(eb.)...P(eby).e * 


’ 


site site -_ % +> Ge We 
Z,= P(eb,) P(zb,)...P(ebu).e + ; 


Von diesen Spaltungen sei irgend eine beliebige ausgewihlt. 
Die Elementarcharakteristik von Z, als multiplicativer Form von 


2,, & sei 
39-3 
aa 
on? 
(x: 


d. h. der Zuwachs von log Z, lings der Wege A,, B, bei fest- 
gehaltenem 2, sei 
— Ky .2zi, 
+ K, .2zi. - 
Irgend eine multiplicative Form F von z,, 2. vom Grade . habe 
als soleche die Charakteristik , , 
(;:): 


d. h. ihr Logarithmus wachse lings der Wege A,, B, bei festgehaltenem 
Werthe von z, um 

—k,.2xi, 

+k, . 2%. 
Irgend ein Weg (22) bestehe aus je u, Wegen A,, ux Wegen B,, 
q Umkreisungen der Punkte = oo, und log z, wachse lings desselben 
um q,.2a%, Der zugehérige Multiplicator von F heisst dann: 


J — (hy — Mah’ — +++ — My ky 
Sta o-2ni+( ee P'P) oxi 


P +e Bible’ kates pty kp 


Wie verhilt sich nun dieselbe Form F als multiplicative Form von Z, , Z,? 

Ich spalte den beliebigen geschlossenen Weg des Werthsystems Z,, Z, 
in einen Weg, welcher ) Umliiufe um Zoo macht, lings dessen log Z, 
um ©, . 22% wiichst, und welcher keinen der Schnitte A? , B, itiber- 


schreitet, und in eine Reihe von Periodenwegen A,, B,, jeden mit 
festgehaltenem Werthe von Z,. 














ee ae 
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Umkreist der erste Weg, in den Variablen 2,, 2, gedeutet, die 
Punkte goo im Ganzen q-mal, wichst lings desselben log z, um 
q2- 22%, und umkreist er den Punkt 0, r,-mal, den Punkt b, r,-mal 
u. 8. w., SO ist dem Ausdruck von Z, durch z,, 2, zufolge der Zuwachs 
von log Z,. 


Q, .2at=(7,+7,+°-- bry) 2xi + (q2—q) . 224. 
Nun ist 
Memes + rw=—4, 


Q2—-Q __ we — 4, 
ai  -- 


folglich 


Der Zuwachs £4, — q).2a¢ der 0-werthigen Form F liisst 


sich also. in der genau entsprechenden Form 7 (2:—2) 2% aus- 
driicken. 

Liisst man nun ¢ lings A, oder B, laufen, und zwar so, dass 
log 2, um w,.2ai bezw. x,. 227% wiachst, so durchliuft Z den ent- 
sprechenden Weg der Z-Fliche, und log Z, wichst um 


’ ‘ M — 
— x, . 20+ my ee 2 Ht 
bezw. 


> ° | - . 
+ K, .2ai+ wy ee 2H. 
Soll log Z, sich reproduciren, so muss 
m ‘ 
Ly = a Mu Ee. 


, m 
Me UM x. 
sein. D. h. einem Umlaufe A, bezw. B, von Z bei festgehaltenem 
Werthe von Z, entspricht ein ebensolcher Umlauf von 2, bei welchem 
log 2, beztiglich wm 
m 


+ Kz. 2x, 


m a 
— 9 Ke. 2x1 


wichst. Liings eines solchen Weges wiichst aber log /’ beziiglich um 


a ® ew’ ga: a — (hi ~ + FB’). Sai 
ky: ni +2. i K,:2x1 = (ke i K,) 221i, 

— oé Mm Os: Co) a 
+ hy-20i -5.% K,-2ni =+(ke— 7 Ky) - 2a. 


Die Elementarcharakteristik von F in Bezug auf Z,, Z, lautet also: 
20* 
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é 
kin — og Kz 
' é ' 
a — wr Be 


Man hat damit den Satz: 


Die Elementarcharakteristik einer multiplicativen Form in Bezug 
auf die Variablen Z,, Z, ist gleich der Elementarcharakteristik in Bezug 
auf die Variablen z,, 2, vermindert um die mit dem Grade der Form 
in Z,, Z, multiplicirte Elementarcharakteristik von Z, in Bezug auf die 
Variablen 2,, 2° 

Fasst man nun dieses Resultat mit dem betreffs (OQ, — Q) gefun- 
denen zusammen, so folgt: 

Der allgemeine Multiplicator einer multiplicativen Form F als Form 
von Z,, Z, ist ein Ausdruck derselben Gestalt, wie der von F als Form 
von 2, %, nur treten an Stelle der Zahlen m, q,, q die Zahlen 


M,2., Q und an Stelle der Charakteristik (;*) die Charakteristik 
3 x 


Ra —_—s Mu Ee 


, 0 yy, 
ke — a Ke, 

Ferner folgt hieraus: 

Die relative Charakteristik zweier Formen von gleicher Werthig- 
keit, und also auch das Multiplicatorsystem einer multiplicativen Fune- 
tion, ist von der speciellen Darstellung des algebraischen Gebildes un- 
abhdngig. 

Wenn, wie jetzt gezeigt, die multiplicativen Formen eine von 
den speciellen Variablen unabhingige Bedeutung haben, so muss es 
auch eine von der speciellen Wahl der z,, 2, wnabhdngige Definition 
der algebraischen Primform geben, statt der bisherigen, die von einer 
kanonischen Flache ausgeht. 

In der That, sei 

ee = = to+ > c i 
F(2,, #) = P(ea,) P(ga,)...P(zas).e * 
irgend eine multiplicative Form, so ist, unter P;, das auf 8.5 definirte 
Integral 3. Gattung verstanden, die Form 


= 


P(e, e) = LF (e,, 2) € 


von der friiher definirten Primform P (2, e) nur um einen Exponential- 
factor der Gestalt: 


i) 


— =3 =3 
Pea, t+ Pea, tes + Fas] 


WN a 
al 3 a 
const. e * 


verschieden. 
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Man sieht hieraus zugleich, dass alle Primformen relativ zu 
einander den gleichen Grad haben, dass aber ihr Grad in Bezug auf 
die unabhiingigen Variablen z,, 2, mit der Wahl derselben wechselt, 
namlich == ist, unter m die Zahl der O-Stellen von 2, oder z,, d. h. 
die Werthigkeit der Function ¢ verstanden, 

Nun ist aber der Grad irgend einer multiplicativen Form in der- 
selben Weise von der Wahl der unabhiingigen Variablen ¢z,, 2, ab- 
haingig: er ist = =, unter d die um die Anzahl der Unendlichkeits- 
stellen verminderte Anzahl der Nullstellen verstanden. 

Der Grad irgend einer multiplicativen Form relativ eu den multipli- 
cativen Primformen ist von der Wahl der unabhdngigen Variablen 
21, 2, sowohl wie von der Auswahl der speciellen Primform unabhidngig, 
niimlich gleich der um die Anzahl der Unendlichkeitsstellen verminderten 
Anzahl der Nulistellen. 

Ich werde daher kiinftig, wenn ich nichts Besonderes hinzufiige, 
diese Zahl den Grad der Form nennen und mit @ bezeichnen. 

Da die verschiedenen multiplicativen Primformen nur unwesentlich 
von einander verschieden sind, so werde ich auch fortan die urspriing- 
liche von der kanonischen Fliche ausgehende Definition beibehalten, 
welche den fiir spiitere Untersuchungen wesentlichen Vorzug vor der all- 
gemeinen Definition hat, auch die Abhiangigkeit von der Nullstelle 
genau festzulegen. 


8 10. 


Die nirgends verschwindende ganze Differentialform dw und die 
zugehérigen multiplicativen Formen 9. 


Ausser den endlichen Formen habe ich in § 2 auch gewisse Dif- 
ferentiale und Differentialformen in Betracht gezogen. Es lassen sich 
nun leicht alle multiplicativen Differentialformen einschliesslich der 
Differentiale auf eine beliebige unter ihnen zuriickfiihren, da ja der 
Quotient irgend zweier eine multiplicative Form sein muss. 

Jede beliebige multiplicative Differentialform gewinnt man aus irgend 
einer bestimmten durch Multiplication mit einem beliebigen Producte 
von Primformen und der Exponentialfunction eines beliebigen iiberall 
endlichen Integrals. 

Die wichtigsten Differentialformen sind diejenigen, welche auf dem 
algebraischen Gebilde weder irgendwo verschwinden, noch unendlich 
werden. Der Quotient irgend zweier solchen Differentialformen muss 
eine multiplicative Form ohne Null- und Unendlichkeitsstellen, also die 
Exponentialfunction eines tiberall endlichen Integrals sein. Also: 

Die allgemeinste nirgends verschwindende und nirgends unendlich 
werdende multiplicative Differentialform ist 
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+ >, WE 
doe #* .d@,, 


unter da, die friiher auf der kanonischen Fliche definirte Differentialform 


(Z, dz) 


dn > ES 
G (21, 4) 


verstanden. 

Die Differentialformen daw haben also eine von der speciellen Dar- 
stellung unabhingige Bedeutung, und sind alle vom Grade — (2p— 2); 
sie erscheinen aber im Allgemeinen simmtlich als multiplicative Formen, 
und nur im Falle einer kanonischen Darstellung wird eine der Formen 
da@ eine algebraische Form da,. Doch nimmt diese vom allgemeinen 
Standpunkte aus in keiner Weise eine Sonderstellung unter den iibrigen 
da ein, da man eine jede beliebige Form dw zur algebraischen Dif- 
ferentialform dw, machen kann, wenn man statt 2,, 2, geeignete ver- 
wandte Formen als unabhingige Verinderliche wihlt. 

Es thut daher der Allgemeinheit keinen Abbruch, wenn ich auch 
kiinftig die in § 2 definirte specielle Differentialform da, zu Grunde lege. 

Multiplicirt man eine Differentialform d@ mit irgend einer multi- 
plicativen Form vom Grade 2p — 2, so entsteht ein multiplicatives 
Differential, welches durch Integration eine Function liefert, die bei 
Umliaufen der Variablen Substitutionen der Gestalt 


u =au+t Bp 
erleidet. 


Insbesondere gehort zu jeder Differentialform da ein System von 
multiplicativen Formen ® vom Grade 2p — 2, welche mit dw multiplicirt 
ein algebraisches Differential liefern, so dass 
® .dw = Alg F(z). dz 
ist. 

Die den verschiedenen da@ entsprechenden Systeme von -Formen 
unterscheiden sich nur um Exponentialfactoren, sind also mit einander 
verwandt. Die Multiplicatoren der ® sind die reciproken Werthe der 
Multiplicatoren des zugehérigen dw. Die -Systeme sind in dem- 
selben Sinne von der speciellen Darstellung unabhingig, wie die da. 

Im Falle einer kanonischen Darstellung gehirt zu der algebraischen 
Differentialform do, ein System von algebraischen Formen (2p —2) 
Grades, die ich mit O(z,, 2) bezeichne, so dass also 
D(z,, 2). do, = Alg F(z) . dz 
ast. 

Diese bei kanonischer Darstellung algebraischen Formen (2 p— 2)'e* 
Grades — an deren Stelle bei anderer Wahl der kanonischen Variablen 
2,, #, auch jedes andere der verwandten Formensysteme ® treten kann — 
sind fiir die weitere Untersuchung von grundlegender Bedeutung. 
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Thr allgemeiner Ausdruck ist 


D(z g ) — P (2a;) P (203)... P (sa, 4 2p—2) ot aM 
17 82! B(ab,) Ped). . « P (zb,) ’ 


> Wi — >) W=0 =>) (Noun + Near), 
a b x 
Co -> (Nx Nax+ Ne ax). 


Ich unterscheide nun die Formen (2,, 2.) in ganze und gebrochene 
Formen; die ersteren schreibe ich mit kleinem Functionszeichen; (2, , 2). 
Kine Form g(é¢,, 2.) giebt mit dw, multiplicirt ein tiberall end- 
liches algebraisches Differential; solcher Differentiale giebt es aber p 
linear unabhingige. Daraus folgt: 
Die ganzen Formen (2, , 2) lassen sich durch p linear unabhdngige 
unter ihnen linear und homogen zusammensetzen: 


P (2, » 2p) = hy My (24, 22) Teg Pg (By, Za) + ++ + + hp Mp (2, 2) 
Pa(Z, 2). da, = dwe. 





Es sind dies dieselben Formen, die unter dem Namen _,,adjungirte 
Curven “*) die bekannte wichtige Rolle in der Theorie der algebraischen 
Integrale spielen. 

Ich erinnere nur an den Riemann-Roch’schen Satz, den ich hier 
in folgender Form ausspreche: 

Dem Gleichungssystem 


Wi+ Wepe--+WH=K, (@=1,2,...9) 


geniigen co®?+" Punktsysteme a,, d,...a3, unter o’ die Anzahl der- 
jenigen linear unabhdngigen Formen g(4,, 2) verstanden, welche an 
stimmtlichen Punkten eines dieser Punktsysteme verschwinden. 

In Betreff der gebrochenen Formen (z,, 2.) erinnere ich daran, 
dass die Summe der logarithmischen Residuen aller Unendlichkeits- 
stellen des Integrals 


J (¢,, %) . da, 
verschwinden muss. 
Es sei nun #,, 2, eine einfache Unendlichkeitsstelle von ® (¢,, 2); 


das erste Glied der Entwicklung nach steigenden Potenzen von P (zz) 
laute 


A; (Son mens P(zx)-}. 
P (xy) 


*) Nach der Terminologie von Brill und Néther in Math. Ann, Bad, 7. 
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Ich behaupte dann: 

Der erste Entwicklungscoefficient A ist gerade das logarithmische 
Residuum der Stelle x. 

Es gelten niimlich die Entwicklungen: 


1 
Dla a\ ux oe tn" ee 
P (22) = ae (=) (2a)ti+ , 
. 1 
P (zy) Ze\m (ap\0 
. == = - (gx Se 
P (ay) (z,) poy + : 


2p—2 
a2 Peon 
da, = dz+| en -() ™ . (ea)? ++-4, 
G(x, X_) ae 


welche in das Integral eingesetzt die Entwicklung 


7) a A ; e 
foe, 2,)da, = | da} te P(e—a)}— A log (¢—a)-+ PB’ (¢e— 2) 
. e— 3 
ergeben, womit der ausgesprochene Satz bewiesen ist. 
Der Residuensatz liisst sich daher in der Form aussprechen: 
Besitet eine Form (z,, 2.) nur einfache Unendlichkeitsstellen, so 
ist die Summe der ersten Entwicklungscoefficienten nach Primformen an 
diesen Stellen gleich Null. 
§ 11. 
Reciproke multiplicative Formen. Erweiterter Riemann-Roch’scher Satz. 
Ich nenne zwei multiplicative Formen ,,reciproke Formen“, wenn 
ihr Product eine Form ®(¢,, 2,) also bei unserer Darstellung durch 
kanonische Variable z,, 2, eine algebraische Form vom Grade 2p —2 ist. 
Es sei F'(z,, 2,) die eine Form, ¢ ihr Grad, @ irgend einer ihrer 
Multiplicatoren, F’(z,, 2.) die andere Form, 6’ ihr Grad, 9’ der @ 
entsprechende Multiplicator; dann ist nach Definition 
F (2, , 2) . F'(2,, 2) = O(4,, 42), 
d+ 0’ =2p—2, o0.¢ =—1, 


Geniigen die Null- und Unendlichkeitsstellen der einen Form den 


Gleichungen 
> W:—>' WwW = K., 
6 


a 


so geniigen die der andern Form den Gleichungen 
TP 6 , 
> Wwe - > W. = K, 
a «“ 
a b 


K+ Ke=0 
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Die hierdurch festgesetzte reciproke Beziehung zwischen zwei 
Systemen multiplicativer Formen erweist sich fiir die Abzihlung der 
Constanten sehr fruchtbar. Ein specieller Fall ist auch schon von 
Roch in diesem Sinne verwerthet worden. Nimlich die algebraischen 
Functionen einerseits und die Formen ®(z, , z,) andererseits sind reciproke 
Formen; mit Riicksicht darauf lisst sich der gewdhnliche Riemann- 
Roch’sche Satz auch so aussprechen: 

Die Anzahl der linear unabhiingigen algebraischen Functionen, welche 
an « vorgegebenen Stellen unendlich werden diirfen, ist e«—p+1-+ 1, 
unter t’ die Anzahl der linear unabhingigen reciproken ganzen Formen 
(2,, %) verstanden, welche an den gegebenen « Unendlichkeitsstellen ver- 
schwinden. Der Satz gilt tibrigens auch fiir ¢—0; rt’ wird dann 
die Zahl p aller linear unabhingigen g(z,,¢,), und es wird also 
e—p-+1+17’=1; d.h. es giebt nur eine linear unabhingige iiberall 
endliche algebraische Function, nimlich die Constante, 

Der Grad einer multiplicativen Form mit bestimmtem Multiplicator- 
system sei 0, die Zahl der vorgegebenen Unendlichkeitsstellen «. Die 


1) é Nullstellen a,, a,,... aj, miissen dann gewissen » Congruenzen 
| 2? J+ 5 Pp 
von der Gestalt 


Wet wWe+---+WX*r= K, 
geniigen. Nach dem Riemann-Roch’schen Satze besitzen nun diese Con- 
gruenzen co*-?+*' verschiedene Lésungen, wenn t’ die Anzahl der linear 
unabhiingigen g(2,, 2) bedeutet, die an einem der Punktsysteme 
Gy» Ag, «++ Adpe Verschwinden. 

Es giebt alsoe+0—p+1-+ 1’ linear unabhiingige multiplicative 
Formen F(2,, 2.) vom Grade 8 und von bestimmtem Multiplicatorsysteme, 
welche an é vorgegebenen Stellen unendlich werden diirfen, unter t’ die 
Anzahl derjenigen linear unabhingigen g(z,, 2) verstanden, welche an 
den Nullstellen einer der Formen verschwinden. 

Es sei jetzt o(¢,, 2.) eine dieser g-Formen. Dann ist 

” (2, %2) 

f (4%, &) _ og = 
eine ganze zu F’(z,, 2.) reciproke Form, welche an den ¢ Unendlich- 
keitsstellen von F'(z,, 2,) verschwindet. Umgekehrt, wenn /‘(z,, 2) 
eine an den ¢ Unendlichkeitsstellen von F(z, , 2.) verschwindende ganze 
reciproke Form ist, so ist 

P (2 » %) = B(4,, 2) f (@, %) 

eine an den Nullstellen von F(z,, 2.) verschwindende g-Form. 

Also ist die Anzahl t’ derjenigen linear unabhiingigen (2, , 22), 
welche an den Nullstellen einer multiplicativen Form verschwinden, gleich 
der Anzahl der linear unabhingigen ganzen reciproken Formen, welche 
an den Unendlichkeitsstellen derselten Form verschwinden. 
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Dieser Satz mit dem vorhergehenden zusammen ergiebt die Er- 
weiterung des Riemann-Roch’schen Satzes fiir die multiplicativen 
Formen: 

Es giebt e+ 0—p+1-+1’ linear unabhingige multiplicative 
Formen F(z, , 2.) vom Grade 6 und mit bestimmtem Multiplicatorsysteme, 
welche an « vorgegebenen Stellen unendlich werden diirfen, unter t’ die 
Anzahl derjenigen linear unabhingigen ganzen reciproken Formen ver- 
standen, welche an den gegebenen « Unendlichkeitsstellen verschwinden. 

Fiir ganze Formen gestaltet sich der Satz folgendermassen: 

Ist 6 der Grad eines Systems multiplicativer Formen, 6 die Anzahl 
der darin enthaltenen linear unabhingigen ganzen Formen, 0’ und o' 
die entsprechenden Zahlen fiir das reciproke System, so dass also 
d+ 0’ = 2p — 2 ist, so bestehen die beiden reciproken Relationen 


6=0 —p+l1-+oe’, 
o'=0' —p+i1+e. 


Es ist dies im Grunde nichts anderes, als der bekannte Brill-Néther’- 
sche Reciprocititssatz*), welcher also jetzt mit dem gewdhnlichen 
Riemann-Roch’schen Satze unter einen Ansatz als Specialfall des ver- 
allgemeinerten Riemann-Roch’schen Satzes gebracht ist, wahrend er 
sonst nur als Zusatz zum gewoéhnlichen Riemann-Roch’schen Satze 
erscheint. 

Es soll nun noch genauer untersucht werden, in welcher Weise 
die willkirlichen Constanten in unsere Formen eintreten. 

Es mégen die ¢ Unendlichkeitsstellen von F(z,, 2,) getrennt 
liegen und die Coordinaten 2’, v7’; 7", 2)";...%,!*l, w,!*| haben; die 
ersten Entwicklungscoefficienten daselbst sollen A,, A,,... A, sein. 

In dem speciellen Falle, wo F(¢,, 2.) eine Form ®(¢,, 2.) ist, 
sind diese Coefficienten der Bedingung unterworfen: 


v=e 


> 4 =0. 


y=1 
Was entspricht dieser Bedingung im allgemeinen Fall? 


Es sei f’(¢,, ¢] irgend eine der o’ ganzen reciproken Formen. 
Dann ist F(z,, 2). f’(@,, @) eine Form (¢,, 2), welche nur an den 


Stellen 2,', 2°; 2", %"; ... m,!*!, a,l*| je mit dem Coefficienten 
A, f' (a,'"!, ,!"!) unendlich wird. Daher muss die Gleichung 

ae A, f’ (x,!'"!, x,'"!) = 0 

v=1 


*) Brill-Néther: Ueber die algebraischen Functionen und ihre Anwendung 
in der Geometrie § 5. Math, Ann. Bd. 7, 1873. 
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fiir jede der o’ linear unabhingigen Formen /’(2,, #,) erfiillt sein, die 
ich der Reihe nach mit 


, , , , 
fi 1» #2)» fo’ #1» #2)) + + » for (4, @e) 
bezeichnen will. 
Die Coefficienten A, der Unendlichkeitsstellen 
By, Bg} By’ By 3. Hil, wll 

einer beliebigen multiplicativen Form geniigen, unter )'\' (2, 22), fr (#1) #2), 
.. «fa (% 5 2) die 6 linear unabhingigen ganzen reciproken Formen ver- 
standen, dem Gleichungssystem : 


Aj fy’ (41', Xo’) + Aah (44", Xo") +++ > Aafy’ (a!*!, z,!*!) = 0, 
Aj fo’ (ay', Xo) + Agfa’ (@y", X29") + +++ + Aafy’ (x,!*!, wal!) = 0, 


A, fo (x,’, %y') + ‘A, fo (2,”, %»'") + ee + A.fy (x,!*|, %q!*!) = 0. 


Wenn nun aber 7’ linear unabhiingige Combinationen der /,’, f,',...fo 
an den simmtlichen Stellen ,!"!, «,!"! verschwinden, so sind t’ dieser 
Gleichungen identische Folge der iibrigen, die A, also nur o’ — 7’ 
unabhingigen Bedingungsgleichungen unterworfen. Daraus folgt: 

Die Coefficienten A, der « Unendlichkeitsstellen einer multiplicativen 
Form lassen sich linear und homogen aus ¢— 6’ + tv’ willkiirlichen 
Grossen zusammensetzen, unter o' die Zahl aller linear unabhingigen 
ganzen reciproken Formen, unter t’ die Zahl derjenigen linear unab- 
hdingigen ganzen reciproken Formen verstanden, welche an sdimmtlichen 
é Unendlichkeitsstellen verschwinden. 

Im Allgemeinen sind die A, nicht die einzigen willkiirlichen Con- 
stanten der Form. Denn man kann immer noch ohne Aenderung der 
A, eine beliebige lineare Combination der 6 ganzen Formen /(2,, 2) 
desselben Grades und Multiplicatorsystemes hinzufiigen. Man findet 
mithin als Gesammtzahl der willkirlichen Constanten 


e—o'+r' +6, 
welche Anzahl wegen der oben gegebenen Relation 
6—o' =—=d—p+l 
in der That mit der friiher gefundenen Constantenzahl 


etd—p+i14+r 
iibereinstimmt. 


Von den ¢+09—p+1+1’ willkiirlichen linearen Constanten 
einer multiplicativen Form kommen « — 6’ + t' auf die Coefficienten 
der Unendlichkeitsstellen, 6 auf die noch willkiirliche ganze Form. 

Ich bemerke noch, dass alle diejenigen Falle, wo sowohl 6 wie o’ 
von Null verschieden sind, besondere Werthe der Integralsummen, und 
also auch besondere Multiplicatorsysteme voraussetzen. 
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Den Fall, wo entweder 6 oder 6’ gleich Null ist, wenn es also nur 
in einem der beiden reciproken Formensysteme (oder in keinem, wenn 


d = p — 1) ganze Formen giebt, nenne ich den ,,allgemeinen Fall“. 
Im allgemeinen Fall ist,” wenn 


d>p—list, c-—d—p+l1, o =—0, 


wenn 
d<p—list, =O, o=d'—p+l. 


Der allgemeine Fall liegt z. B. immer vor, wenn entweder d < 0 oder 
d> 2p — 2 ist. Fir d=—0O sowie 0d = 2p —2 ist der allgemeine 
Fall durch die nichtalgebraischen und nicht mit algebraischen ver- 
wandten Functionen bezw. Formen vorgestellt. 


§ 12. 
Mindestanzahl der Unendlichkeitsstellen einer multiplicativen Form. 


Es sei Grad und Multiplicatorsystem einer Form gegeben. 

Wie gross ist die Mindestanzahl von Unendlichkeitsstellen, wenn 
dieselben ihrer Lage nach keinen Bedingungen unterworfen, also ganz 
frei beweglich sein sollen? 

Es sei o die Anzahl der ganzen Formen vom selben Grad und 
Multiplicatorsystem, o’ die Anzahl der ganzen reciproken Formen. 

Ich untersuche die folgenden beiden Fille: 


1) @«>6, 
2) e<o’. 


Im Falle 1) ¢ >’ ist die Anzahl ¢4+060—p-+1-+ 1’ der will- 
kiirlichen Constanten einer Form mit irgendwie vorgegebenen ¢ Un- 
endlichkeitsstellen grésser als o’ + d-—-p-+1, also grdsser als 6, 
d. h. diejenigen Formen, welche iiberall mit Ausnahme héchstens der 
é vorgegebenen Stellen endlich bleiben, besitzen mehr willkiirliche 
Constanten, als die tiberall endlichen Formen. In Folge dessen ist die 
Méglichkeit, dass die Formen alle auch an den gegebenen « Stellen 
endlich bleiben, ausgeschlossen, und man erhiilt also fiir 


e=o'+1 
sicher noch wirklich unendlich werdende Formen. 


Im Falle 2) e< 6’ ist bei allgemeiner Lage der Unendlichkeits- 
stellen t’ = 6° — «, also die Zahl der willkiirlichen Constanten 


et+t+d—pt+i1+r =e. 


Die Zahl der Constanten in denjenigen Formen, welche an den 
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gegebenen Stellen unendlich werden diirfen, ist also ebensogross, als 
die Anzahl der Constanten in denjenigen Formen, welche nirgends 
unendlich werden, d. h. wir bekommen in Wahrheit keine Formen 
mehr mit Unendlichkeitsstellen. Das Ergebniss der Untersuchung 
ist also: - 


Die Mindestanzahl frei beweglicher wirklicher Unendlichkeitsstellen 
einer multiplicativen Form ist 


e=o +1l=—p—d+e, 


also um 1 grésser als die Zahl der ganzen reciproken Formen. 

Die Zahl der willkiirlichen Constanten in einer Form mit dieser 
Zahl der Unendlichkeitsstellen ist bei allgemeiner Lage derselben um 1 
grosser als die Zahl der Constanten in einer ganzen Form vom selben 
Grade und Multiplicatorsystem, und die Coefficienten der Unendlichkeits- 
stellen sind im selben Falle jedesmal eindeutig bestimmt. 


Multiplicative Formen mit nur einer beweglichen Unendlichkeitsstelle 
giebt es ausschliesslich dann, wenn es keine ganzen reciproken Formen 
giebt, also nur im allgemeinen Falle fiir 0 >p — 1. 

Die ausgesprochenen Siitze geben die Mindestanzahl ganz allgemein 
gelegener Unendlichkeitsstellen; man kann dieselben, jede einzelne 
ganz beliebig, sich bewegen lassen, und doch den Zahler der Form 
immer so bestimmen, dass die Form dasselbe Multiplicatorsystem bei- 
behalt. In jedem einzelnen Stadium der Bewegung sind dabei die 
Coefficienten der Unendlichkeitsstellen im Allgemeinen ihren Ver- 
hiltnissen nach wohlbestimmt. Doch bei specieller Lage der Unend- 
lichkeitsstellen — z. B. wenn man als Unendlichkeitsstellen irgend é 
der Nullstellen einer ganzen reciproken Form wahlt, — erhdht sich 
die Constantenzahl des Ziihlers, so dass man einen oder mehrere dieser 
Coefficienten zum Verschwinden bringen kann, dass man also eine 
Form mit einer geringeren Anzahl von Unendlichkeitsstellen erhilt, als 
die eben gefundene allgemeine Mindestanzahl angiebt. 

Dies ist aber, wie ich wiederhole, nur fiir specielle Lagen der 
Unendlichkeitsstellen méglich; man kann diese dann, wenn das Multi- 
plicatorsystem dasselbe bleiben soll, nicht mehr ganz beliebig variiren, 
sondern sie miissen ein System von weniger als ¢ Graden der Freiheit 
bilden. Die Frage nach der Mindestanzahl der Unendlichkeitsstellen von 
beschrdinkter Bewegungsfreiheit haben die Herren Brill und Nother 
in der oben angefiihrten Abhandlung fir die algebraischen Functionen 
beantwortet, nachdem schon Riemann eine erste Abzihlung gegeben 
hatte. Ganz entsprechend gestaltet sich dieselbe Untersuchung fiir die 
multiplicativen Formen. Ich will hier nur die beiden wichtigsten 
Grenzfille kurz erdrtern: 





318 Ernst Ritter. 


1) Welches ist die Mindestanzahl der Unendlichkeitsstellen tiber- 
haupt ? 


2) Welches ist die Mindestanzahl beweglicher Unendlichkeitsstellen. 

Zu 1) findet man, wie ich gleich im Voraus bemerke, entweder 
feste Unendlichkeitsstellen, oder solche von einem Grade der Freiheit, 
zu 2) solche entweder von einem oder von zwei Graden der Freiheit. 

Beide Fragen werden, im Gegensatz zu der Frage nach der 
Mindestanzahl frei beweglicher Unendlichkeitsstellen , nur unter Voraus- 
setzung allgemeiner Maultiplicatoren, sowie ailgemeiner Moduln des 
algebraischen Gebildes beantwortet werden, so dass fiir specielle Moduln 
und Multiplicatoren sehr wohl eine kleinere Zahl von Unendlichkeits- 
stellen méglich ist. 

Damit z’, x”,...l*! wirkliche Unendlichkeitsstellen sein sollen, 
muss das Gleichungssystem auf Seite 315 mindestens oo!, allgemein 
coftt Lésungen in nicht verschwindenden Gréssen A,, A,, ... As 
besitzen. Da man ¢< oo’ annehmen darf, so miissen also die simmt- 
lichen (e—@)-gliedrigen Determinanten der Matrix 


fy (@4', 2" fy (%', 29’) woe Fo (%, %’) 
| fy (a4", %_”) fa’ (ay"", @_") «es fer (2, 2") 


fy (a,!*1, x! #1 fo (x,!*!, x! *l satel for (a,!*!, a_|*!) | 
verschwinden. Dies ergiebt 


(e+ 1 —e+1) 
unabhingige Gleichungen fiir die « Punkte 2’, 2”,... al*!. 


Sollen die Lésungen nun ein System von ¢ Graden der Freiheit 
bilden, so muss allgemein zu reden 


eé—(e+1) (e°—e+1) =t>0 
sein, oder 
ge CHG +leti +?) 
e+2 
Ich brauche nur g@ =O zu beriicksichtigen, da man fiir @ > 0 
niemals kleinere Zahlen als fiir @ = 0 erhilt, und wenn gleiche Zahlen, 
dann immer einen geringeren Grad + der Freiheit. 
Nehme ich also @ =O an, und sehe vorderhand von einer Unter- 


suchung, ob die Gleichungen mit einander vertriglich sind, ab, beriick- 
sichtige aber, dass jedenfalls 


s>—d 


sein muss, so finde ich als 








ee 











ee 
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Mindestanzahl der Unendlichkeitsstellen 


1) von fester Lage: 
g = t', wenn > — p ast 
keine Lisung, , O<—p ” 


vorausgesetet, dass 
o’ = 1(mod. 2), 


2) von einem Grade der Freiheit: 
o’ +2 vorausgesetet, dass 
~~ oe 


o’ = 0(mod. 2), 


é , wenn 0 > — (p+) ist 
” 0 {_- (p+ 1) ” 
3) von zwei Graden der Freitheit: 


e=* +3 wenn 0 > — (p-+2) ist 


keine Lésung, 


vorausgesetzt, dass 
o’ = 1(mod. 2). 

keine Lisung, , O8<—(p+2) ,, 

In den ausgeschlossenen F'illen 


S<—p, I< —(pt])), I< —(p+2) 
ist die betreffende Mindestanzahl einfach «= —0, der Grad der 
Freiheit jedoch ein grésserer, nimlich {= ¢ — p= — p— 0. 

Es ist nun noch zu untersuchen, wie viel verschiedene Systeme 
von fester Lage, von einem Grade der Freiheit, von zwei Geraden der 
Freiheit das durch die Matrix vorgestellte Gleichungssystem liefert; 
dadurch wird zugleich die Frage beantwortet, ob die Gleichungen 
tiberhaupt mit einander vertriiglich sind. Es ist das im Wesentlichen 
ein geometrisches Problem, welches darauf hinausliuft, die durch die 
Gleichungen 

X, =f, (215 #2), Ky = fe’ (Hs), - » Xo = for (4, #2) 
vorgestellte Curve vom Geschlechte p im (6’—1) dimensionalen Raume 
in Bezug auf gewisse Singularitiiten zu untersuchen. 

Der Kiirze halber gebe ich einfach die Resultate, welche aus der 
von den Herren Brill und Néther in § 11 ihrer Abhandlung an- 
gegebenen Formel hervorgehen: 

Es bezeichne @ die Anzahl der allen /,’, f;,... fe gemeinsamen 
Nullstellen, ¢ den Grad der Freiheit je eines Lésungssystems, a die 
Anzahl der unterschiedenen Lisungssysteme; dann ist 


2 ee ee 
+OC 


wey Oe 64-6, o' =2s—ti—1. 


usp — 6 4 ts —1-—~ 8, 






} 
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Man kann den Ausdruck fiir a@ auch in einer andern Weise dar- 
stellen. Die Summe 


r\  (P\ (r—2 e ("~4)- ae 

(;) oUt 9) s—4 3 
ist nimlich der Coefficient des von z freien Gliedes in der Entwicklung 
folgenden Ausdrucks nach steigenden Potenzen von x, 


(1 — ty CRO _ Ute)? Gaertn 


a’ a 


Daraus folgt: 
a ist der Coefficient des von x freien Gliedes in der Entwicklung von 
(ia)? (1—a)et 
a t 
nach steigenden Potenzen von x. 
Besonders einfach wird « im allgemeinen Falle. Da fiir diesen 
das Problem nur fiir d < p — 1 existirt, so ist o—0. Zugleich ist 


@=—=Q(Q, so dass a der Coefficient des von x freien Gliedes in der 
Entwicklung von 

(i—a)? 

a** 

wird. 


Im allgemeinen Falle wird daher 

eal F Sad. ores) 

—— 1.2...(e—%) 

0 =p—2e+ ft, 
d'’=p+2e—i—2, 
Die oben vorgenommene Ausschliessung der Werthe 0 < — (p++?) 

findet sich also auch in der Formel fiir « begriindet. Denn aus 

d=—p—2e+t< — (p+) 


p—éett+1<0, 
so dass dann — da fiir negative 0 immer der allgemeine Fall vor- 
hegt — in der That a = 0 wird. 


Ich wende ferner die Formel noch auf den Fall der algebraischen 
Functionen und auf den Fall der bei kanonischer Darstellung alge- 
braischen Formen vom Grade 2p — 2 d. h. der Form ®(¢,, 2.) an. 

Im ersten Fall ist 

O=0, J =—=2p—2 
6=1, o’' =p, 


o' =2-—t—1l. 


folgt 


o = 0 
und 


p+i-+t 
—__— 
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wo fiir ungeradzahlige p nur ¢=0 und ¢=2, fiir geradzahlige p 
dagegen nur ¢ = 1 in Betracht kommt, 
Allgemein setze ich 


p=2e—t—1. 


Die Anzahl der Lésungen « ist der Coefficient des von x freien Gliedes 
in der Entwicklung von: 


(i-a)*—* | (1—2) 


a? 


also 


en (*) (| p Se ee (e+1) 
fue e—t e—t—1 1.2... (e—t) 


mithin 
fir?=—=0 a=0O, 
™ ao, __ (2e— 2) (2e—3).. (oF) 
fir¢—1 c= ~ £.2..6(@—2) 
Or fae 2 gm C= NGH—H... ON), 
firt?=2 a= oe 
Die Unendlichkeitsstellen einer algebraischen Function sind also 


immer beweglich, und die Mindestanzahl derselben ist bei geradzahligem 

p gleich ete, bei ungeradzahligem p dagegen g gleich ®= +8. Im ersten 

Falle besiionn die Unendlichkeitsstellen einen, im andern ae Grade der 

Freiheit; die Anzahl der verschiedenen Systeme von Unendlichkeitsstellen 

ist beidemal 

Sk eat) Laat EX -(e+1) 
£6 -(¢— 1) ) 


Qa .* ) 


Fiir die algebraischen Formen vom Grade 2p — 2 ist 


d=2p—2, O'=0, 9 
6=p, o’=1, 


Es kommt nur ¢=0 mit e=1 und ¢t=2 mit ¢«—2 in Betracht. 
Die Anzahl «@ ist der Coefficient des von w freien Gliedes in der Ent- 
wicklung von 
(1--a)? .(1—a)? 
a 
also 


fir?¢=0 a=0O, 
fir?¢=2 a=—l1. 


*) Dieser von mir gefundene geschlossene Ausdruck der Zahl a stimmt genau 
mit den beiden von Herrn Brill in Math. Ann. Bd. 36, 8, 358 angegebenen ge- 
_schlossenen Ausdriicken tiberein. Leider war mir zur Zeit der Abfassung meiner 
Arbeit diese Abhandlung von Herrn Brill weder bekannt noch zuginglich. 
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Die Mindestanzahl der Unendlichkeitsstellen einer nicht ganzen 
algebraischen Form (z,,2,) vom Grade 2p —2 ist e=2. Diese 
bilden dann ein einziges frei bewegliches System. 

Alle die vorstehenden Siitze, mit Ausnahme derjenigen itiher die 
Anzahl der frei beweglichen Unendlichkeitsstellen, beziehen sich nur 
auf allgemeine Moduln des algebraischen Gebildes und auf allgemeine 
Multiplicatorsysteme. Fiir specielle Multiplicatorsysteme auf algebraischen 
Gebilden von speciellen Moduln kann die Mindestanzahl der Unendlich- 
keitsstellen sehr wohl eine kleinere sein, als die angegebene. Z, B. ist 
die Mindestanzahl der beweglichen Unendlichkeitsstellen einer alge- 
braischen Function auf einem hyperelliptischen Gebilde bekannter- 


: p-+ 2 3 
massen nicht p+ bezw. P+ , sondern 2. 


Fiir specielle Multiplicatorsysteme kann sich z. B. auch auf einem 
beliebigen algebraischen Gebilde die Anzahl wenigstens der festen 
Unendlichkeitsstellen selbst bis (— 0) erniedrigen, welche Zahl jeden- 


falls fiir — p < 0 < 0 kleiner als die allgemeine Mindestanzahl pos ist. 


Eine solche Erniedrigung der allgemeinen Grenze kann aber, mégen 
die Moduln allgemein oder speciell sein, jedenfalls nicht fiir alle Multi- 
plicatorsysteme stattfinden. 

Denn gesetzt, das Congruenzensyste m 


We + Wo+...4 Wer WY — WS —...—- Wr = EK. 


liefere fiir jedes der oo” Systeme von Werthen K, ein mindestens ¢-fach 
unendliches System von Punktgruppen a,, @,,... G4.) ©, 2, ... wl, 
so miisste das System aller méglichen Punktgruppen ein mindestens 
(p+ #)-fach mannigfaltiges System sein, also 


d+2e>p+t, e>P—3tt 


sein, d. h. es ware ¢ mindestens gleich der oben gefundenen Mindest- 
anzahl fiir den allgemeinen Fall; und fiir diejenigen Werthe von 0, 
fiir welche diese Formel nicht gilt, d. h. fir d< — (p+¢#) und fiir 
d>p— 1, ist es selbstverstiindlich, dass die da sich allgemein ergebenden 
Mindestanzahlen (— 0) und ¢ nicht noch weiter erniedrigt werden 
kénnen. 

Sieht man nun aber ganz davon ab, bei der Variirung der Formen 
das Multiplicatorsystem derselben festzuhalten, so héren alle Unter- 
schiede zwischen den verschiedenen algebraischen Gebilden auf. Dann 
nimlich kann man jede Nullstelle und Unendlichkeitsstelle und ausser- 
dem noch jede der Constanten k,, k, des allgemeinen Ausdrucks einzeln 
beliebig variiren ohne aus dem Gebiet der multiplicativen Formen des 
bestimmten Grades herauszutreten. 
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Dies giebt auch Aufklirung dartiber, wie es méglich ist, dass auf 
algebraischen Gebilden von bestimmten Moduln gewisse algebraische 
Functionen- und Formensysteme scheinbar isolirt auftreten, die auf 
anderen Gebilden, wenn auch mit noch so wenig verschiedenen Moduln, 
nicht zu existiren scheinen. Ist nimlich die Anzahl der Null- und 
Unendlichkeitsstellen zu gering, so kann man bei allgemeiner Variation 
der Moduln nicht mehr durch Variation der Null- und Unendlichkeits- 
stellen erreichen, dass das Multiplicatorsystem dasselbe bleibt. 

Bei Variation der Moduln des algebraischen Gebildes verwandeln 
sich die speciellen algebraischen Functionen in nothwendig multiplicative 
Functionen, wiihrend man die allgemeinen algebraischen Functionen so 
einrichten kann, dass sie algebraisch bleiben. 

Ks ist jedoch nicht néthig, dass bei der in Rede stehenden Variation 
alle algebraischen Functionen mit einer gewissen Anzahl von Unendlich- 
keitsstellen wieder in einem System mit gemeinsamem Multiplicatorsystem 
zusammen bleiben, sondern sie,werden im Allgemeinen verschiedene 
Multiplicatorsysteme bekommen miissen. 

Inwieweit ein solches Zusammenbleiben modglich ist, inwieweit es 
auch auf allgemeinem algebraischen Gebilde in dem Sinne specielle 
Multiplicatorsysteme giebt, dass zu ihnen nicht nur einzelne Formen 
sondern ganze Formensysteme mit einer geringern als der allgemeinen 
Mindestanzahl von Unendlichkeitsstellen gehéren, das wire einer ge- 
nauern Untersuchung werth. Was ich in meiner Note in Nr.3 der 
Gott. Nachr. vom Jahre 1893 auf Seite 133 iiber specielle Multiplicator- 
systeme sage, bezieht sich nur auf solche Multiplicatorsysteme, zu denen 
wenigstens einzelne Formen mit einer geringern Anzahl dann natiirlich 
im Allgemeinen fester Unendlichkeitsstellen gehéren, Solche specielle 
Multiplicatorsysteme giebt es natiirlich immer. Ueberhaupt habe ich an 
jener Stelle den Unterschied zwischen festen und beweglichen Unend- 
lichkeitsstellen nicht hervortreten lassen, hauptsichlich in Folge meines 
Ausgangs von den automorphen Formen, bei denen die zwischen d=0 
und d = 2p — 2 liegenden Fiille zuniichst zuriicktreten. 


§ 13. 
Die Elementarformen. 


Wir haben oben gesehen, dass irgend eine multiplicative Form 
von bestimmtem Grad und Multiplicatorsystem durch das Verhalten in 
ihren Unendlichkeitsstellen soweit gekennzeichnet ist, dass nur noch 
eine lineare Combination einer hinreichenden Anzahl ganzer multipli- 
cativer Formen desselben Systems willkiirlich bleibt. in specieller 
Fall multiplicativer Formen sind die algebraischen und von diesen 
wieder die rationalen Functionen. Diese sind durch das Verhalten in 


21° 
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ihren Unendlichkeitsstellen bis auf eine willkiirlich bleibende Constante 
bestimmt. Das fiihrt aber bei den rationalen Functionen dazu, die- 
selben aus Partialbriichen und einer Constanten darzustellen; ich will 
solche einfache Darstellungselemente in Anlehnung an den von franzési- 
schen Mathematikern gebrauchten Ausdruck ,,éléments simples“ all- 
gemein ,,Elementarfunctionen“ und wenn es sich um Formen handelt 
»,Llementarformen“ nennen. Bei den rationalen Functionen ist die 
Elementarfunction wieder eine Function derselben Art, eine rationale 
Function, und zwar eine solche, welche immer nur an einer Stelle 
unendlich wird, Auch die algebraischen Functionen stellt man durch 
Elementarfunctionen dar. Hier bietet sich aber die Schwierigkeit, 
welche darin liegt, dass es keine algebraischen Functionen mit 
nur einer Unendlichkeitsstelle giebt. Man ist daher gezwungen, ent- 
weder zu der variablen Unendlichkeitsstelle noch eine Anzahl fester 
Unendlichkeitsstellen hinzuzunehmen, — dies geschieht z. B. wenn 


man irgend eine elliptische Function als Summe von Functionen 


19'u ‘v : . : 
z ee a darstellt — oder man muss Functionen einer allgemeineren 


Art als Elementarfunctionen heranziehen, — im algebraischen Falle 
Integrale zweiter Gattung. 

Beide Arten von Darstellungen sind nun auch fiir die allgemeinen 
multiplicativen Formen méglich, und es wird sich dabei ein iiber- 
raschender Zusammenhang zwischen den Elementarformen der einen 
und der andern Art herausstellen. Alle bekannten Darstellungen der 
algebraischen Functionen durch Elementarfunctionen, sowohl durch 
algebraische, wie durch Integrale, ergeben sich dann als Specialfiille 
unserer lormendarstellungen durch multiplicative Elementarformen. 

Es ist also die Aufgabe, simmtliche multiplicative Formen eines 
Systems vom Grade 0 und dem Multiplicatorsystem 0, durch Elementar- 
formen darzustellen, — wobei ich mich in dieser Arbeit auf Formen 
mit nur einfachen Unendlichkeitsstellen beschranke. — 

Wenn das System auch ganze Formen, etwa in der Anzahl 6, 
enthalt, so hat man ausser den gebrochenen auch noch ganze Ele- 
mentarformen nothig, niimlich irgend 6 linear unabhiingige ganze 
Formen des Systems, welche /f,(2,, 2), fo(2, 8), - ++ fo(@» 4) 
heissen sollen. 

Jede beliebige ganze Form des Systems liisst sich dann auf’ eine 
und nur auf eine Weise in der Gestalt darstellen: 

f(r, 2) = Byfy(@, #2) + Bofo(@, #) + +++ + Bofa(s,, 22) 
Denn wiren irgend zwei Darstellungen derselben Form einmal mit 
den Coefficienten B,, das andere Mal mit den Coefficienten C, miglich, 
so miisste 


(B,—C,) fi, #) + (B, —C,) fo (2, #) + +--+ + (Bs—Co) fo (1, 42) 
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identisch verschwinden, was eine lineare Relation zwischen den /,,/j,...f, 
ergabe, entgegen der Voraussetzung tiber die Auswahl dieser Formen. 

Was nun die gebrochenen: Elementarformen betrifft, so will ich 
zuerst von solchen Elementarformen sprechen, welche selbst multipli- 
cative Formen desselben Systems sind, wie die darzustellenden Formen; 
ich will sie ,,Elementarformen der ersten Art“ nennen. 

Wenn es im reciproken System o’ linear unabhiingige ganze Formen 
giebt, so ist die Mindestanzahl willkiirlich anzunehmender Unendlich- 
keitsstellen o’ +- 1, 

Ich verstehe nun unter einer Elementarform erster Art eine solche 
multiplicative Form des betreffenden Systems, welche nur an o' festen 
Stellen y’, y”, ... y'?'! von allgemeiner Lage und an einer variablen 
Stelle « je einfach wnendlich werden, und zwar an der Stelle x mit 
dem Coefficienten 1. 


Der allgemeine Ausdruck der Elementarform in Primformen ist: 


; 1 P(xy’) P(wy’)...P(ay!”') 
(I) A (8,893 U4, %_) = —— + a Ut ey ee 
P(zx) P(ey’) P(ey”)... Plzy'®') 


sind pd ~~ Vv 32” 
P(éa,) P (ey)... P(2a, 45) <a Sa We 


P (xa,) P (wa,)...P (wa, 4) 


wobei die Constanten folgenden Bedingungen geniigen miissen: 


Q) We+We+...4 Wer => (ls anh, O25) 


+(WL4 WE +4 Wi) + Wi, 
=K,+(Wi+ We +--+ we") + Wz, 
(2) ke -> (hx Max + he Nax): 


Dabei sollen die festen Unendlichkeitspunkte y’, ... y'*! eine 
solehe Lage haben, dass die Coefficienten des Unendlichwerdens in 
ihnen durch die Lage des Punktes x eindeutig bestimmt sind. Es 
seien @,, @, ... @ die Coefficienten des Unendlichwerdens in 
y’,y”,...y!%!. Dieselben miissen mit dem Coefficienten 1 der Stelle 2 
durch folgende Gleichungen verbunden sein, in welchen /;’, /;',... fo 
die o’ linear unabhiingigen ganzen Formen des reciproken Systems 
vorstellen: 


Os fy (Uy, Yee, W's Ye") be bee fy YP LYE') +A (wx) = 0, 
asf, (Yi 5Yo + of (y,", Yo’ )+ eb Og’ fy (y!’ Lye) +7, (25, 2%_) = 0, 


(3) 


cs fo (Ys's Yo) + Mofo (Uys Yo Eo eee for (YY) fe (4,02) = 0. 
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Damit die a,, «,, ... @ hierdurch immer eindeutig bestimmt sind, 
ist hinreichende und nothwendige Bedingung, dass die Determinante 


A (y's Yes A ns Me")s «+ © AY OP We) | 
fa (Y's Yo)» Fe Y's Ya)» fh (i? wy) | 
} : 2 0 


fo (Ys, Yo), fo (Ys, Yo"), -- + for Y's yy") 

ist, d. h. dass es keine nur an den Stellen y’, y”, ... yl¢! wirklich 
unendlich werdende Form desselben Systems, oder dass es keine an 
simmtlichen Stellen y’, y”, ... yl! verschwindende ganze Form des 
reciproken Systems giebt. In solecher Weise kann man die festen Un- 
endlichkeitsstellen aber sicher wihlen; denn wenn es fiir jede Lage 
derselben eine nur an diesen unendlich werdende Form giibe, so wire 
die Mindestanzahl allgemein gelegener Unendlichkeitsstellen nicht 
o’ +1, sondern <0’, 

Setzt man eine solche allgemeine Lage der festen Unendlichkeitsstellen 
voraus, so sind die Coefficienten in denselben durch das Gleichungssystem (3) 
immer eindeutig bestimmt, welches auch die Lage der variablen Unend- 
lichkeitsstelle x sein mag. 

Durch das Congruenzensystem (1) sind die Stellen a,, a,,... dpis 
derart als Functionen der variablen Unendlichkeitsstelle ~ bestimmt, 
dass diese Functionen noch 6 willkiirliche Parameter enthalten, fiir 
welche man beliebige ein- oder mehrdeutige Functiongn der Unend- 
lichkeitsstelle x einsetzen kann. 

Ich zeige nun, dass die definirte gebrochene Elementarform im 
Verein mit den 6 ganzen Elementarformen in der That zur Darstellung 
aller multiplicativen Formen des Systems mit nur einfachen Unend- 
lichkeitsstellen brauchbar sind. Ich behaupte also: 


Jede multiplicative Form F(z,, 2.) des Systems, welche an den 
Stellen xv’, x”, ... x"! und nur an diesen je einfach mit den Coeffi- 
cienten A,,A,, ... A. unendlich wird, hat die Gestalt: 

=e 


“uso 
(I) Fe, 4) = Ps A, A(6,, #3 x1', a") + Ps Bu fu (25 #2). 


v=1 ual 


Dass die hierdurch dargestellte Form eine multiplicative Form des 
Systems ist, welche an den Stellen zw’, x”, ... xl in der vorge- 


schriebenen Weise unendlich wird, ist ohne Weiteres klar. Es muss 


aber noch bewiesen werden, dass sie an keiner weiteren Stelle un- 
endlich wird. 
Sie kénnte nur noch an den Stellen y’,y”,... y!@! unendlich 


werden ; die Coefficienten des Unendlichwerdens an diesen Stellen wiirden 
dann folgende sein: 
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v=e 


-»> A,ol', , m A,af!, ... Cr = > A, al", 


v=1 v=1 v=l1 


wo die «', af, ... a! je aus folgenden Gleichungssystemen zu be- 


— wiren: 


al A (yy, Yo) to A ay ye eee ee! Ay (yl?! oP) + fy (acl, ah!) = 0, 
oy i 1 Yo) + ay" fy (y," 42 "\ fall fy (yl?! yl” )+ fy (ara )—_ 0, 


eet! for (4 V1.9 bod fo (yy, ye") Etat! fe tue) -+ felatat) <0. 


Da nun aber die Coefficienten A” nach dem Residuensatz den Gleichungen: 


> 4h (at, at) =0, 
v=1 

«) 2 Ay fy (a, al!) = 0, 
v==1 
5 Ay fo (ay , ay!) = 0 
7=1 


geniigen, so folgen fiir C,, C,,... Cy die Gleichungen: 
Os AY (Y's Yo!) Or A (ns Yo") Ee + Oa Yl", yo!) = 0, 
Ch fe (i's we) + Cr fe i's") + + Co oY", ys!) = 0, 


C, fo Wiy Yo) + Ce fo (ys, Yo") + - Ls Co fold", vf) =o, 


Hier ist aber, wie wir wissen, die Determinante der f von Null ver- 
schieden; daher miissen simmtliche C,,C,,...Cy verschwinden, die dar- 
gestellte Form also an den Stellen y’, y”,..., y!%! endlich bleiben. Der 
Beweis zeigt zugleich, dass die Gleichungen (4) nicht nur nothwendige, 
sondern auch hinreichende Bedingungen dafiir sind, dass die rechte 
Seite von (II) eine multiplicative Form vorstellt, welche nur an den 
Stellen aw’, v2”, ... all unendlich wird. 

Um nun zu den ,,Elementarformen der zweiten Art“ zu gelangen, 
welche im Allgemeinen nicht multiplicative Formen, wie die darzu- 
stellende Form sind, se betrachte ich die oben gewonnene Elementarform 
als Function ihrer variablen Unendlichkeitsstelle x Zu dem Zwecke 
miissen freilich die in den a, 2... @p4o Willktirlich gebliebenen 6 Para- 
meter in irgend einer Weise, tiber welche ich jetzt gar keine Voraus- 
setzung machen will, als bestimmte Functionen von « festgelegt werden. 

Da P(z, x), wihrend es in 2,, 4 vom Grade - ist, in den 
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Variablen x,, 2, den Grad a besitzt, so ist die Elementarform, 


wenn sie in 4, 2 den Grad - © hat, in #,, % vom Grade 


PS 2-8 _ 3" 


m m 


Man hat also den Satz: 


Die Elementarform erster Art hat als Form ihrer variablen Unend- 
lichkeitsstelle denselben Grad, wie die reciproken multiplicativen Formen. 
Die Entwicklungen der Elementarform an der Stelle 2 = az: 


(a) 1 (Zev \" Ben) 45 Fen) Pes 





P (xy)/ P (xy) 
(2 ) wy ( (2 ) nm i 
(B) Gy): (a +5" (229 “(ex)}, 


(aa, ba = sin VOn 2, %»), 


lassen sich in Entwicklungen folgender Gestalt umsetzen: 


; r (ey) 1 i(Z ev" Pir et 
(a) 1- (Few) P(a2) +> Poy) - Paz), 
é +1 — . = 
8) Glee (EL en) SoD (ea), 
A= : 


(aj, b; = Formen von 4,, 2,). 
Man sieht daraus: Wéhrend der Ausgangseweig von A(#,, 2); X;, Xq) 
als Form von 4,, 2, an der Stelle x mit dem Coefficienten + 1 un- 
endlich wird, wird er als Form von x,, x, mit dem Coefficienten — 1 
unendlich. 

Lasst man nun 4,, 2 irgend einen geschlossenen Umlauf aus- 
fiihren, so multiplicirt sich die Elementarform, also auch der Coeffi- 
cient des Unendlichwerdens, mit dem zugehérigen Multiplicator e,. Man 
kann aber wohlverstanden diesen Umlauf nur in dem geschlossenen 
Ausdruck, nicht in einer der Reihen (a) oder (8) ausfiihren, weil man 
dabei die Convergenzgrenze derselben nothwendig iiberschreiten miisste. 

Es soll nun aber auch 2,, x einen Umlauf machen, und unter- 
sucht werden, mit welchem Coefficienten der dadurch zu gewinnende 
neue Zweig der Elementarform an der Stelle ¢ unendlich wird. Dieser 
Umlauf lisst sich ebensowenig, wie derjenige von ¢,, 2, in einer der 
Reihenentwicklungen ausfiihren. 

Wohl aber kann man die Reihen benutzen, um einen simultanen 
Umlauf von g und z daran auszufiihren; denn dadurch, dass man ¢ 
und 2 in jedem Stadium des Umlaufs einander binreichend nahe wiblt, 
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kann man bewirken, dass die Convergenz der Reihen stets erhalten 
bleibt. Dabei geht aber das unendlich werdende Glied sowohl der 
Reihe (8) wie (6’) wieder in sich selbst tiber, wihrend die weiteren 
Coefficienten sich im Allgemeinen wie mehrdeutige Formen von 2,, x, 
bezw. von 2,; 2, andern. Jedenfalls aber bleibt bei einem simultanen 
Umlauf von z und @ der Coefficient des Unendlichwerdens ungeiindert. 

Nun sieht man auch, wie sich der Coefficient des Unendlichwerdens 
iindert, wenn 2,, 2, einen Umlauf macht. Man kann nimlich einen 
solehen Umlauf sich durch eine Combination eines simultanen Umlaufs 
von ¢ und # und eines Umlaufs von ¢ allein im entgegengesetzten 
Sinne ersetzt denken. Daraus folgt: 


Liisst man bei festgehaltenem 2,, 2, die Unendlichkeitsstelle x, , 2, 
einen solchen Umlauf machen, zu welchem der Multiplicator @, gehdrt, 
so multiplicirt sich der Coefficient des Unendlichwerdens an der Stelle 
£,, 2 mit dem reciproken Werthe ox.’ = 9;' dieses Multiplicators. 

Die Elementarform verhiilt sich also als Form von x,, % an der 
Unendlichkeitsstelle 2,, 2, wie eine multiplicative Form des reciproken 
Systems. 

Es bezeichne 2(*), 2”) auf der Riemann’schen Fliche denselben 
Punkt wie ¢,, 2,, aber erst, nachdem derselbe einen Periodenweg be- 
schrieben hat, zu welchem der Multiplicator 9, gehért; entsprechend 
a), a) den Punkt 2,, 2, nach Durchlaufung desselben Periodenweges. 

Dann hebt sich in der Differenz 


A(e,, 83 xy, 28") — e2' A(e,, &3 4, Xp) 

das Unendlichwerden an der Stelle 2 = @ gerade auf, und die Differenz 
ist daher eine an der Stelle x nicht unendlich werdende multiplicative 
Form von ¢,, 2; dieselbe kann als Form von ¢,, 2, nur noch an den 
Stellen y’, y”, ... yl@l unendlich werden. Da aber an diesen Stellen 
allen keine multiplicative Form wirklich unendlich werden kann, so 
muss die vorstehende Differenz eine ganze multiplicative Form f(z,, 2) 
sein, welche sich linear mit von ¢ unabhiingigen Coefficienten durch 
die ganzen Elementarformen f/f, (2,, 2), fo(@,) 22), ++ fo(@) %) aus- 
driicken lisst. Diese Coefficienten sind dann natiirlich irgend welche 
Formen 0’t Grades von 2,, 2». 

Das Verhalten der Elementarformen gegeniiber geschlossenen Um- 
léiufen des ersten Argumentpaares einerseits, des eweiten Argumentpaares 
andererseits ist durch folgende Formeln gegeben: 


* (x - . 
A(e§ / 23 ). VM, %) — 0xA(%,, 23 %,%) = 90, 


A (z,, £9} af”, ay”) — Qx A(2,, 293 Ly, Lo) = H\” (2) Xp) fy (#4, 8) 
+ Hy” (2, Xp) fo(#4 5 2) 
ie a Ho" (a, I) fa (2%, , 22). 





se 
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Dieses Verhalten der Elementarform als Form von 2,, x, gentigt 
nun zur Begriindung des folgenden Satzes: 

In gleicher Weise, wie zur Darstellung der multiplicativen Formen 
von 2,, 2, vom Grade 9 und dem Multiplicatorsystem o,, kann die 
Elementarform im Verein mit o' linear unabhiingigen ganken reciproken 
Formen von x,, x, zur Darstellung der reciproken Formen von x,, 2, 
vom Grade 0° und dem Multiplicatorsystem 0, durch ihre Unendlichkeiis- 
stellen dienen. 

Es seien 2’, 2”,...2!*! die Unendlichkeitsstellen der darzustellenden 
Form, A,’, A,,...A,z die Coefficienten derselben. Dann lautet der 
allgemeinste Ausdruck fiir eine solche Form: 


yo=e aso 


(I) FF” (a, a) —=— >) A, A(at’', ah"; 21, a +> By fu(%_ %)- 
v=1 
Die dargestellte Form ist in der That vom Grade 0’. Langs des 
geschlossenen Weges (xx)) multiplicirt sie sich mit e, =x, wie 
man leicht einsieht. In der That miissen die A, folgende Gleichungen 
befriedigen: 


re 


> 4 h (ey" , ah!) = 


v=1 


v=’ 


Poe § hr (e", a:') = 0, 


a Ay’ fa(et", 2!) = 0. 


Daraus folgt aber 
ve=s 

F (x\", ay”) — @& F’ (a, ’ Ly) = Zz A, f (al", zy) =, 

v=1 
womit das geforderte multiplicative Verhalten erwiesen ist. 

An den Stellen ¢,"', 2}! wird die dargestellte Form in der ver- 
langten Weise unendlich. Es ist also nur noch zu zeigen, dass sie 
nicht etwa noch an irgend einer weiteren Stelle unendlich werden kann. 

Es kénnte dies nur an einer Stelle geschehen, an der eine der 
Gréssen @,, @,... Gp4o mit x zusammenriickt. Es werde z. B. a, =z. 
Dann wird die Summe (III) mit demselben Coefficienten unendlich, wie 


ome >Y . Ww 
_— ee, Pca, y) P(ay’) — . P(a, y'*') =a *eNe 
P(x ay) P( (@,@_) P(a4a3)... P(aa,,¢) 
= } ” 
es P Pp (gl! a 2) P (zl"la,) .. gl" lap. | o) a* We 


i a a 


_ P(e"y) P(a"y”).. “Sie 
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Die Gleichungen (1) und (2) one tiber in 
Wot Wot + Wort 
= > (he Wert hiois) + (WE + WY 4-4 W2"), 
a= >) (Ix tax + he Nex). 
Diese besagen, dass 


P (2a) P (ea)... P sig 
f (4, 4) = on (245) (#449) ; woe Ww 


P (sy) P (zy”) ... P (ey!) 





eine multiplicative Form vom Grade 6 und dem Multiplicatorsystem o, 
ist. Eine solche kann aber nicht, wie es hier der Fall sein miisste, 
nur an den Stellen y’, y”, ... yl®! unendlich werden; sie muss also 
eine ganze Form sein. Und dann folgt wieder aus 


v=e 


a A,’ f(a", of") =0, 


v=1 


dass F’(x,, 2.) an der Stelle «=a, in der That nicht unendlich 
werden kann. 

Die Elementarform ist also sowohl als Form ihres ersten Argument- 
paares, wie als Form thres zweiten Argumentpaares Elementarform, 
und zwar immer fiir je zwei zu einander reciproke Formensysteme. 

Insofern die Elementarform als Form ihres ersten Argumentpaares 
verwendet wird, ist sie also eine Elementarform erster Art, insofern 
man sie als Form ihres zweiten Argumentpaares verwendet, eine 
Elementarform der zweiten Art. 

Fiir die Darstellung der Formen eines Systemes multiplicativer 
Formen stehen uns immer zwei Arten von Elementarformen zur Ver- 
fiigung, und zwar dieselben wie fiir die Darstellung der Formen des 
reciproken Systems. Die Elementarformen erster Art des einen Systems 
sind immer Elementarformen zweiter Art des andern Systems und wum- 
gekehrt. 

Die Elementarform erster Art ist immer eine multiplicative Form 
des betreffenden Systems, die Elementarform zweiter Art dagegen ist 
nur dann nothwendig eine multiplicative Form, wenn es nm dem reci- 
proken System keine ganzen Formen giebt, d. h. nur im allgemeinen 
Fall fir 6 >p — 1. 

In diesem besondern Falle sind beide Elementarformen multiplicative 
Formen mit nur einer Unendlichkeitsstelle. 
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Fiir die Elementarformen erster Art folgt das Letztere aus der 
Definition, da fiir o’ = 0 die festen Unendlichkeitsstellen wegfallen. 

Dass die Elementarform zweiter Art in dem genannten Falle multi- 
plicativ ist, ist ebenfalls klar, da es keine ganzen reciproken Formen 
giebt. Es ist noch zu beweisen, dass sie auch nur die eine nothwendige 
Unendlichkeitsstelle = x besitzt. Zu dem Zwecke brauche ich nur 
zu zeigen, dass in dem Definitionsausdruck 1, wenn 6 = 0 ist, die 
@,, @y,-.+ Gp4o derart eindeutig durch die Stelle z bestimmt sind, dass 
niemals, wie auch diese sich bewegen mag, eine von ihnen mit w zu- 
sammenfiallt; denn nur dann kénnte 4 als Form von x an einer von 
z verschiedenen Stelle unendlich werden. 

Fiele etwa die Stelle ~ mit a, zusammen, so gingen die Gleichungen 
fiir die Constanten iiber in 


Wo+wee+...-+W 
=> (heen + hide) + (Wi + WE +--+ We"), 
ke = a (hx Nax + he Nex): 


Diese Bedingungen sagen aber, dass 
P (ay) P (2a,)... P (2a,) SW 
Fey) Poy) Pov") 
eine multiplicative Form, und zwar, da y’,y”,...y!%! nicht alleinige 
Unendlichkeitsstellen sein kénnen, eine ganze Form wire; solche giebt 
es aber nach Voraussetzung nicht. Daher kann niemals einer der 
Punkte @,, a), ... a», mit « zusammenriicken. 

Die Elementarform zweiter Art ist also im allgemeinen Falle fiir 
0>p—1 negativ genommen eine multiplicative Form, welche nur 
an einer Stelle mit dem Coefficienten 1 unendlich wird. Das ist aber 
gerade die Definition der Elementarform erster Art fiir diese Fille. 

Also muss im allgemeinen Falle fiir 6 > p — 1 die Elementarform 
zweiter Art mit unter den Elementarformen erster Art enthalten sein. 

Daraus folgt aber fiir den allgemeinen Fall 0<p—1, dass die 
Elementarform erster Art mit unter den Elementarformen zweiter Art 
enthalten sein muss. 

Dass dieses Enthaltensein nicht etwa ein Identischsein ist, ist fiir 
dS p—1 leicht einzusehen; denn fiir d< p —1 sind die Elementar- 
formen erster Art nothwendig multiplicative Formen, die Elementar- 
formen zweiter Art dagegen brauchen nicht nothwendig multiplicativ 
zu sein, 


Nur im allgemeinen Falle 8 =p —1 sind beide Arten von Elementar- 
formen identisch. 


a 
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Sonst ist im allgemeinen Falle immer diejenige Elementarform die 
allgemeinere, welche in ihrem ersten Argumentpaare von hiherem Grade 
als in ihrem eweiten Argumentpaare ist. 

Wenn es dagegen in beiden reciproken Formensystemen ganze Formen 
giebt, so kann keines der beiden Systeme von Elementarformen das andere 
vollstiindig wmfassen. 

Denn da immer die Elementarformen 1. Art multiplicativ sind, 
diejenigen der zweiten Art dies nicht zu sein brauchen, so miissten 
immer die Elementarformen der ersten Art unter denen der zweiten 
Art enthalten sein, was aber nicht moéglich ist, weil die erste Art 
im reciproken System zweite Art, die zweite Art erste Art ist. 


§ 14. 
Beispiel des Falles 6 0 und insbesondere der elliptischen Functionen. 


Es sollen die im letzten Paragraphen allgemein fiir multiplicative 
Formen aufgestellten Begriffe und Satze fiir den von A ppell und anderen 
(vergl. die Citate auf §. 284) behandelten speciellen Fall der multipli- 
cativen Functionen exemplificirt und schliesslich auf die elliptischen 
Functionen angewendet werden, wo wir dann zur Partialbruchzerlegung 
nicht nur der gewéhnlichen elliptischen Functionen, sondern auch der 
multiplicativen elliptischen Functionen gelangen werden, welche be- 
kanntlich Herr Hermite zuerst in die Analysis eingeftihrt hat. (Cours 
lithographié 1882. Sur quelques applications des fonctions elliptiques 
1885.) 

Man hat immer den allgemeinen Fall, in welchem entweder 6 
oder 6’ = ist, von dem speciellen Fall zu unterscheiden, wo es in 
beiden reciproken Formensystemen ganze Formen giebt. 

Bei den multiplicativen Functionen wmfasst der specielle Fall die 
algebraischen und die mit algebraischen Functionen verwandten Func- 
tionen; alle andern multiplicativen Functionen gehdren dem allgemeinen 
Falle an. 

Im allgemeinen Falle ist: 

d=0, 0’ =—2p—2, o=0, o =p—l, 
im speciellen Falle: 
d=0, d'=2p—2, ol, 6 =p. 
0 2p—2 
, “~\ Sa , 

Die Elementarform erster Art A(2,,23 %,%_) besitzt also im all- 
gemeinen Falle p-—1, im speciellen Falle p feste Unendlichkeits- 
stellen. Die Nullstellen sind im allgemeinen Falle p an Zahl und 
durch die Unendlichkeitsstellen eindeutig bestimmt, im speciellen Falle 
sind es ihrer p+ 1, und sie enthalten einen willkiirlichen Parameter. 

Die Elementarform zweiter Art will ich explicit hinschreiben. 
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Im allgemeinen Falle \autet sie: 


—_ 7. P(« ‘) P (ay >. aE! ) >, —" 
aM com xa © Oy ) Lay ~1 eal 
A (21, 29; 21) 2.) = = : ee 


P (x2) Pi(ea,’) P(zay) . . P(saz,_1) 
mit den Bedingungsgleichungen: 


Wel + WE pe + WEP mS (tne + hires) + Wi, 


Qa 





ke -»> (hx Nax + hy Nan)» 


im speciellen Falle dagegen: 





2p—2 4 ’ K =e 
A 1 Pay Pea) Fea)... Pleas.) = 
P(az) P(wy) P(za/)P(ca,) . .. P(eayy) : 


A(X1,X3 f%. )= 


worin 


We + WE + WS? = > (Neer + Ne oi) + W24Wi, 


= > (Ns Nax +N, Nax) 


sein muss. 


Die Elementarformen erster Art sind nach ihrer Definition natiirlich 
multiplicative Formen von 2,, 2, diejenigen eweiter Art dagegen geniigen 
folgenden Functionalgleichungen: 


im allgemeinen Falle: 


0 2p-—2 
“™NN “Nw 
A(x,, X93 x", es") = 0x A(X, %y; 2, 2) + Hi”) (24, 29) f (%4) 2) 
4 — 
+ Hy” (va fo) fs (a,,2) T° 
2p—2 
“—N 
+ _ linn ) fo—1(%4,%e), 
im speciellen Falle: 
oe ~ 
A(x, X3 -, ay) = Ox A(X, %_} 2, 2.) + Ho” (2,2) f(y 2) 
0 2p—2 
(x) “\ “~~ 
+ He" (44,45) fo(a4)%) + - 


0 2p—2 
+ HE (6) fo (int). 
Unter /,, f,,... sind dabei immer die linear unabhiingigen ganzen 
reciproken Formen verstanden, im speciellen Falle also die g-Formen. 
Durch die Bedingungsgleichungen sind die Punkte a,', a,’,... 
nur soweit als Functionen von z festgelegt, dass im allgemeinen Fall 
noch p—1, im speciellen Fall p Parameter willkiirlich bleiben. Erst 
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dadurch, dass man fiir diese Parameter irgend welche bestimmte, aber 
ganz beliebige Functionen von ¢ einsetzt, wird die Elementarform 
eine wohlbestimmte Function von z. 

Ich behaupte nun, um von dem speciellen Fall, als dem bekannteren, 
zuerst zu reden: 

Unter den verschiedenen durch die Wahl der Functionen a,’ (2,,2.), 
Gy (£2), -++A2p(2,%) unterschiedenen Elementarfunctionen des speciellen 
Falls befinden sich auch die Integrale zweiter Gattung: 

sy ar 
Y;" =— Ta’ 

welche an der Stelle x mit dem Coefficienten — 1 wnendlich werden, und 
deren untere Integrationsgrenze y, deren obere Integrationsgrenze 2 ist. 

Diese Integrale sind niimlich auf der kanonischen Fliche alge- 
braische Formen von 2,, 7, vom Grade 2p — 2, d.h. ®-Formen 
von %,, , welche nur an der Stelle 2 mit dem Coefficienten + 1, 
an der Stelle y mit dem Coefficienten — 1 unendlich werden. Das 
ist aber gerade die allgemeine Definition der Elementarform zweiter 
Art, so dass die Integrale mit unter diesen enthalten sind. 

Legen wir zur Definition des Integrals zweiter Gattung das in 
§ 1 benutzte Integral dritter Gattung zu Grunde, welches iibrigens 
durch die Primformen sich folgendermassen ausdriickt: 


° P(2a) P(yx) ° P(wy)- P(ayz)’ 
so verwandeln sich die Functionen 
Hi") (2,, 2), HS" (2, 2), ..- HY (2,, 2) 


in die Constanten 1x, Nox, --+ Npx 
Und allgemein, wenn die Functionen 


HY” (2,, &o); Hy" (2,, By)... iS (4, £4) 


zu Constanten werden, hat man ein Integral zweiter Gattung. 
Ferner behaupte ich fiir den allgemeinen Fall: 


Pit = log RE®) Pa) _ jog Pies) - Plo) 


Auch die ,,Integrale zweiter Gattung von multiplicativen Functionen“, 
welche Herr Appell in Acta math. Bd.13 als Elementarfunctionen fiir 
die multiplicativen Functionen einfiihrt, sind unter meinen Elementar- 
formen zweiter Art des allgemeinen Falls enthalten. 

Man kann nimlich, wie ich hier chne Beweis anfiihren will, auch 
diese Integrale ganz ebenso, wie die Abel’schen Integrale, auf reciproke 
multiplicative Formen der Unendlichkeitsstelle x,, ~, zuriickfiihren, und 
zwar auf solche, die nur an der Stelle 2 mit dem Coefficienten + 1 
einfach unendlich werden. Das ist aber gerade die Definition der 
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Elementarform zweiter Art von 2,, x,, womit meine Behauptung be- 
stiitigt ist. Auch hier werden die H{”’, HY”, ord Hi”, zu Constanten. 

Ich will nun noch auf den Fall py =—1, den Fall der elliptischen 
Functionen niher eingehen. Ich werde dabei der grésseren Symmetrie 
halber mich der Weierstrass’schen o-Function bedienen, und bemerke 
von vornherein, dass man fiir diese natiirlich auch die #- Function 
einsetzen kann, wodurch meine Formeln in die Hermite’schen iiber- 
gehen. 

Im allgemeinen Fall, d.h. fiir die Hermite’schen elliptischen Func- 
tionen zweiter Art, sind nach dem letzten Satze auf S. 72 die beiden 
Elementarfunctionen, abgesehen vom Vorzeichen, identisch , niémlich eine 
multiplicative Function mit nur einer, und zwar frei beweglichen 
Unendlichkeitsstelle. 


Wenn (*.) die Charakteristik der Function (vergl. 8. 43) ist, ihr 
Multiplicatorsystem also e—*'*?*!, et4-2%%, so wird 


1 : P (ga) 


. ew 
P(zx) P(axa) 


\ 
A(2,, &; L,, %,) = 
wobei die Constanten @ und k& aus den Gleichungen zu bestimmen sind: 
a Lf , x 
W*=ho+hoa + W’, 
t= hy + h'n’. 


Ich werde nun diese Formeln in o-Functionen umsetzen. Als unab- 
hiingige Variable wiihle ich die algebraische Function z= gw und spalte 
diese in 2,, 2. Ich setze demgemiss: 

W’aoaw, W*=u, W=v. 


Die multiplicative Primform hat den folgenden Ausdruck: 


=~ 


P(ex) = 6(w — u)- _ | ze 


und es wird 
1 o(w — v) 


omni — . ek(w—u) 
o(w—wu) o(u— vv) . 


A (8, 823 Ly, %) = A(w,u) = 
wobei 
v=ho+ha’+u, k=hy +h'n’*) 
ist. Durch Einsetzen der Ausdriicke fiir » und k bekomme ich 
o(w — u — hoa — h'a’) 


A(w,u) = on geen ings « GEER) (O—e). 
(w, u) o(w —- u)-6(—ho —-ha’) 


*) w,@’ bedeutet in meiner Arbeit dasselbe, wie in der Weierstrass’schen 
Bezeichnungsweise 2@, 2’; entsprechend 7, 7’ dasselbe, wie bei Weierstrass 
2n, 2m’. 
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Die Elementarfunction zweiter Art A(w, w) muss man hieraus 
durch Vertauschung von w und w und Zeichenumkehr von h und h’ 
erhalten, Man sieht, dass dabei die Elementarform nur ihr Zeichen 
indert, dass also wirklich, wie behauptet ° 
A(u, w) = — A(w, u) 
ist. 

Die Elementarform A(u,w) der allgemeinen multiplicativen ellip- 
tischen Functionen stimmt genau mit dem Hermite’schen ,,élément simple‘ 
tiberem. 

Fiir die gewdhnlichen elliptischen Functionen und die von ihnen 
nur um einen Exponentialfactor unterschiedenen multiplicativen ellip- 
tischen Functionen sind dagegen die zwei Elementarformen wesentlich 
unterschieden. Ich darf mich auf die ersteren beschrinken. 

Die Formel 

A (415 Bo}, %>; Ly) _s Sse Piay) , Seay P(oa) » ekws® 
P(zx) P(ey) P(«a,) P(xag) 


mit den Bedingungsgleichungen : 


W%+ W%=(No-+ N'o’)+ W'’+ W’, 
k= Ny+ Ny’ 
ergiebt, wenn ich 


W'=0, W%=0,, W%—», 


setze , 
A(w, u) om ta 6 (W — Ue) = ou ; 
o(w—uU) ow 6 (WU — %) 6(U — VQ) 
wobei 
%+%, =u 
ist. 


Dies ist aber nichts anderes, als eine gewéhnliche doppelt perio- 
dische Function von w, welche an der Stelle w= wu mit dem Coeffi- 
cienten + 1, an der Stelle w —0O mit dem Coefficiehnten —1 einfach 
unendlich wird, niaimlich die Function 


o o o o 1 o’'w+o'u 1 g’uy,—'v 
don u) — = (w) + - (v;) + : (v,) — 1 PMTEY 19%—P% 


2 pw—pUu 2 OUy— Peg 
; — - 1 9'v,——' Uy ° 
Der von w unabhingigen Grésse — ;—— —— kann man durch “ge- 
‘ = PU — Pr, 


eignete Wahl von »,, v, jeden beliebigen Werth ertheilen. 

Die Elementarfunction erster Art stimmt also bis auf eine will- 
kiirliche Constante mit der bekannten doppeltperiodischen Iunction 
1 gpw+e'u 
2 gpw— pu 

Die Elementarfunction zweiter Art gewinnt man in unserm Falle, 
indem man in der Elementarfunction erster Art w und uw miteinander 
vertauscht. Man bekommt also: 


diberein. 


Mathematische Annalen, XLIV. 


re 
nm 
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o(u — %) o(& — U) ow 
A w) = ; 
(u, w) o(u— w) ow 6(w — v4) 6(w— Vg)’ 
vy +) = 0 


oder 
A(u, Ww) = - (u — w) — - (wu) + < (v;) +° (v5). 


Dies wird erst dadurch eine wohlbestimmte Function von w, dass 
man fiir v,, v, irgend zwei bestimmte aber ganz willkiirliche Func- 
tionen von w einsetzt, welche nur der Bedingung v, + v, = w 
geniigen miissen. 

Insbesondere geht die Elementarfunction zweiter Art in das 
Integral zweiter Gattung 


— YY?" = 4 (u — w) — :. (w) 
iiber, wenn man v,, v, folgenden Gleichungen gemiiss bestimmt: 
1+, 
© (,) +< = (v,) = 0, 
welche man bequemer auch folgendermassen ausdriicken kann: 


W, + We w 


9 2 ? 
a 


CE) —o(t)+ Sen 


<Q) 


§ 15. 
Normirung der Elementarformen. 


Wie wir im letzten Paragraphen sahen, kann man die Elementar- 
functionen zweiter Art so einrichten, dass sie Integrale 2. Gattung 
werden, dass sie also als Formen ihres zweiten Argumentpaares nur 
an“der durch das erste Argumentpaar gegebenen Stelle 6 unendlich 
werden. Ob dies allgemein, auch fiir d20, moglich ist, lasse ich 
hier dahingestellt. Dafiir benutze ich die Willkiirlichkeit in den Func- 
tionen 4@,, @,,.-.@p4o in anderer Richtung, naimlich zur Normirung 
der Elementarform. 

Es seien w’, w”,... wit! solche 6 Punkte, an welchen keine 
ganze multiplicative Form /(¢,, 2,) verschwindet, wu’, u”,...u!*! solche 
6° Punkte, an welchen keine ganze Form /’(%,, 2.) ‘on reciproken 
Systems verschwindet (wie oben die Punkte y’,y”,..., y'%'!). 
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Ich verstehe nun unter der normirten ganzen Elementarform f,,(2,, 2) 
diejenige ganze multiplicative Form, welche an allen Stellen w’,w’’,...,w'*! 
mit Ausnahme der Stelle w'| verschwindet, und welche an der Stelle 
w\', wi"! den Werth 1 besitet. Analoge Bedeutung in Beaug auf die 
Stellen u’,u",... wil haben die normirten ganzen Elementarformen 
f,, (%,, %_) des reciproken Systems. 

Dass man solche Formen construiren kann, folgt daraus, dass in 
den ganzen Formen /f(z,, ¢,) gerade 6 — 1, in den Formen ff (x,, x,) 
6° — 1 Nullpunkte willktrlich sind. 

Die normirten ganzen Elementarformen sind durch die Wahl der 
Punkte w’', w”,... wil eindeutig bestimmt. 

Denn wiiren nach Festlegung der « —1 ersten Nullstellen die 
iibrigen nicht eindeutig bestimmt, so bildeten sie eine oo! Mannig- 
faltigkeit, und man kénnte noch eine Nullstelle beliebig wiihlen, etwa 
= wil, Dann wiirde die so gewonnene ganze Form aber an allen 
Stellen w verschwinden, entgegen der Voraussetzung. Die willkiirliche 
multiplicative Constante ferner ist durch das Verhalten in wit! ein- 
deutig gegeben. 

Endlich ist leicht zu zeigen, dass die gewonnenen f,(¢,, 2) in 
der That linear unabhiingig von einander sind. Denn bestiinde eine 
lineare Relation: 

C,£, (2 » %) + C,f,(%, 22) +--+ + Cofe(2,, %) = 0 
und wiire hierin etwa C, 20, so miisste, da f,, f,,...f, simmtlich 
an der Stelle w’ verschwinden, auch f, an dieser Stelle verschwinden 
entgegen der Voraussetzung. 

Ganz dasselbe gilt fiir die reciproken Formen f,’ (#,, 2,). 

Ich behaupte nun: 

Jede ganze Form f(z,, 2) beew. f' (%,, 2.) hat den Ausdruck: 

u=o 
f (2) %) -)>'f (wt"', wy") - fuler, £), 
“w= 


=0' 


fr» %) -> f (ult', ut") - f4 (ay, 22). 
u=l 


Denn setzt man in dem allgemeinen Ausdruck 


M=o 
[(@,, %) = a By f(@,, Zy) 
“a=l 


= wi\"', = wif‘! ein, so verschwinden alle f bis auf f,, welches 


== 1 wird, und man erbilt: 


f(wi', wi!) = B,. 
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Vermittelst derselben Punktsysteme w’, w”,... wil; wu’, w”, ... ule! 
— von denen ich zudem voraussetze, dass sie keinen Punkt gemein- 
sam haben — normire ich auch die gebrochenen Elementarformen. 

Ich setze in dem allgemeinen Ausdruck I des § 13 fiir y’, y”,... yl’! 
die Pankte u’,u”,...ul@l. Ferner bedenke ich, dass man von den 
Punkten a,, a, ... Gio jedenfalls 6 Punkte willkiirlich annehmen 
darf; damit jedoch die Elementarform nicht in eine (mit einer un- 
endlich kleinen Constanten dividirte) ganze Form ausartet, miissen 
diese Punkte so gewihlt sein, dass es keine an denselben verschwin- 
dende ganze Form giebt. Dieser Bedingung geniigt aber die Fest- 
setzung: 


Gpit = 0’, Apis = WW, ... Apts = wie, 


Ich verstehe also unter der normirten gebrochenen Elementarform 
die Form: 


; P(x ul?!) P(2w'’)... P(ew!"!) 


1 P(xu') tee y 
P(ex) P(ew’)... Plew®!) Plew’)...P (aw!) 


A(4,, 223 X) %_) = 


“— 


. 
P(sa,)... P(za,) < 


e* 


Ke We 
P(wa,)... 2 (wa,) 
wo 


We a We = Ps (hz @ax + hy @ax) 
+ (We +--+ 0) = (We +. + WE") + Wi, 


ka —_ P (hy Nax + hy Nex) 


x 
sein muss. 


Ich behaupte nun: 


Die Punkte a,, a.,...ap sind hier derartig eindeutig als Functionen 
von x bestimmt, dass niemals einer derselben mit x zusammenriicken 
kann. 


Denn waren sie nicht eindeutig bestimmt, so bildeten sie eine 
co! Schaar, und man kénnte einen davon beliebig annehmen, etwa 
= 2. Dann miissten nach friiheren Ueberlegungen 6’ weitere Punkte 
mit wu’, w”,... wl?! zusammenfallen, und der von ¢ abhiingige Theil 
von A ginge in eine ganze Form von 2,, 2, tiber, welche an den 


simmtlichen Stellen w’, w”, ... wit! verschwinde, entgegen der 
Voraussetzung. 


Danach miissen bei einem geschlossenen Umlauf von 2,, 2, auch 
die @,, @,... @ wieder in sich selbst tibergehen. Die Elementar- 
form kann sich also nur mit einer Constanten multipliciren. Man hat 








al 


= Ww 


al 
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daher, wenn ich jetzt alles zusammenfasse, folgende schénen Siatze 
iiber die normirten Elementarformen: 


Es giebt bei gegebenem Grad und Multiplicatorsystem und bei be- 
stimmter Wahl der 6 Punkte w und der 6’ Punkte u nur eine einzige 
normirte gebrochene Elementarform. Dieselbe ist in beiden Argument- 
paaren multiplicativ, und zwar besitet sie als Form von 2,, 2, die 
variable Unendlichkeitsstelle x, die festen Unendlichkeitsstellen u’,w",... wi! 
und die festen Nullstellen w',w",... w'*l, dagegen als Form von x,, x, 
die variable Unendlichkeitsstelle «,, x,, die festen Unendlichkeitsstellen 
w',w",... wiel, wnd die festen Nullstellen wu’, w",... ull. Die 
Elementarformen der beiden Arten sind trote der Verschiedenheit des 
Ausdrucks , abgesehen vom Vorzeichen, identisch: 


A(2,, 2g3 %y, Lo) = — A(a,, X23 2, 2) 


Der allgemeine Ausdruck einer multiplicativen Form von 2,,2,, welche 
an den Stellen x’, x",...a'*! je mit dem Coefficienten A,, A,,... Ae 
unendlich wird, bezw. einer reciproken Form von x,, X,, welche an den 
Stellen 2’, 2”, ... al! je mit dem Coefficienten A,, A,,... Ae’ un- 
endlich wird, lautet: 


v=e MSO 

F (@,, &) = > A, Na, #3 x1", an) + > F(wi"', wf") -£, (41) 2), 
v=1 “=i 
v= “=o 

F' (x; %.) = — > Ay A(ai", en"; 24, %) = > F’ (ult, uf!) «£4 (ary, a). 
yl “w=l 


Im Falle der multiplicativen elliptischen Functionen ist die in 
§ 14 aufgestellte Elementarform ohne weiteres normirt. 

Kine normirte Elementarform der gewodhnlichen elliptischen Func- 
tionen erhailt man, wenn man in der Elementarform A4(w, wu) des § 14 
fiir v, einen bestimmten Werth setzt, fiir v, also w — v,: 


; o o oe d, 1 g’w+ o'u 
A(w, u) = = (w — u) - = (w) + = (v,) + —@ = v,)= oF 


Lp'u + om 
2 putey 

Hiermit schliesse ich meine Betrachtungen iiber allgemeine multi- 

plicative Formen auf einem algebraischen Gebilde ab, um im Folgenden 

noch die Anwendung dieser Theorie auf die Lehre von den automorphen 


Formen eines beliebigen Geschlechtes zu geben. 
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It. Theil. 
Die automorphen Formen beliebigen Geschlechts. 
§ 16. 
Fundamentalbereich und Gruppe einer automorphen Function. 


Wegen der allgemeinen Begriffsbestimmungen iiber den Fundamental- 
bereich einer automorphen Function kann ich mich auf die Entwick- 
lungen beziehen, welche Herr Klein in seiner Abhandlung: ,,Neue 
Beitriige zur Riemann’schen Functionentheoprie“ (Math. Ann. Bd. 21. 1882) 
und in der Arbeit: ,,Ueber den Begriff des functionentheoretischen Funda- 
mentalbereichs“ (Math. Ann. Bd. 40, 1891) in dieser Richtung gegeben 
hat, sowie wegen der Fundamentalbereiche der eindeutigen automorphen 
Functionen auf die Untersuchungen von Hrn. Poincaré. 

Man kann den Fundamentalbereich jeder automorphen Function 
auf eine bestimmte kanonische Gestalt bringen, denn die hierauf be- 
ziiglichen Betrachtungen von Hrn, Klein in § 9—10 der genannten 
Arbeit sind ganz unabhiingig sowohl von der Voraussetzung der Ein- 
deutigkeit der betreffenden automorphen Functionen, wie von der 
Voraussetzung der Existenz eines Hauptkreises, 

Ich kann also den allgemeinsten automorphen Fundamentalbereich 
nach Art der nebenstehenden Fig. 11 construirt denken, welche sich 
von der Fig. 8 der Klein’- 
schen Abhandlung nur 
durch die Benennung der 
Ufer und der zugehérigen 
Substitutionen unterschei- 
det. Die Figur ist nur 
schematisch zu verstehen, 
so dass nur die Auf- 
emanderfolge der  eineel- 
nen Randstiicke das We- 
sentliche ist. Der allge- 
meinste Bereich von dem- 
selben Schema kann sich 
selbst theilweise mehrfach, 
tiberdecken — nur besitzt er 
keine Windungspunkte im 
Innern —; auch brauchen 


die einzelnen Randcurven 
durchaus nicht immer als einheitliche Kreisbogen sich darstellen zu lassen. 





Fig. 11, 





~~ ~ — = 


re 
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Biegt man den Bereich zur geschlossenen Fliche zusammen, s0 ent- 
sprechen den einzelnen ; 
Randstiicken die posi- a Pee. 
tiven und negativen A, os 
Ufer eines Systems von \ | wt ‘ 
2p Riickkehr- und von ’ \ -}* P \ 
n Einschnitten, welche , a ae 
von einem nicht singu- ee, | ¥ a 
laren Punkte 0 in der — i ~ Salis 
Anordnung der Fig.12 ““ s—C 
auslaufen, und welche at ae 
die Fliche in ein ein- ae i \ ng: 
fach zusammenhingen- it P acter I. - 4, 
des Flichenstiick zer- 5 / | \ P. 
schneiden, B, Bt 

Die ,,erzeugenden \ er cial 
Substitutionen“ A,, B,, a dat all -" 
S; erfiillen die Relation: Fig, 12. 
S,S,...8,.B,4; By; A,.B,4;'B;' A, ... By, A,' By’ A,—1. 

Als Beispiel ftir die Umformung eines in anderer Weise gegebenen 
Fundamentalbereiches in einen kanonischen Fundamentalbereich mége 





Fig. 13. 


der in .Fig. 13 dargestellte kanonische Fundamentalbereich dienen, 
welcher der (mit schwachen Linien eingezeichneten) Fig. 14 bei 








’ 
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Herrn Klein in Math. Ann. Bd. 21 genau iquivalent ist. Es reduciren 
sich in dem dargestellten speciellen Falle die Substitutionswege *) A,, A, 
auf geschlossene Umliufe in der Ebene des Fundamentalbereichs. Man 
sieht an dem Beispiel bei Vergleichung meiner kanonischen Kanten- 
anordnung mit der nicht kanonischen der Klein’schen Figur zugleich, 
dass der kanonische Fundamentalbereich durchaus nicht immer der im 
speciellen Falle einfachste sondern nur der durch seine allgemeine 
Anwendbarkeit fiir meine allgemeinen Betrachtungen zweckmissigste ist. 

Ich mache nun, — wie in meiner Arbeit iiber p — 0 (Math- 
Ann. 41) — die Ebene des Fundamentalbereiches zur Trigerin einer 
Variablen €. Eine algebraisch automorphe Function von § — vergl. 
Math, Ann. Bd. 41, 8.5. Anm. — ist dann eine solche Function von 
€, welche auf dem Fundamentalbereiche unverzweigt ist, auf demselben 
nur eine endliche Anzahl algebraischer Unendlichkeitsstellen besitzt, 
und in entsprechenden Stellen des Randes je dieselben Werthe annimmt. 

Eine solche ist offenbar dann und nur dann eine eindeutige Function 
von €, wenn die Gesammtheit der Fundamentalbereiche, die aus dem 
gegebenen durch wiederholte Anwendung der erzeugenden Substitutionen 
S;, A,, B, und der inversen Operationen erhalten werden, die Ebene € 
nirgends mehrfach tiberdeckt. 

Dazu ist vor allen Dingen nothwendig, dass alle Substitutionen S; 
entweder elliptische Substitutionen mit einer Amplitude = oder para- 

i 
bolische Substitutionen sind. Natiirlich reichen diese Bedingungen ebenso 
wenig, wie im Falle pO aus. Im Allgemeinen miissen die Coefficien- 
ten der erzeugenden Substitutionen noch ,,gewissen Ungleichungen“ 
geniigen, oder auch gewissen Gleichungen von der Form 
T1(S;, 4x, By) = 1, 
den ,,secundaren Relationen*. 

Fiir mich sind zunachst nur die Gleichungen wesentlich, welchen 
die Erzeugenden geniigen. Diese constituiren die Gruppe im Sinne 
von Herrn Dyck**). Ich unterscheide sie in ,,primdre und secundiire 
Relationen“ : 

S,S,...8,B,Ar' Br'A,...ByA;' Bp’ A, =! primiire 

Si = 1 
11 (S:,) Ae,» Be) = 1 | secundiire 
vik te | Relationen. 


Relationen. 


*) Die Substitutionswege sind in allen meinen Figuren fiir Fundamental- 
bereiche mit gestrichelten Linien eingezeichnet, und die Benennung derselben ist 
stets so zu verstehen, dass A, von tiem Ufer Ay zum Ufer At, B, von B, zu 
By fihrt. 

**) Gruppentheoretische Studien, Math. Ann. 20. 
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Secundire Relationen existiren immer dann und nur dann, wenn 
das von der Gesammtheit der Fundamentalbereiche iiberdeckte Gebiet 
der €-Ebene mehrfachen Zusammenhang besitzt, — wobei etwaige 
isolirte Hiufungsstellen der Bereiche als Oeffnungen zu zihlen sind —, 
aber immer giebt es, weil die Zahl der Erzeugenden endlich voraus- 
gesetzt ist, nur eine endliche Anzahl von unabhingigen secundiiren 
Relationen. 

Nenne ich die Gruppen ohne secundire Relationen ,, allgemeine 
Gruppen“, diejenigen mit secundiren Relationen dagegen_,, specielle 
Gruppen“, so ist klar, dass alle Gruppen mit gleichen Zahlen p, n, 1; 
mit einander homomorph sind, die allgemeinen Gruppen unter einander 
isomorph , die speciellen Gruppen zu den allgemeinen polymonomorph.*) 

Alle mit einander isomorphen Gruppen gehdren zu demselben 
»T'ypus“ (nach Klein, Math. Ann. 21). Die Gruppen eines Typus 
sind also, sofern die Erzeugenden zweckmissig ausgewahlt sind, durch 
die gleiche Gestalt aller Relationen zwischen den Erzeugenden charakterisirt. 

Ich schreibe die erzeugenden Substitutionen ausfihrlich: 





o" — a; i f— a; 1 

S; 7 == ¢ -, bezw. ; = 

i) ¢ — 6, ¢ Ag é ; oa re, 
—«, » §—% ge og $—% 


A,) P—6," & “Fa By) Ph ee 
Dabei sind die Zahlen J; ganze reelle Zahlen, g,, 9,’ dagegen beliebige 
complexe Gréssen. Die Punkte «; sind Ecken des Fundamenital- 
bereichs, die Punkte 6; nur dann, wenn auch Sz eine Erzeugende 
S; der Gruppe ist Die Punkte a,, B,; «,', B, gehiren niemals einem 
Bereiche an, sondern sind entweder Grenzpunkte des Polygonnetzes, 
oder liegen ganz ausserhalb desselben, in welch letzterem Falle tbrigens 
iz 


0x die Gestalt 9, —e’* haben muss. 


§ 17. 
Spaltung der linearen Substitutionen von ¢ in ganze binire 
Substitutionen. 


Da ich, wie im Falle p = 0, statt mit automorphen Functionen 
von € mich vielmehr mit automorphen Formen von zwei homogenen 
Variablen ¢,, € beschiiftigen will, so habe ich die vorgelegte Gruppe 
von gebrochenen linearen Substitutionen der Variablen § in eine Gruppe 


*) Wegen dieser Benennungen vergl, Math, Ann, 41, S. 22 Anmerkung. 
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ganzer binirer Substitutionen von €,, € zu spalten. Unter den un- 
begrenzt vielen méiglichen Spaltungen bietet sich wieder die Spaltung 
in unimodulare Substitutionen, welche zur nichthomogenen Gruppe mono- 
dimorph ist, als die zweckmdssigste dar. 

Als erzeugende Substitutionen der unimodularen homogenen Gruppe 
dienen die folgenden: 


+F : 
S,) (§ @;) = ¢ Rn (€a;), bezw, (g «;) — (€a,), 
(('B) =e *- (EB), (£' Bi) = Qim - (Ea) + (£6), 
(a) = ot -(Ea,), (f’ as) = oH. (faz), 
A:) B..) 


(6° Bx) = oF? + (68x), (Bx) = ex? (EBx)- 

Das Vorzeichen der Gréssen oe,, 9, bleibt vor der Hand noch 
willkiirlich. Sollte eine der Substitutionen A,, B, parabolisch sein, 
so kann man ebenfalls vorliufig irgend eine der beiden mdglichen 
unimodularen Spaltungen als Substitution A,, B, annehmen. 

Es handelt sich nun um die Frage, was beim Uebergang zu den 
homogenen Substitutionen aus den Relationen wird, denen die nicht- 
homogenen Erzeugenden geniigen, 

Zuniichst ist sofort ersichtlich dass die Relationen 


Si— 1 
tibergehen in 
Si =— 1, 


indem ich unter — 1 die simultane Multiplication von ¢,, mit — 1 
verstehe. Was aber wird aus der Relation 


S,S,...S8,B,A;' By A, ...B,A;’B,* A, = 1? 


geht die rechte Seite in + 1 oder in — 1 iiber? 

Da diese Relation sowohl, wie die Einfiihrung der §;, A,, B, von 
der Voraussetzung schlichter Ueberdeckung der €-Ebene mit Funda- 
mentalbereichen unabhingig ist, so kann man den Fundamentalbereich 
unbeschadet der gesuchten Relation irgendwie ausarten lassen, z. B. 
so, dass sich die Substitutionswege A, siimmtlich auf einfache Um- 
laufe (in der Fig. 14 nicht eingezeichnet) reduciren, — so wie es in 


Fig. 13 der Fall war. Die Relation der nichthomogenen Substitutionen 
artet aus in 


8,8,...8_.=<1, 


dem Umstande entsprechend, dass in dem ausgearteten Fundamental- 
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bereiche (Fig. 14) die Kanten S} fir sich einen geschlossenen Curven- 
zug bilden, welcher ein Polygon mit 2p den Kanten BZ entsprechenden 
Oeffnungen begrenzt. 

Auch in der gesuchten Relation der homogenen Erzeugenden 
heben sich die A,, B, im Ausartungsfalle gegenseitig auf, ohne Einfluss 
auf die rechte Seite der Rela- 
tion. Es bleibt also nur zu be- 
stimmen, ob §,.S,...8.—=-+ 1 
oder = — 1 wird? Dies ist 
nun genau dieselbe Frage, wie 
im Falle p = 0; man findet 
den Werth der rechten Seite 
== (— 1)", also, wenn wir wieder 
zum urspriinglichen Bereich zu- 
riickgehen, ganz allgemein: 


$,S,...S,B,Ar Br’A, . . 
BA; p Ay = (—1)*. 





Was aus den secundiren Re- 
lationen wird, ist in jedem Falle besonders zu untersuchen. Immer 
erhalt man Relationen der Gestalt: 

1 (Si,, Ax,,; B;,) os vas 1)”. 

Ich fasse also zusammen: 

Den primaren und secunddren Relationen zwischen den Ereeugenden 
der nichthomogenen Gruppe entsprechen folgende Relationen zwischen den 
Erzeugenden der unimodularen homogenen Gruppe 

S,S,...$,B,Ar'Br'A,...B,A>'B> A, = (— 1)", 
$i = — 1, 
1 (Si,, A,,, B..,) —_ (— ay”, 
wobei die m, in jedem einzelnen Falle besonders zu bestimmende ganze 
Zahlen sind. 
§ 18. 

Die Multiplicatorsysteme der eindeutigen automorphen Formen. 

Unter einer ,,automorphen Form von §,, € versteht man eine 
solche homogene Function von €,, §, welche sich nur mit gewissen 
Constanten multiplicirt, wenn man €,, § in stetiger Weise so variirt, 
dass diese Variablen eine Substitution der unimodularen homogenen 
Gruppe erleiden, und dass der Weg von € ganz im Innern des Polygon- 


netzes verliuft, natiirlich vom Ausgangspunkte zu einem mit ihm 
congruenten Punkt. 
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Von hieraus schliessen wir sofort: 
Eine automorphe Form kann nur dann eindeutig sein, wenn 
1) die Mannigfaltigkeit der Fundamentalbereiche die £-Ebene 
nirgends mehrfach tiberdeckt , 
2) der Grad R der Form eine ganze Zahl ist, 
3) die den Erzeugenden §;, A, , B, der unimodularen Gruppe ent- 
sprechenden Multiplicatoren gewissen Relationen geniigen. 

In betreff 3) ergeben sich nun dieselben beiden Siitze, wie im 
Falle p = 0, niimlich: 

Die Multiplicatoren fiir ungerade Formen miissen denselben Rela- 
tionen geniigen, wie die Substitutionen der unimodularen homogenen 
Gruppe, die Multiplicatoren fiir gerade Formen denselben Relationen, 
wie die Substitutionen der nichthomogenen Gruppe. 

Man sieht, dass die primiiren Relationen der Erzeugenden nur 
Relationen fiir die den §; entsprechenden Multiplicatoren ergeben, die 
den A, , B, entsprechenden Multiplicatoren dagegen noch vdllig beliebig 
lassen. 

Des niiheren sind die den §; entsprechenden Multiplicatoren @;, wenn 
ich jetzt von secundiren Relationen absehe, den Bedingungen unterworfen : 


fiir R=1(mod.2) 9,/——1 / ] o = (— 1)", 
i=1 

fiir R = 0 (mod. 2) o,# —_ ‘| | | = | 
i=1 


oder, indem ich diese Angaben fiir geradzahlige, wie fiir ungeradzahlige 
R in gemeinsame Formeln zusammenfasse: 


9, = (— iF, | i = (—1)?-*. 


é==1 
Wir kéunen unser Resultat also so zusammenfassen: 
Die den §; entsprechenden Multiplicatoren miissen die Gestalt haben: 


te 
in Gq 
O= ¢ ? 
wobei die ganzen Zahlen 4; folgenden Congruenzen unterworfen sind: 
(1) A, + R= 0 (mod. 2), 
i=n 1. 
(2) Z T + Rn= 0 (mod. 2). 
i=1 . 


Ist die Substitution S; eine parabolische, so tritt an Stelle des 


Bruches + eine Grésse 4;, welche nur der Bedingung (2) unterworfen 
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ist, sonst aber beliebig rational oder irrational, reell oder complex 
sein darf (irrational oder complex natiirlich nur dann, wenn es mehrere 
parabolische Erzeugende giebt). Verlangt man aber eigentlich alge- 
braisches Verhalten der Form in der parabolischen Ecke, so muss das 
betreffeude 4; nothwendig reell und rational sein. 

Die Multiplicatoren @,, 0,, welche den Substitutionen A,, Bz ent- 
sprechen, kinnen, sofern sie nicht durch secundiire Relationen ein- 
geschriinkt sind, beliebig reell oder complex, rational oder irrational 


sein. Es wird fiir spiiter zweckmissig sein, sie in der Gestalt zu 
schreiben : iad - 
Ox = € *, os 

Im Uebrigen mégen noch folgende Sitze hier Platz finden: 

Zwischen den verschiedenen miglichen Multiplicatorsystemen bestehen 
dieselben Beziehungen, wie fiir p = 0 (vgl. Bd. 41, 8. 36—38). 

Jedes Multiplicatorsystem fiir Formen von ungeradzahligem Grade 
liefert eine zur nicht homogenen Gruppe isomorphe homogene Gruppe 
und umgekehrt. 

Um zu entscheiden, ob eine isomorphe Spaltung der Gruppe miglich 
ist, braucht man bei Abwesenheit secundérer Relationen nur die Sub- 
stitutionen S; zu beriicksichtigen, und die Kriterien sind dann dieselben, 
wie im Falle p = 0 (vergl. Bd. 41, 8. 34 und 8. 36). 


, 
2inGy 


§ 19. 


Existenz der automorphen Functionen. Uebergang zur geschlossenen 
Riemann’schen Fliche. 


Die Existenz der eigentlich automorphen Functionen eines gegebenen 
Fundamentalbereichs ist innig verkniipft mit der Existenz gewisser 
logarithmischer Potentiale in der § — § + in Ebene, welche liings der 
Rinder des Fundamentalbereichs bestimmten Grenzbedingungen geniigen. 

Fiir unser Ziel geniigt folgender Satz: 

Falls der Fundamentalbereich nicht unzuldssige Ausartungen auf- 
weist, so existirt ein logarithmisches Potential P(§, 4), welches auf dem 
Fundamentalbereiche eindeutig und nur an einer Stelle §,, unstetig ist, 
wie K(G- =) = <—?, und welches lings der Begrenzung des Bereichs 
solchen Grenebedingungen geniigt, dass seine analytische Fortsetzung in 
congruenten Punkten der §-Ebene je dieselben Werthe besitet. 

Der Beweis dieses Satzes geht denselben Gang, wie der ent- 
sprechende Beweis in § 1 meiner Arbeit iiber p = 0; ich brauche mich 
daher hier nicht dabei aufzuhalten. 

Zulissig sind gewiss alle Fundamentalbereiche, deren Rand in der 
in Math. Ann. Bd. 41, Seite 10 angegebenen Weise mit einer endlichen 
Anzahl von Kreisscheiben tiberdeckt werden kann. 
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Zu dem nach dem Schwarz-Neumann’schen Verfahren gefundenen 
Potential P(é, 1) bildet man in bekannter Weise das conjugirte Potential 
Q(E, ). Dieses ist ebenso wie P(§, 7) im Fundamentalbereich ein- 
deutig und stetig, mit Ausnahme des Punktes £,,, wo es unstetig wird, 


: sin ; . ‘ 
a= ?; beim Uebergang von einem Punkte des Ausgangsbereiches 


zu einem congruenten Punkte reproducirt sich aber Q(&, 4) im All- 
gemeinen nicht unverindert, wie es P(£, 7) thut, sondern es wichst 
um einen bestimmten Periodicititsmodul. Und zwar entspricht jeder 
der Erzeugenden A,, B, ein solcher Periodicitiitsmodul, wahrend bei 
Anwendung der Substitutionen S; auch Q(&, ) sich reproducirt. 


(£) = PE, n) + iQ, 0) 
ist daher eine analytische Function der complexen Variablen €, welche 
nur an der Stelle €. und den congrunten Stellen je einfach oo wird, 
und welche bei Anwendung der Substitutionen A,, B, auf die Variable 
sich um rein imaginire Periodicitiitsmoduln vermehrt, bei Anwendung 
von S; dagegen sich unverindert reproducirt. 

®(£) ist daher fiir den automorphen Fundamentalbereich*) dasselbe, 
wie fiir eine gewidhnliche Riemann’sche Fliche ein Abel’'sches Integral 
2. Gattung. 

Die automorphen Functionen, die ja unser Ziel sind, entsprechen 
also den algebraischen Functionen. Zu diesen kann man von den 
Integralen auf verschiedene Weise gelangen. Z. B. auf folgende Weise: 

Bildet man fiir denselben Fundamentalbereich irgend zwei Func- 
tionen ®,(€), ,(§) mit verschiedenen Unendlichkeitspunkten, so ist, 
wie leicht zu sehen, 

a, (6) 
©) = 40,6 
eine eigentlich automorphe Function des Bereichs. 

Die so gefundene specielle automorphe Function nimmt, wenn 
®, (€) und %,(£) nicht besonders ausgewahit sind, jeden ihrer Werthe 
in jedem Fundamentalbereiche (2p-+-2)-mal an, d. h. Z(£) ist im All- 
gemeinen eine (2p-+-2)-werthige automorphe Function. 

Ich deute nun Z als unabhingige Variable in einer Z-Ebene. 
Jedem Punkte der Z-Ebene entsprechen dann je 2p + 2 Systeme 
congruenter Stellen in der §-Ebene, von denen nur fiir besondere 
isolirte Werthe von Z zwei oder mehrere zusammenriicken. Ueber der 
Z-Ebene denke ich mir eine (2p-+-2)-blittrige Riemann’sche Fiche 
ausgebreitet, derart, dass jedem der 2p + 2 einem Werthe von Z 
entsprechenden Systeme congruenter Stellen € je eine der tiber Z 


*) So will ich allgemein den in der £-Ebene gelegenen Fundamentalbereich 
mit seiner linearen Kantenzuordnung nennen. 
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liegenden getrennten Stellen der Riemann’schen Fliche entspricht. Die 
Blatter dieser Riemann’schen Fliiche hiingen an denjenigen Stellen der 
Z-Ebene in Verzweigungspunkten zusammen, fiir welche mehrere der sonst 
getrennten Systeme congruenter Stellen der ¢-Ebene in ein System 
zusammenriicken. Jedem Punkte des ¢-Fundamentalbereichs entspricht 
dann ein und nur ein Punkt der Riemann’schen Fliche iiber der 
Z-Ebene, jedem Punkte der Riemann’schen Fliche ein und, wenn 
man congruente Randpunkte nicht als verschieden ansieht, nur ein 
Punkt des €-Fundamentalbereichs, Die Riemann’sche Fliche hat daher 
dasselbe Geschlecht, wie der Fundamentalbereich. Zugleich ist die 
Abbildung der §-Ebene auf die Z-Ebene (mit Ausnahme der Ecken a; 
des Fundamentalbereichs und mit Ausnahme der Verzweigungsstellen 
der Riemann’schen Fliche) conform. 


Die Function Z(§) bildet die in abstractem Sinne geschlossene 
Mannigfaltigkeit des automorphen Fundamentalbereichs ein-eindeutig wnd 
conform auf eine (2p-+-2)-blattrige rdwmlich geschlossene Riemann’ sche 
Fliiche vom selben Geschlechte ab. 

Solchen Wegen der ¢-Ebene, welche von irgend einem Ausgangs- 
punkte zu einem congruenten Punkte verlaufen, entsprechen geschlossene 
Wege auf der Riemann’schen Flaiche und umgekehrt. Daraus folgt, 
dass jede m-werthige eigentliche automorphe Function des Fundamental- 
bereiches eine auf der Riemann’schen Fliche eindeutige und m-werthige 
Function ist und umgekehrt. Also: 


Die Gesammtheit der eigentlich automorphen Functionen des Funda- 
mentalbereiches ist identisch mit der Gesammtheit der algebraischen 
Functionen der Riemann’schen Fliche. 


Ferner: 


Die Gesammtheit der uneigentlich automorphen Functionen des 
Fundamentalbereichs ist identisch mit der Gesammtheit derjenigen multi- 
plicativen Functionen der Riemann’schen Fliiche, welche nur in den- 
jenigen Punkten verzweigt sind, die den Ecken a; des Fundamental- 
bereichs entsprechen. 

Damit wird die Theorie der automorphen Functionen des Bereiches 
auf die Theorie der multiplicativen Functionen der Riemann’schen 
Fliche zuriickgefiihrt; es wird die Aufgabe der folgenden Paragraphen 
sein, auch die automorphen Formen von §,, € auf die im vorigen 
Theile meiner Arbeit ausfiihrlich behandelten multiplicativen Formen 
der Riemann’schen Fliche zu beziehen. 

Nun ist zwar die Theorie sowohl der multiplicativen Functionen 
als der multiplicativen Formen von der speciellen Darstellung des 
algebraischen Gebildes im Wesentlichen unabhiingig; d. h. dieselben 
Dienste, wie die (2 -+-2)-bliittrige Fliche tiber der Z-Ebene wiirde 
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uns jede andere zu demselben algebraischen Gebilde gehérende Fliche 
leisten. Fiir viele Zwecke, und um die Begriffe zu fixiren, ist es aber 
bequem, eine kanonische Fliiche zu Grunde zu legen, und dies soll 
fortan geschehen. 

Die unabhingige Variable der kanonischen Fliche, eine m-werthige 
eigentlich automorphe Function des Fundamentalbereichs, heisse fortan z. 

Auf der kanonischen Riemann’schen Flache existiren nun alle die 
Functionen, Integrale, Formen, welche im ersten und zweiten Theil 
dieser Arbeit untersucht sind; alle die dort gebrauchten Bezeichnungen 
sollen jetzt einfach tibertragen werden. 

Dabei soll zur Definition der Ausgangseweige der Integrale und 
der Primformen dasjenige Querschnittsystem benutet werden, welches bei 
der conformen Abbildung des €-Polygons auf die Riemann’sche Fliiche z 
den Ufern A=, st des Fundamentalbereichs entspricht. Hiermit tritt 
deutlich hervor, warum ich immer einen kanonischen Fundamentalbereich 
auswiahle; einem solchen entspricht niimlich auf der Riemann’schen 
Fliche ein kanonisches Schnittsystem, so dass alle friiheren Be- 
trachtungen ohne Modification zu iibertragen sind. 

Den Periodenwegen A,, B, auf der Riemann’schen Fiche ent- 
sprechen dann einzeln die gleichbenannten Substitutionen der Variablen §&, 
den Umiiiufen von 2 wm die den Ecken a; entsprechenden Punkte e; die 
Substitutionen S; der Variablen &. 

Insbesondere haben wir die Sitze: 

In der Umgebung einer Stelle e; besteht die Entwicklung 


1 

(f«;) = & fe 

(€B;) = (2 _ €;) (ao + a, PB (2 —¢;)) 9 

oder wenn die zugehirige Substitution eine parabolische ist: 
(¢8;) 
(f@;) 

An jeder andern Stelle verhdlt sich § reguliir, d. h. es bildet die volle 

Umgebung der Stelle auf der Riemann’schen Fliche auf die einfach 

iiberdeckte Umgebung der Stelle € ab. 


= log (¢ —e;) + B(z — 4). 


46) 


20 


Die automorphen Variablen ¢,, ¢& als Formen der algebraischen 
Variablen z,, 2. 


Es sollen die Formen von §,, & in Beziehung zu den Formen von 
2,, 2, gesetzt werden. Zu dem Zwecke muss zwischen der Spaltung 
von € in &, und € und der Spaltung von z in z, und 2, die ja an 
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sich ganz unabhangig von einander sind, eine solche Beziehung fest- 
gesetzt werden, dass £,,€ Formen von 2,, 2, und umgekehrt sind. 

An diese Festsetzung wird man folgende Forderungen zu stellen 
haben : 

1) Erlaubten Werthsystemen von 2,, 2, sollen nur erlaubte Werth- 
systeme von £,, & entsprechen und umgekehrt. 

2) Auf der Riemann'schen Fliiche geschlossenen Wegen von 2,, 
sollen ganze bindre homogene Substitutionen von £,, & entsprechen. 

Zu 1) ist noch zu bemerken, dass man die Forderung nicht mehr 
aufrecht erhalten kann, sobald ¢ sich einem Grenzpunkte des Polygon- 
netzes z. B. dem Fixpunkte einer parabolischen Substitution unbegrenzt 
nihert, zu 2), dass man auf die Forderung unimodularer Substitu- 
tionen zu Gunsten von 1) verzichten muss. 

Wir stellen nun folgende Ueberlegung an: 

Wenn §€,, & irgend eine ganze binire Substitution erleidet, so 


multiplicirt sich 
(g, a) —_= Fi ag, — ,d&, 
nur mit der Determinante der Substitution. 
(€, a8) 
do, 


Folglich muss eine multiplicative Form der Riemann’schen 


Fliiche, und also durch ein Product von multiplicativen Primformen aus- 
driickbar sein. 


Um nun diesen Ausdruck durch Primformen wirklich aufzustellen, 
hat man den Quotienten 2b) an den verschiedenen Stellen der Rie- 


mann’schen Fliche tiber der z-Ebene auf sein Verschwinden und Un- 
endlichwerden zu untersuchen. Dabei kann wegen der gegeniiber 
linearer Transformation invarianten Bedeutung von (£, d§) das Unend- 
lichferne der €-Ebene keine besondere Rolle spielen, und weil die 
Bedeutung von da, von der Auswahl der betreffenden Riemann’schen 
Fliche unabhingig ist, so sind auch die unendlich fernen Punkte und 
die Verzweigungspunkte der von uns gewihlten Riemann’schen Flache mit 
jedem gewohnlichen Punkte derselben fiir unsere Betrachtung gleich- 
werthig. Ich brauche mich daher nur auf endliche schlichte Stellen der 
Riemann’schen Fliche zu beschrinken, welche zugleich nur endlichen 
Stellen des € Bereichs entsprechen, und habe nur zu unterscheiden, 
ob die betreffende Stelle einem nichtsinguliren Punkte oder einer singu- 
laren Ecke «a; des Fundamentalbereichs der §-Ebene entspricht. 
Fiir einen nichtsinguliren Punkt ist in dem Ausdruck 
a — £,24,-2+ G (2, , #9) SF 

a endlich und von 0 verschieden, ebenso z,, G(¢,, ¢.) und wegen der 
Forderung 1) auch ¢,. Infolgedessen hat man den Satz: 


Mathematische Annalen. XLIV. 23 
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Die multiplicative Form 


a ist an jeder Stelle der Riemann’- 


schen Fliaiche, welche keiner singuliren Ecke a; des Fundamental- 
bereichs entspricht, endlich und von 0 verschieden. 

An einem. Fixpunkt «; der elliptischen Substitution S; muss (€ «;) 
verschwinden , also (€8;) von 0 verschieden und endlich sein. Sei e; 
der entsprechende Werth von z; so verhiilt sich dort 


1 


Se a ee ee 
(dt) — — ay 8a) Me — aye ode. 


da, ist nun von dz nur um einen an der betr. Stelle endlichen und 


‘ . . » ( , ag) . 
nicht verschwindenden Factor verschieden, der Quotient b, ds wird 
’ da 


also an der Stelle e; von der Ordnung e~ i) unendlich. Man hat 
also das Resultat: 

a ist eine multiplicative Form von 2,, 2, welche iiberall endlich 
und von Null verschieden ist, mit Ausnahme der Stellen e;, wo sie von 


der Ordnung ( ~-) unendlich wird. 


t 
Folgende Gleichung giebt also in allgemeinster Weise die gewiinschte ~ 

5 55d 5 5 
Beziehung zwischen den automorphen und algebraischen Variablen: 


2q4+ S22 we 
ae € 


i=a 1 
7 -{1-—-— a"< 
(€, dg) =-— / ] P (ze) ( i) ¢ « . do, 
Hieraus folgen dann vermége der Identitiiten 
/ _(&, a) J __(&, 48) 
eh) Aer | el Aor 


die gesuchten analytischen Ausdriicke fiir ¢,,&, als Formen von 2z,, 


oe 
“9° 


i=n 


1 1 1 wy. we 
j -* _ -s(1-— So + 6%, 
fi —6-(70) I] P (ze) a( ude 7. 

. i=1 


1 i=n 1 1 
= on on V 
7 dé 7) Pp a ; (! is) & + c. i i 
° P a 
® (ae | | \4 Gi) ° 
1 i=n 1 1 y P 
= = 4 _— —_ ty +- pW 
. P 20 a( i) & ote ss 
. (2 €;) € a ” 
i=1 
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Die allgemeinste den gestellten Forderungen entsprechende Spaltwng 
von € ist durch die vorstehenden Formeln gegeben. 


Die Variablen §,, § sind in den multiplicativen Primformen vom 
Grade q=—p+1 —D3 (1 = i) » 2, 2, vom Grade 4. 
Kiir das folgende soll der Einfachheit halber immer 
Co = 0, Co = 0 
gesetzt sein. 


Aus dem bekannten Verhalten von € findet man, dass sich in der 
Umgebung einer Stelle e; verhalten 


(bau) wie (6—2)* Yl, 8) 
(66) » ¥2 (41 #2), 
bezw. wenn «@; eine parabolische Ecke ist: 
(Ga;) wie V(%, 4), 
(EBi) 4, W(%, 4) - log (2 —e:) + O(4,, 2), 


worin unter Y, ¥,, ¥, je eine an der Stelle e; weder verschwindende 
noch unendlich werdende, unter ® eine an e; nicht unendlich werdende 
Form von 2,, 2, verstanden ist. 
Hieraus: folgt, dass bei einem positiven Umlauf von 2,, 2, um den 
Punkt e; die Variablen €,, €, folgende homogene Substitutionen erfahren: 
2in 
r Ge » 
(f'a;) =e * (Ea), 
(Bi)= (86), 


bezw. in einer parabolischen Ecke: 


(€’ «) = (€ a), 
($' Bi) == 20m . (Sai) + (8 Bi). 


Bei einem positiven Umlauf von 2,, 2, wm den Punkt e; erleiden also 

die Variablen §,, & die Substitution $;, verbunden mit einer simultanen 
1a 

Multiplication mit e , wobei fiir eine parabolische Ecke 1; = co eu 

setzen ist. 

Um das Verhalten von £,, & gegeniiber einem Periodenwege von 
£1, % anzugeben, ist erst noch genauer festzusetzen, welche der beiden 
moéglichen unimodularen Spaltungen der Substitutionen A, und B, man 
mit A,, B, bezeichnen will. Wir verabreden in dieser Hinsicht: 

A,., B, sollen diejenigen wnimodularen Substitutionen bedeuten, welche 
die Formen 


23* 
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1 


aat(iyt aa(dty? 


lings der primitiven Periodenwege A,, B, erleiden. 

Dann folgt aber sofort aus dem bekannten Verhalten der mit Z, 
und Z, multiplicirten Primformen: 

Liings eines geschlossenen Periodenweges Ax, und B, von 2,, 2, 
erleiden €,, € die Substitutionen A,, B. in Verbindung mit einer 
Multiplication beider Grissen mit den Factoren 


ex 5 ( < i) wei ¥ a tax 23 : (: = i) We we 
e ; bezw. e' 

Man sieht also: 

Liings geschlossener’ Umliiufe von 2,, 2, auf der Riemann’schen 
Fliiche erleiden die Variablen §,,§ zwar ganze biniire lineare, aber im 
Allgemeinen nicht unimodulare Substitutionen. 

Und als Umkehrung hierzu: 

%;, 2 verhalten sich unimodularen Substitutionen der §,, & gegeniiber 
als wneigentlich automorphe Formen vom Grade = und zwar entsprechen 


den Erzeugenden §;, A,, B. die folgenden Multiplicatoren von 2z,, 2, die 
bei 2, und 2, jedesmal gleichzeitig zutreten: 
mia m Vv nm 
"3 & - - 20x 23 (-< a ’ —p ten 25-7) he ; 
e P 


€ 4 


Hierzu kann noch wegen des oheedini Grades eine simultane 


N- "aia 

Multiplication mit e . hinzutreten; doch kénnen wir diese hier 
ausser Acht lassen, da wir spiiter doch nur solche Formen zu betrachten 
haben werden, welche in ¢,, € von ganzzahligem Grade sind. 

Fiir manche Zwecke ist es niitzlich, das Anfangsglied der Reihen- 
entwicklung von (£&) nach Potenzen von (zx) bezw. P(e) zu kennen. 

Man findet dasselbe aus der Definition von €,, £, und dem bekannten 
Verhalten von (€—&). Merkwiirdigerweise ist der Coefficient des 
ersten Gliedes von (€&) von dem Coefficienten des ersten Gliedes von 
(€—&) unabhiingig. Man findet: 

Wenn & keine der Ecken «a; des Fundamentalbereichs ist, so gelten 
an der Stelle —& die Entwicklungen: 


A=@ q—A 


q ‘=n 1 
P zy) a ames —~f1— 3 
G)— Dim -(EEP) Peay, aq =f J Pree) (- 7). 
A=1 junk, 
A=@ 


q i=n2 1 
oat — ((ey)\n—4 1 5 . 
(€ §) 7 ba (ep) (ex), = Fach) | | P(xe;) ( ) 
_ i=1 














. 
5 
” 

\ 
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Ist dagegen & der Fixpunkt a; der elliptischen Substitution S;, so ist 


1 
—_—o—_ i=o 
a a £y) 45 - P (sy)\** 5 \4 
li (5 ) Pee Pr (Fen) Pee), 


ae pee 
a = “WET Bee) ( v), 


* A=o 


ew) — (9) “oo Soe (ey un 


4=0 


wii. oe 
by = . TT P (ee,) ( i) 


1 
G(ei1, €9) * ved 


§ 21. 


Darstellung der automorphen Formen von §,, ¢ als multiplicative 
Formen von 2,, 2. 


Kine Form, welche sich gegeniibér unimodularen Substitutionen 
von ¢,, € multiplicativ verhilt, muss natiirlich auch gegeniiber den 
nicht unimodularen Substitutionen, welche geschlossenen Umliufen 
von 4,, #, entsprechen, multiplicatives Verhalten zeigen, und um- 
gekehrt. D. h. 

Die Gesammtheit aller automorphen Formen des €-Bereichs stimmt 
mit der Gesammtheit aller multiplicativen Formen der zugehirigen 
Riemann’schen Fliche iiberein. 

Wir wollen aber wesentlich mit den eindeutigen automorphen 
Formen uns beschiiftigen. Vor allen Dingen miissen diese in der ¢-Ebene 
unverzweigt*) sein. 

Man sieht nun sofort: 

Die Gesammtheit der in der §-Ebene wnverzweigten automorphen 

‘ormen ist identisch mit der Gesammtheit derjenigen multiplicativen 
Formen der zugehdrigen Riemann’schen Fliche, welche hichstens in den 
Punkten e; und zwar mit der Multiplicitat 1; (oder einem Theiler von 1;) 
verzweigt sind. 

Entspricht e; einer parabolischen Ecke «;, so ist die Verzweigung 
der multiplicativen Formen daselbst von beliebig hoher Ordnung. 

Die einfachsten unverzweigten automorphen Formen sind diejenigen, 
welche nur in den Punkten eines Systems congruenter Stellen der 


*) Vergl. Math. Ann. Bd. 41, Seite 30ff. 


| 
: 
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€-Ebene je einfach verschwinden. Ich nenne solche Formen ,,automorphe 
Primformen“. 

Beziiglich des Ausdrucks derselben durch z,, 2, muss man einen 
Unterschied machen, ob die Verschwindungsstellen nichtsingulare 
Stellen der einzelnen Fundamentalbereiche sein sollen, oder ob in 
ihnen immer mehrere Bereiche mit je einer Ecke a; zusammenstossen. 
Ich sage: 

Die automorphe Primform fiir eine nicht singulire Stelle € des 
Fundamentalbereichs ist: 

Z= P(z2), 
fiir eine elliptische Ecke a;: 
Z; = P(ze)", 
fiir eine parabolische Ecke «;: 
Z; = log P(ze), 
unter P(gx) u. s. w. immer die allgemeinste an der Stelle x ver- 
schwindende multiplicative Primform unserer Riemann’schen Fliche 


+> % Wa 
P(ex)= P(ex)-e * 
verstanden. 

Diejenigen automorphen Primformen, welche zu nicht singuliren 
Punkten oder elliptischen Ecken gehéren, sind automorphe Formen 
im gewohnlichen Sinne, die zu parabolischen Ecken gehérenden da- 
gegen verhalten sich bei den Substitutionen der Gruppe additiv; multi- 
plicativ jedoch und ebenfalls unverzweigt verhilt sich in einer para- 
bolischen Ecke jede Potenz 


P(ze;)* 
mit beliebigem rationalem oder irrationalem, reellem oder complexem 
Exponenten. 
Der Grad der automorphen Primformen in Bezug auf &,, € ist in 


den 3 Fallen beziehungsweise z , + oder logarithmisch, 
q’ al; 


Da der Grad im Allgemeinen nicht ganzzahlig ist, so sind die 
automorphen Primformen, allgemein zu reden, obwohl unverzweigte, 
dennoch mehrdeutige Formen von §,, £,. 

Die ,,automorphen Primformen“ sind die Verallgemeinerung der- 
jenigen Formen, welche ich im Falle py = 0 Grundformen*) genannt 
hatte. Diesen Namen habe ich jedoch aufgegeben und dafiir den 
Namen ,,automorphe Primformen“ eingefiihrt wegen der innigen Ver- 
wandtschaft, ja Identitit mit den ,,multiplicativen Primformen“, und 


*) Math. Ann. Bd. 41, Seite 41 ff. 
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das um so lieber, als ich so auch mit der von Hrn. Schlesin ger*) 
im Falle p = 0 gebrauchten Terminologie mich in Einklang befinde. 
Die allgemeinste unverzweigte automorphe Form ist ein Product 
solecher automorphen Primformen, also ein Ausdruck folgender Art: 
; — - P(2a,)P(em)...P(2a,,,) b+ ta Wa 
F . ) ms Prize," . é : Te ce ‘ 
(1 &2) I] (#6) " * Seb) Pady 1 P(t) 


Der Grad derselben in §,, €, ist: 
i=n » 
ins = 
ie q . +2 1; 
i=1 
und den Erzeugenden §;, A,, B, der unimodularen Gruppe entsprechen 
die Multiplicatoren : 
ae i R 
ain (— t) 


? 


7 —, —, af R th e; 
oe Vv a | =b — xv s. a 5 €; 
ee x kee — Nex » We Ss Wa+> 4; “s . uy We 
6 i / 
? 


é 


e« a 


, —y — @ — B of % RB 1 — €: 
Dfrente-tax| SHE- TMD (F+F(- 7) I 
6 i 


ee : “a 


Dazu kann noch in Folge von simultanen Umliufen von §,, € um 0 
ein Multiplicator e”'*-*** hinzutreten, unter N eine beliebige ganze 
Zahl verstanden. 

Ist a; eine parabolische Ecke, so tritt an Stelle des Exponenten 
T eine beliebige rationale oder irrationale reelle oder complexe Zahl ¢;’. 


t 

Damit nun die unverzweigte automorphe Form F(§,, €) zugleich 
eine eindeutige Form sei, muss 

1) der Grad R eine ganze Zahl sein, 

2) das Multiplicatorsystem den in § 18 angegebenen Bedingungen 
f genugen. 
Es sei der Grad R und das Multiplicatorsystem 





| 


~ 


oni 2ine lina, 
> 2i , 2izno 
O:=—e a Ox = € a 0, =e x 


G 
einer eindeutigen automorphen Form vorgegeben. 

Dann sind die Zahlen ¢, & und die Punkte @ und b offenbar 
folgenden Gleichungen und Congruenzen entsprechend zu bestimmen: 





M *) Ueber die bei den linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung auf- 
, tretenden Primformen (Crelle’s Journ. Bd, 110), 
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43 =R-g=—R(p—1)—2 S13), 


i==1 r 
&; R_ 4, 
i 21, =31, (mod, 1), 


Oarke — tox [ >) Wi — >) We + ($43 (1 — i)) We] 


a 


= — h, = 6, (mod. 1), 


oinke — nex [WED Wet (E+ 30-7) Wei 
= + h, = 6, (mod. 1). 


Die Zahlen kann ich hier, indem ich eventuell e; unter die 
Punkte @ oder 6 ein oder mehrere Mal aufnehme, immer so ein- 
richten, dass 

0<7<1 


t 


ist. Fitir eime parabolische Ecke soll festgesetzt werden, dass 


wenn R>O ist, 0< R(e/)< 1, 
wenn R< — 2 ist, 0< Re) <1 
sein soll. Fiir R — — 1 will ich mir fiir den einzelnen Fall die Ent- 


scheidung vorbehalten, ob ich R(«,') gleich 0 oder — 1 setzen will. 
Es bedeute nun E[«] die grésste in @ enthaltene reelle ganze 
Zahl. Dann ergeben sich durch Auflésung der obigen Gleichungen 
und Congruenzen die in nachfolgendem Satze angegebenen Glei- 
chungen: 
Der allgemeinste Ausdruck einer eindeutigen automorphen Form 
vom Grade R und dem Multiplicatorsystem 


a; 
viel in. 


ae * beaw. &@*, 9, me! +9) om Gitte 
lautet: 
i=n Sy aw dei rm. a os 
7 => - P(sa,) P(éa)...P (za kot > ka We 
(i> &) =] | P (ee) "- odlicemetiee cies (4040) - 
1 dunt P(zb;) P(2by).. . P(#b,) 


wobei die Zahlen «, &, 0 durch folgende Gleichungen gegeben sind: 


’ a.+R 1,.4+-R 
pi? —2[2] 


a = 
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0— Sef" f 7] - me—y-—S-, 


i=1 


und die Punkte a und b so zu bestimmen sind, dass 
Dw:-Lwi-x. 
a 6 
’ , a &j Wi ¢ 
= > (lie unt hi Ox) —>(3+701 -7)) We, 
x” i=) °° , 
ke =>. Naxt+hyNax)- 


Dabei ist fiir eine parabolische Ecke, bei rein imaginirem Werthe 
von aj, 


wen R>O ist, El; ai = (), 


- 


wen R<—2 ist, E[34]= —1 
au selzen. 
Da zufolge § 18 


R + a; = 0 (mod. 2) 


ist, so ergeben sich aus den vorstehenden Formeln immer ganzzahlige 
Werthe von ¢;, und da 


2. 
Rn +>) $= 0 (mod. 2) 


ist, auch immer ganzzahlige Werthe von 0. Wa endlich auch die 
Congruenzen fiir die Punkte a@ und b bei hinreichend gross gewihlter 
Anzahl ¢ immer lisbar sind, so ist folgender Satz richtig: 

Es giebt zu jedem zulissigen Multiplicatorsysteme gugehirige ein- 
deutige automorphe Formen. 

Fiir den Grad 3 der im allgemeinen Ausdruck enthaltenen un- 


verzweigten multiplicativen Form lisst sich leicht eine untere und 
eine obere Grenze angeben. 
Es ist namlich 
1 
0<7 - <1 . 


a 


d—R.q—- D>; 


also, da 


und 
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> C-7)=— 2 +2—-24 


(R+2)q + 2p —2<8< Rg. 


ist, 


Sehe ich von den Fallen p = 0, und dem Falle py —1 ohne 


singulire Ecken —, welcher auf die gewéhnlichen elliptischen Func- 
tionen fiihrt, — ab, so ist stets 


q<0. 


Daraus folgt: 
Wenn R >0 ist, so ist stets0< 0, wenn R< —2 ist, so ist stets d >2p —2. 


Da ferner rechts das Gleichheitszeichen nur dann auftritt, wenn alle 


&; r &; f 
7 = 9, und links nur, wenn alle [= 1— + sind, so findet man: 
i i i 
Wenn R=0 _ ist, so ist 0=0, wenn alle 9,.=1, 
d<0, wenn nicht alle 9;=1 sind, 
wenn R=—2 ist, so ist 0O—=2p —2, wenn alle 0;—1, 


0 >2p—2, wenn nicht alle o;==1 sind. 


Ferner zeigt. man genau wie im Falle p= 0*) die Richtigkeit 
folgenden Satzes: 

Stehen die Grade R, R’ sowie die den Erzeugenden §; entsprechen- 
den Multiplicatoren 0;, 9; zweier automorphen Formen F, F’ in der 
Beziehung: 

R+ Rk’ =—2, oo—1, 
so ist 
d4+0’'=2p—2, J+t—i-—t. 
i é i 

Stehen nicht nur die den $; entsprechenden, sondern alle Multi- 

plicatoren in der Beziehung 


o.9=—1 
R+ Rk’ =—2, 


und ist 


so sind die von den Verzweigungsfactoren befreiten Theile beider Formen 
reciproke multiplicative Formen; denn die Grade stehen in der Be- 
ziehung: . 

6+ 0° =—=2p—2 


und die Gréssen K, und ky ergiinzen sich zu Perioden erster und 
zweiter Gattung 


*) Math: Ann, Bd, 41, 8. 45. 
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K.+ Ke= > (Nz @ax + Ny ex), 
nx 


ha + Ke = >) (Ne tax + Ne thin). 


Ich tibertrage nun diese Benennung auch auf die automorphen Formen, 
und sage: 

Ich nenne zwei automorphe Formen ,,reciproke Formen“, wenn die 
Grade R und R’ und die denselben Substitutionen entsprechenden Multi- 
plicatoren @ und @ in der Besiehung stehen: 

R+ Rk’ =—2, eo’ = 1. 

Die unverzweigten Theile im Ausdruck zweier reciproken automorphen 
Formen durch 2,, 2, sind reciproke multiplicative Formen, die Ver- 
cweigungsfactoren ergdnzen sich zu 

i=n "en e3 
[[ Pee ia 
i=1 

Das Product irgend zweier reciproken automorphen Formen ist eine 
eigentlich automorphe Form vom Grade — 2. 

Jede dieser EHigenschaften, z. B. die letzte, kann man auch zur 
Definition der reciproken automorphen Formen benutzen. 

Besondere Wichtigkeit besitzen die eigentlich automorphen Formen 
vom Grade — 2, welche den Formen ®(¢,, 2,) vom Grade 2p — 2, 
die auf der kanonischen Fliche algebraisch sind,* genau entsprechen; 
ihr allgemeiner Ausdruck lautet 

i=n ad — a 
F_2(&,, §) =] | Pee © O(e, #9). 
i=1 

Es gilt von ihnen natiirlich folgender Satz: 

Es giebt p linear unabhingige ganze eigentlich automorphe Formen 
vom Grade — 2, welche den p linear unabhiingigen ganzen auf der 
kanonischen Fiche algebraischen Formen gp vom Grade 2p — 2 pro- 
portional sind. 

Beriicksichtigt man, dass 


(&, dg) —_ J] Pee (; i). da, 


i=1 


ist, so findet man 


—f PG, £.) .(€, a8) -{ Y(2,, 2) .da,. 


Die Integrale der eigentlich automorphen Formen vom Grade — 2 
sind die Abel’schen Integrale der Riemann’schen Fiche. 

Insbesondere sind die Integrale der ganzen eigentlich automorphen 
Formen vom Grade — 2 die p tiberall endlichen Integrale w>?. 
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§ 22, 


Von der Anzahl der willkirlichen Constanten in den automorphen 
Formen und den Coefficienten ihres Unendlichwerdens. 
Es sei 


F(,, &) -[] Bsa . Ue, #2) 


i=1 


eine eindeutige automorphe Form vom Grade R und bestimmtem Multi- 
plicatorsystem, U(z,, 2.) also eine unverzweigte multiplicative Form 
von 4,, , von ebenfalls wohl bestimmtem Multiplicatorsysteme, deren 
Grad ich mit 0 benenne. §&,’, &'; &”, &"; ... &,!*!, &!*! seien die im 
Fundamentalbereiche gelegenen Unendlichkeitsstellen von F(é,, &) — 
wobei ein (m1;— ;)-faches Unendlichwerden in einer Ecke «; als m-faches 
Unendlichwerden zu zahlen ist —. Hiermit sind die Unendlichkeits- 
stellen 2’, %5 2%", "3... %,!*!, w,!*! der multiplicativen Form 
U(4,, 2) bestimmt. 

Die Anzahl der noch willkiirlichen linearen Constanten in F'(§,, ,) 
stimmt nun offenbar mit der Anzahl der willkiirlichen Constanten in 
der Form U(z,, 2,] tiberein, ist also gleich 


e+d—p+1+r 
unter t’ die Anzahl der linear unabhiingigen an den Stellen a’, x”,...ai*! 
verschwindenden ganzen zu U(z,, 2.) reciproken multiplicativen Formen 
u’(z,.,) verstanden. Nun entspricht aber jeder solchen Form w’ (2, , 2.) 
eine an den Stellen §’, &”,... &l*! des Fundamentalbereichs ver- 
schwindende ganze zu F(,, ,) reciproke automorphe Form 


f (brs &) ~[TPen* -u'(2,, &). 


Der Riemann-Roch’sche Satz lasst sich also fiir automorphe Formen 
folgendermassen aussprechen : 

Es giebt «+0—p-+1-+ 1’ linear wunabhingige automorphe 
Formen vom Grade R und bestimmtem Multiplicatorsystem, welche an 
vorgegebenen incongruenten Stellen unendlich werden diirfen, unter t’ die 
Anzahl derjenigen linear unabhingigen ganzen reciproken automorphen 
Formen verstanden, welche an den « gegebenen Stellen verschwinden. 

Fiir ganze Formen lautet der Satz: 

Ist R der Grad eines Systems automorpher Formen F'(§,, €,), 
3 der Grad der zugehorigen unverzweigten multiplicativen Formen U (z,,2.), 
6 die Anzahl der in dem System enthaltenen linear unabhiingigen ganzen 
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Formen, und sind R’, 0’, 6’ die entsprechenden Zahlen fiir das reciproke 
System, so ist 
6=—6 —p+1l+o', 
6'=0'—p+i-+e. 


Wenn eine automorphe Form F‘(,, €,) an einer Stelle & des 
Fundamentalbereichs (welche der Kinfachheit halber keine singulire 
Ecke sein mége) unendlich wird wie 


R41 
“(@2)"eo- 


so wird nach der am Schluss von § 20 gegebenen Formel dieselbe Form 
als Form von ¢,, 2, unendlich wie 


i — 5 RqH _ 
A; | i P(e) %.(2¢ F) a" P(ex)-!, 
i=1 


P (xy) 
also da 
1 1 &; &; 
—& § | 
ist, U(é,, 2), wie 
A: [I Pree) (geny™. P(2x)- 
: P (xy) 


i=1 


Es werde nun F'(g,, €) an den Stellen &’, &”,... &l*! des Fundamental- 
bereichs mit den Coefficienten A,, A,, ... A, je einfach unendlich; 


dann wird die multiplicative Form U(¢,, 2.) an den Stellen 2’, ”,...a!*! 
mit den Coefficienten 


i=n 


Ay] [ Poa'rtey® yes 1,2,...8 


i=] 


je einfach unendlich. Bezeichnet nun w’(z,, 2.) irgeud eine der o’ 


linear unabhingigen ganzen zu U(¢,, z,) reciproken multiplicativen 
Formen, so ist also nach § 11 


ys =" 


> ] ] P(a'rle;)* -u'(x,!"!, vl!) = 0. 
v=1 i=l 
Nun sind aber die Formen 


TT Pe ew’ (21, 2) 


i==l 
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gerade die o’ linear unabhingigen zu F(£,, €) reciproken ganzen 
automorphen Formen f, (§,, £), fo’ (5 &),-- + fo (&, &)- 

Also geniigen die Coefficienten der incongruenten Unendlichkeitsstellen 
einer automorphen Form den Bedingungen: 


A, fy (E), 82) + Asfy E'; &2 ) +++ Adfy (&'"!, &'*!) = 0, 
A the "(5's 2) + Apfy (&," » 52° )+° + Ache (§,!* » §,!*!) =O 


A, folks 52) + Asfe (&)", 8) +--+ +4 fe (8 g,'*!, &)l*!) =O 
wo fi, fo,..-f* die 6 linear wnabhingigen ganzen reciproken auto- 
morphen Formen vorstellen. 

Fiir die eigentlich automorphen Formen vom Grade — 2 specialisiren 
sich die Formeln zu folgender: 

A,+4,+---+A4A= 
d. h. die Summe der Coefficienten der Unendlichkeitsstellen einer eigent- 
lich automorphen Form vom Grade — 2 ist = 0. 

Ebenso, wie die bisherigen, lassen sich auch die Sitze iiber die 
Mindestanzahl der Unendlichkeitsstellen iibertragen. Der wichtigste ist: 

Die Mindestanzahi allgemein gelegener Unendlichkeitsstellen einer 
automorphen Form ist um 1 groésser, als die Zahl der linear unab- 
hiingigen ganzen reciproken automorphen Formen. 

Die weitaus meisten, und gerade die vermittelst der Poincaré’- 
schen Reihen saginglichen Faille R<—4und R>2 der automorphen 
Formen enteprechen dem ,,allgemeinen Falle* der multiplicativen 
Formen, fiir welchen sich die angegebenen Resultate zum Theil etwas 
vereinfachen 

So gelten fir R < —2 und fiir diejenigen Formen vom Grade 
R = — 2, welche nicht mit eigentlich automorphen Formen verwandt 
sind, folgende Sitze: 

Die Anzahl der linear unabhiingigen ganzen Formen ist 

6=d0—p+l. 

Die Anzahl der linear wnabhdngigen Formen, welche an « vor- 
gegebenen Stellen unendlich werden diirfen, ist 

e+d—p+l. 

Die Coefficienten der Unendlichkeitsstellen sind keinen Bedingungen 
unterworfen. 

Es giebt immer Formen mit einer einzigen frei beweglichen Unend- 
lichkeitsstelle. 

Fiir die Faille R > 0 und fiir diejenigen automorphen Functionen, 
R=0, die nicht mit eigentlich automorphen Functionen verwandt 
sind, lauten dagegen die entsprechenden Siitze: 
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Es giebt keine ganzen Formen. 
Eine Form, welche an & vorgegebenen Stellen unendlich werden 


darf, besitet 
e+d—pt+i14r’ 

willkiirliche lineare Constanten, unter ct’ die Anzahl der linear unab- 
hingigen ganzen reciproken automorphen Formen verstanden, welche 
an den gegebenen Unendlichkeitsstellen verschwinden. 

Die Coefficienten der Unendlichkeitsstellen sind 6’ — t’ linear unab- 
hdngigen homogenen linearen Gleichungen unterworfen. 

Die Mindestanzahl frei beweglicher Unendlichkeitsstellen ist p — 0. 

Die Mindestanzahl fester Unendlichkeitsstellen ist e—° , vorausgesetzt, 
dass p — 0 eine gerade Zahl, und 0 > — p ist. 

Die Mindestanzahl einfach beweglicher Unendlichkeitsstellen ist 


anne — = -, vorausgesetat, dass p—d eine ungerade Zahl, und d >—(p-+-1) ist. 


Die Mindestanzahl zweifach beweglicher Unendlichkeitsstellen ist 


rs = , vorausgesetzt, dass p— 0 eine gerade Zahl, und d>—(p+2) ist. 


Fiir specielle Constanten der Gruppe, sowie fiir specielle Multipli- 
catorsysteme kann die Mindestanzahl der Unendlichkeitsstellen von 
beschrinkter Beweglichkeit sich tibrigens noch weiter erniedrigen. 

Unter diesen Angaben nicht einbegriffen sind, abgesehen von 
R = — 1, die eigentlich automorphen Formen vom Grade 0 und — 2. 

Fiir die ersteren gelten statt der angegebenen Sitze die fiir alge- 
braische [unctionen geltenden bekannten Sitze, fiir die eigentlich 
automorphen Formen vom Grade — 2 modificiren sich die fir un- 
eigentlich auutomorphe Formen gemachten Angaben folgendermassen: 

Es giebt p (statt (p —1) linear unabhiingige ganze eigentlich auto- 
morphe Formen vom Grade — 2. 

Die Mindestanzahl wirklicher Unendlichkeitsstellen ist 2 (statt 1). 

Auf & = — 1 will ich nicht naher eingehen. 


§ 23. 
Die automorphen Elementarformen. 

Auch die auf den Siitzen tiber die Unendlichkeitsstellen beruhende 
Theorie der Elementarformen muss sich von den multiplicativen auf 
die automorphen Formen iibertragen lassen. 

Es sei F'(£,, €) eine Form eines Systems automorpher Formen 
vom Grade R und den Multiplicatoren e,, U(z,, 2.) eine Form des 
zugehdrigen Systems unverzweigter —— Formen, so dass 

ixn 


Fé; 6) =] ] Bee) . Ue, 


i=1 
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ist. Es bedeute 6 die Anzahl linear unabhiingiger ganzer Formen in 


dem System der F'({,, §) bezw. der U(z,,2,), 6’ dieselbe Anzahl fiir 
das reciproke System. 


Dann definire ich: 

Unter den ganzen Elementarformen fa(2,, 2.) (w=1, 2,...6) des 
Systems der F(§,, §) verstehe ich irgend 6 linear unabhiingige ganze 
Formen des Systems. 

Unter einer gebrochenen Elementarform A(£,, &3 &, §) des Systems 
verstehe ich eine zwm System gehdrige automorphe Form von €,, €, welche 
nur an 6’ allgemein gelegenen festen Stellen 4, 4", ... '%' wnd an 
eimer variablen Stelle § des Fundamentalbereichs je einfach wnendlich 
wird, und zwar an der variablen Stelle mit dem Coefficienten +- 1. 

Diese ,,automorphen Elementarformen“ des Systems der F'(&,, €) 
lassen sich in sehr einfacher Weise durch die friiher besprochenen 
»multiplicativen Elementarformen‘ des System der U(¢,, 2.) ausdriicken. 
Es seien u, (2, 2.) (u=1,2,...6) die o ganzen, U (¢,, 2; 21,2) die 
gebrochene Elementarform des Systems der U(z,, 2.). Dann hat man 
den einfachen Satz: 

Die ganzen automorphen Elementarformen heissen : 


fu(8s> &) -[/ P(ee;)* . uy (24, 2), 
i=1 
die gebrochene automorphe Elementarform: 
A (§,, &05 615 &2) =|] P(2e)* . P(xei)* . U(a,, #23 2%, %), 
i=1 
& gf 1 
(i+ 4-1-3) 

Dass die Formen /,,(&,, §) in der That ¢ linear unabhingige ganze 
automorphe Formen sind, folgt unmittelbar aus der Definition. 

Ebenso ist unmittelbar klar, dass 4(€,, €; §, §)) eime automorphe 
Form von £,, §& vom Grade R und den Multiplicatoren g, ist, und 
dass es an den festen Stellen 7, 9’, ...%!%! und der variablen Stelle &, 
welche den Unendlichkeitsstellen y’, y",... y!%' und 2 der Form 
U (2, , #3 %, %,) entsprechen, je einfach unendlich wird. 

Es ist noch zu beweisen, dass 4(§,, €; &,&) am der variablen 
Unendlichkeitsstelle § in der That als Form von §,, €, den Coefficien- 
ten 1 besitzt. Dies geschieht folgendermassen: 

An der Stelle x verhialt sich z 

U(ey, 445 2, %,) wie +1- (BEY) Posay 
39 “39 “le “2 P (ay) ? 
1 ; 
Tr? 


‘ 


&; e; 
also, wegen T+7z=1- 
i i 
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| / P(e ¢;)* P(axe;)* . U(2,, #3 %,5 2») 
i=1 

wie 
i=n = i - Ss Ret _ 
[ [ Poe) *. (So) . Piex)-. 
i==l P (xy) 


Nun verhalt sich aber 


i=n ” 1-2) ee re 
£) r Pxe; ( i). G 2) 3B 41 
(65) wie ] ] (wei) Fey P(ex)+', 


i=1 


und also 


(En) pg) 
Alb, b5 b1 €,) wie +1- (ED). ey, 

Damit ist bewiesen, dass die dargestellte Form allen Forderungen 
der Definition geniigt. Umgekehrt sieht man leicht, dass wenn 
A(§,, &3 &, &) der allgemeinen Definition der automorphen Elementar- 
form gentigt, dass dann auch U(z,, 2,3; ”,, 2) der Definition der multi- 
plicativen Elementarform genau entspricht. Es ist daher die dar- 
gestellte Form nicht nur immer eine automorphe Elementarform, son- 
dern auch die allgemeinste automorphe Elementarform. 

Es lassen sich folgende weitern Higenschaften der automorphen 
Elementarform ebensowohl aus der unmittelbaren Definition, wie aus 
den entsprechenden Eigenschaften der multiplicativen Elementarform 
U(42,, 2.3 %,, %,) ableiten; ich will mich bei dieser Ableitung, welche 
keine Schwierigkeiten bietet, nicht aufhalten, und nur die Sitze selbst 
zusammenstellen : 

Die Elementarform ist, wenn sie im ersten Argumentpaar §,, & 
den Grad R besitzt, im zweiten Argumentpaar vom Grade der reciproken 
automorphen Formen: 

R’'=—R—-2. 


Sie wird als Form von §,, §& an der Stelle § des Fundamental- 
bereichs mit den Coefficienten + 1, an den congruenten Stellen & mit 
den Coefficienten 9, unendlich, als Form von &§,, & dagegen an der 
Stelle § des Fundamentalbereichs mit dem Coefficienten —1, an den 
congruenten Stellen & mit den Coefficienten — o>'. 

Sie geniigt als Form ihres ersten, beew. ihres zweiten Argument- 
paares den Functionalgleichungen: 


A(ey”, yi é.) — ex A(§,, £03 15 &) = 9, 





u=O 
ACE, , fo5 BE, BP) — os" ACE, bos Bis Ga) = > HO CEs be) + Fabs be 


wel 


Mathematische Annalen, XLIV, 24 
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worin tibrigens die Formen H; (£,,£) nicht mit den Formen H{” (a,,2,) 
auf Seite 329 identisch sind, sondern sich von ihnen um den Factor 


i=n 4% 
a TT P (xe;) ‘ 
i=1 
unterscheiden, unter 7, den Multiplicator verstanden, den die Kormen 
U(z,, @,) lings des betreffenden geschlossenen Umlaufs von 2,, 2, 
erhalten. 
Die automorphe Elementarform dient in gleicher Weise zur Dar- 
stellung der Formen F'(§,, §) wie der Formen F’(&,,§) des reciproken 
Systems : 


F (6,56) —= >) Ay ACE, bo5 81, 8h") + >” Bu fulbs, &)s 
v=1 “u=l1 
F’ (6,6) =— >) Ab ACN", a; 6, &) + >) Bi fies, &)- 


Ferner gelten alle iiber die Beziehung der Elementarformen erster 
und zweiter Art bei den multiplicativen Formen ausgesprochenen Siitze 
in ganz gleicher Weise fiir die aulomorphen Elementarformen. 

Obwohl ich auf die Darstellungen durch Poincaré’sche Reihen in 
dieser Arbeit principiell nicht eingehe, so muss ich doch hinzufiigen, 
dass diejenigen Elementarformen, welche sich durch solche Reihen 
darstellen lassen, zwar unter den obigen Formeln enthalten, doch 
sicher nicht die allgemeinsten Elementarformen sind. 

Denn abgesehen davon, dass man durch Poincaré’sche Reihen nur 
solche Elementarformen darstellen kann, deren Grad in ¢, § eine 
hinreichend grosse negative Zahl ist, so wird doch die Poincaré’sche Reihe 

Zz =" _ Rates (87, cy") 

Px (Eg) Rats: Es, &) 
als Form von &,, § ausser an den periodisch gelegenen Stellen &*) 
nur noch an einer endlichen Zah! von Stellen der €- Ebene unendlich. 
Dies ist aber bei der allgemeinsten Elementarform durchaus nicht 
nothwendig der Fall, wie das Beispiel der normirten Elementarformen 
zeigt, welche noch an o Systemen von unendlich vielen periodisch 
gelegenen Stellen unendlich werden. Um die auch als Function ihrer 
Unendlichkeitsstelle allgemeinste Elementarform zu bekommen, wmiisste 
man zur Bildung der Poincaré’schen Keihen auch transcendente Formen 
heranziehen. 

Aber ich behaupte: 

Die Integrale zweiter Gattung sind, falls die Poinoaré’schen Reihen 
vom Grade — 2 convergiren, sicher immer durch Poincaré’sche Reihen 
darstellbar. 
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Es ist dann niamlich 
—2 0 


5 ? ae 
JP" = A(§i,$95 Bi» 52) “2 EPH, ) 


wo die Summation iiber alle mit § congruenten Stellen &*) zu erstrecken 
ist, das gewiinschte Integral. 
In der That zeigt man, dass die Differenz 


(a) (a) 
AE, 85 &1, 8°) — ACG, 93 S15 2) 
von §,, §& unabhingig ist. Es ist nimlich 


a ins (¢ ») 7 (én'—”) 
A(E,, 63 & i, E,(4)) "ae (¢ g(2 ( (ny DH —4) ¢) (gs —4 ni) 
=>, (én—) 
med ( £1) £) (g 9(—4)) 
und also 


a £( al En) ( £%n'—) —(énl—9) (6 9) 
A(E,, & »3 &, 8 | 4)) A(E,,§ 03 St» Se -2 (££) (gn) (gy ( 4)) 


~ > % A 
SM ere) 
Hierin kommt in der That &,, § nicht mehr vor, und die Functionen 
H,.’(&,, &) miissen sich also auf Constanten reduciren, so dass die 
Elementarform wirklich ein Integral zweiter Gattung ist. 

Herr W. Burnside*) hat die vorstehende Reihe fiir eine specielle 
Art von Gruppen behandelt, namlich fiir die Fundamentalbereiche ohne 
singulire Ecken, bei denen sich die Substitutionen A, auf geschlossene 
Umlaufe in der §-Ebene reduciren (wie in Fig. 13). 

Die Folge davon ist dass die dargestellte Reihe im Falle der 
Convergenz, weil in der §-Ebene eindeutig, ein normirtes Integral 
zweiter Gattung, seine Perioden also die normirten p-Formen und 
deren Integrale die Normalintegrale erster Gattung sind. Diese hier 
aus den allgemeinen Principien folgenden Resultate werden dort im 
Einzelnen aus der Reihendarstellung hergeleitet. 

Ich bemerke hier zugleich, dass man in analoger Weise die 
Appell’schen Integrale 2. Gattung durch Poincaré’sche Reihen als 
Elementarformen zweiter Art darstellen kann, wofern nur die Reihen 
vom Grade — 2 fiir das betreffende Multiplicatorsystem convergiren, 


*) W. Burnside: On a class of automorphic functions. Proceed. of the 
London Math. Society Vol. XXIII, Nos 4383—435, 1892. 
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Schlussbemerkung. 

Nachdem ich nunmehr die Aufgabe, die ich mir in meiner Arbeit 
in Bd, 41 dieser Annalen gestellt hatte, niimlich die glinzenden Ent- 
deckungen Herrn Poincaré’s im Gebiete der automorphen Functionen, 
diese unendliche Fiille neuer Siitze und mannigfaltigster Beziehungen, 
von einem allgemeinern Standpunkte aus zu iiberblicken, als es der 
specielle Ausgang von den Poincaré’schen Reihendarsteilungen gestatitete, 
zu einem ersten gewissen Abschluss gebracht habe, sei es mir gestattet, 
mit einigen wenigen Worten das Verhiltniss meiner Ausfiihrungen zu 
den Untersuchungen des franzésischen Meisters zu beleuchten. 

Ein wesentlicher Unterschied liegt darin, dass ich im Sinne der von 
Herrn Klein in Bd. 21 der Math. Ann. entwickelten Ideen die Existenz 
der automorphen Functionen statt auf die Poincaré’schen Reihendar- 
stellungen ganz allgemein auf die functionentheoretischen an Riemann 
ankniipfenden Methoden von Schwarz und Neumann griinde. 

Der Uebergang Poincarés von den automorphen Functionen zu 
den 9-Functionen leitete mich von den automorphen Functionen zu 
den automorphen Formen, indem ich hierin dem von Herrn Klein im 
Schlusskapitel von Bd. I der Modulfunctionen ausgesprochenen und in 
seiner Vorlesung vom W. 8. 1890/91 genauer dargelegten Gedanken- 
gang folgte. Dabei fand ich, dass die Poincaré’schen ©-Functionen, 
eben die automorphen Formen, in zweifacher Hinsicht einer Verall- 
gemeinerung faihig waren: ich betrachtete auch multiplicativ auto- 
morphe Formen, und auch solche von ungeradzahligem Grade. 

Wie man nun die automorphen Functionen als algebraische Func- 
tionen auf einer geschlossenen Riemann’schen Fliache darstellen und 
iiberschauen kann, so lag es nahe, auch die automorphen Formen als 
Formen auf einer Riemann’schen Flaiche darzustellen, und so ihre 
Beziehungen zu einander zu erforschen. Dies bot im Falle p =O nur 
geringe Schwierigkeiten, und ist von mir in Math. Ann, Bd. 41 aus- 
gefiihrt worden. Fiir héheres Geschlecht war die Idee, tiberhaupt 
Formen auf Riemann’schen Flichen zu betrachten, zuerst von Klein 
in Math. Ann. 36 eingefiihrt worden; derselbe Gedanke durchzieht die 
»Modulfunctionen“ von Klein und Fricke, wo denn auch in Bd. II in 
allerdings particulirer Form der Versuch gemacht wird, die Modul- 
formen mit den Formen auf der Riemann’schen Fliche in Beziehung 
zu setzen. Aber alle diese vorliegenden Ausfiihrungen geniigten fiir 
meine Zwecke noch nicht, wesentlich aus dem Grunde, weil in ihnen 
in Folge einer Anlehnung an die bekannte Theorie der ganzen alge- 
braischen Functionen die algebraischen Formen eine unzweckmiissige 
Sondersteliung einnehmen und das ganze Interesse absorbiren. Fiir 
die Theorie der automorphen Formen war es vielmehr néthig, auf 





o 
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der in Math. Ann. 36 von Klein gegebenen Grundlage eine all- 
gemeine Theorie der muitiplicativen Formen auf einer Riemann’schen 
Fliche zu schaffen, die den zweiten Theil der vorliegenden Arbeit 
bildet. Aber so sehr sich diese Theorie nun selbstiindig gestaltet hat, 
so ist es doch immer die Riicksicht auf die Poincaré’sche Theorie der 
automorphen Functionen gewesen, die mir als Leitfaden in der Auf- 
stellung meiner Sitze gedient hat. Gerade fiir die interessantesten und 
fruchtbarsten Begriffsbestimmungen iiber die multiplicativen Formen, 
fiir den Begriff der reciproken Formen, fiir den verallgemeinerten 
Riemann-Roch’schen Satz, fiir die Elementarformen fand ich die 
ersten Ansitze, wenn auch zum Theil versteckt und sehr speciali- 
sirt, in den Poincaré’schen Betrachtungen vor. Wenn jetzt die 
allgemeine Theorie der multiplicativen Formen mit Nothwendigkeit 
za jenen Sitzen fiihrt und sie bequem zu iiberschauen gestattet, so 
gehérte zweifellos ein um so griésserer Scharfsinn Herrn Poincaré’s 
dazu, dieselben schon in der speciellen Form, wie sie sich ihm dar- 
stellen mussten, versteckt unter verhiillenden Besonderheiten seiner 
Darstellungsweise, richtig herauszufinden und zu seinen Zwecken zu 
verwerthen. 

Wenn in meiner Darstellung die Poincaré’schen Reihen ganz 
zuriicktreten, so ist das eine natiirliche Folge meines allgemeinen Aus- 
gangspunktes. Es ist selbstverstiindlich, dass fiir die Beziehungen der 
Functionen und Formen eines bestimmten Bereiches zu einander die 
besondere Art der expliciten Darstellung unwesentlich ist. Dagegen 
bleibt der besondern Betrachtung dieser Reihen ein weites, noch fast 
ganz unerforschtes Gebiet nach zwei Richtungen hin offen: Erstens 
handelt es sich um die Abhingigkeit der automorphen Functionen, und 
damit der Moduln des algebraischen Gebildes von den Constanten der 
Gruppe; dazu wird es freilich erst néthig sein, die Gruppe arith- 
metisch zu beherrschen, wie man es bei der Modulgruppe lingst ver- 
steht. Zweitens ist die Abhingigkeit der durch Poincaré’sche Reihen 
dargestellten Functionen von der Gestalt und den Constanten der zur 
Reihenbildung benutzten rationalen Formen ein dankenswerthes Feld 
der Untersuchung. Denn wenn auch Herr Poincaré gezeigt hat, dass 
man die allgemeinste automorphe Function bezw. Form durch seine 
Reihen darstellen kann, so gilt das nur, insofern man diese Func- 
tionen als Functionen der laufenden Variablen ansieht. Als Func- 
tionen der Constanten, z. B. der Unendlichkeitsstellen, haben die 
Poincaré’schen Reihen einen ganz speciellen Charakter, der wohl ver- 
dient, noch niiher untersucht zu werden; ich erinnere nur an das 
Beispiel der durch Poincaré’sche Reihen definirten Elementarformen 
vom Grade — 2, welche als Function ihrer Unendlichkeitsstelle Integrale 
zweiter Gattung sind. 
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Fiir derartige, die Poincaré’schen Reihen speciell betreffende Unter- 
suchungen hoffe ich, wie ich schon in der Kinleitung aussprach, den 
Weg einigermassen frei gemacht zu haben, indem ich zunichst alle 
diejenigen Dinge vorweggenommen habe, welche mit den Reihen als 
solehen nichts zu thun haben. 


Waltershausen in Thiiringen, Ende Juli 1893. 





























Zur Theorie der trilinearen Verwandtschaft dreier einstufiger 
Grundgebilde. 


Von 


Franz Lonpon in Breslau. 


Die trilineare Beziehung dreier einstufiger Grundgebilde ist schon 
wiederholt Gegenstand der Untersuchungen der Geometer gewesen. 
Zum ersten Male wurde die genannte Beziehung von Herrn August 
verwendet, der in seiner Dissertation 3 trilinear — oder, wie er sich 
ausdriickt, duploprojectiv — bezogene Ebenenbiischel zur Erzeugung der 
Flichen II. O. beniitzte und auf diese Entstehungsart die Theorie der 
27 Graden der Fliiche griindete*). Von Herrn Rosanes wurde sodann, 
gelegentlich einer Untersuchung iiber abhingige Punktsysteme, die 
trilineare Verwandtschaft, wenn auch nur beiliufig, behandelt, und 
wesentliche KHigenschaften derselben zuerst abgeleitet**), Die erste 
systematische Behandlung unserer Beziehung verdankt man Herrn 
Schubert, welcher zuerst diese Beziehung ,,als ein neues Forschungs- 
mittel der synthetischen Geometrie“ betrachtete***), und auch seine 
Methoden der abzaihlenden Geometrie zur Bestimmung der auftretenden 
Anzahlen verwandtey+). Ziemlich gleichzeitig fallt der Beginn einer 
grésseren Reihe von Untersuchungen von Herrn Le Paige — zum Theil 
in Gemeinschaft mit Herrn Folie —}7), welche zumeist die invarianten- 


*) ef. August: Disquisitiones de superficiebus tertii ordinis, Diss. inaug, 
Berol, 1862. 
**) cf. Rosanes: Ueber linear-abhiingige Punktsysteme (1879) Crelle’s 
Journ, Bd, 88. 
**) cf, Schubert: Die trilineare Beziehung zwischen 3 einstufigen Grund- 
gebilden (1880) Math. Ann. Bd. 17. 
+) cf. Schubert: Liésung des auf die trilineare Beziehung ausgedehnten 
Projectivititsproblems. Hamburg 1882. 
+) Von den zahlreichen Arbeiten von Le Paige iiber diesen Gegenstand, 
welche in den Schriften der verschiedensten Akademien und anderer gelehrten 
Gesellschaften sich vorfinden, seien hier nur die beiden zusammenfassenden Arbeiten 
erwithnt: Essais de géom, supér. du Liliéme ordre, Mém. de la société roy. des 
sciences de Liége II Ser. Tome X 1883; sowie: Le Paige et M. F. Folie: Mémoire 
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theoretische Untersuchung der trilinearen Formen, aber auch wichtige 
geometrische Anwendungen zum Gegenstand haben. In neuerer Zeit 
hat Herr G. Hauck*), welcher sich mit der trilinearen Beziehung 
ebener Systeme, namentlich fiir die Zwecke der darstellenden Geometrie, 
beschiftigte, auch der trilinearen Beziehung dreier einstufiger Grund- 
gebilde eine Arbeit gewidmet. 

In den nachfolgenden-Untersuchungen wird versucht, tiefer in die 
Natur der zweifachen Mannigfaltigkeit von Tripeln trilinear entsprechender 
Elemente, welche Mannigfaltigkeit wir als ,, Tripeifeld“ bezeichnen, 
einzudringen, und besonders deren Beziehungen zu den einfachen 
Tripelmannigfaltigkeiten, den Tripelrethen, aufzudecken. Nachdem im 
ersten Paragraphen die wichtigsten Grundeigenschaften der trilinearen 
Beziehung zusammengestellt wurden, ist der zweite der Beziehung des 
Tripelfeldes zu den einfachsten Tripelreihen, den sogenannten wni- 
cursalen Tripelreihen, welche von den Tripeln entsprechender Elemente 
dreier projectiver Grundgebilde gebildet werden, gewidmet und die 
bemerkenswerthe Theorie der in einem Tripelfelde enthaltenen uni- 
cursalen ‘Tripelreihen entwickelt. Im dritten Abschnitt sind die 
wichtigsten Constructionen des Tripelfeldes geleistet, vor allem die aus 
7 gegebenen Tripeln, welche auf die einfachsten Constructionen der 
Projectivitaét zuriickgefiihrt werden, Der letzte Paragraph behandelt 
als Anwendung der vorangeschickten Theorie die Erzeugnisse dreier 
trilinearer Ebenenbiischel; es wird gezeigt, dass dieselben — je nach 
der Lage ihrer Axen, oder der specielien Beschaffenheit der trilinearen 
Beziehung — alle Arten von Fliachen III. 0., die allgemeinen', sowfe 
die mit 1,2, 3,4 Doppelpunkten, die Regelfliichen und Kegel III. O. 
erzeugen; auch die reduciblen Fliichen III O. finden auf diese Weise 
ihre Entstehung, so dass man auch zu einer sehr verwendbaren Er- 
zeugung der Fliache II. O., sowie einer directen Construction derselben 
aus 9 ihrer Punkte gefiihrt wird. Eine demnichst folgende Unter- 
suchung wird diejenigen Tripelreihen zum Gegenstand haben, welche 
aus den gemeinsamen Tripeln zweier Tripelfelder bestehen, und welche 


in der Theorie der ebenen, wie riumlichen elliptischen Curven eine 
grundlegende Rolle spielen. 


sur les courbes de troisiéme ordre, Mém. de l’acad. roy. de Belg. Tome 43 u, 45, 


wo sich auch weitere Citate tiber die sonstigen Untersuchungen des Verf. iiber 
diesen Gegenstand vorfinden. 


*) cf. Hauck: Die trilineare Beziehung zwischen 3 einstufigen Grundgebilden, 
Crelle’s Journ. Bd. 108. 


Se 


mad 














a 








Trilineare Verwandtschaft, 377 


§ 1. 
Die singuliren Elemente und die Abbildung des Tripelfeldes. 


1) Wir bezeichnen durch =, H, Z drei einstufige Grundgebilde 
(gerade Punktreihén, Strahlenbiischel, Ebenenbiischel) und durch & 
die Elemente von =, durch 4, € die von rsp. H, Z; in jedem der 
3 Grundgebilde sei ein binires Coordinatensystem gewihlt, und seien 
£,, 5 M1» 23 &, & die homogenen Coordinaten von resp. &, , &. 
Wahit man aus jedem der 3 Grundgebilde je ein Element &, 7, £, so 
sollen 3 solche Elemente ein Tripel genannt werden; die Gesammtheit 
aller Tripel bildet eine dreifache Mannigfaltigkeit. Besteht zwischen 
den 3 Variablensystemen &, , §; 7;, 23 &, & eine homogene trilineare — 
d. h. in jedem der drei Variablensysteme lineare — Gleichung: 


f(§, 0, §) => Aix SeNeh: = O (t, k, T—1, 2), 
tki 
so giebt es eine zweifache Mannigfaltigkeit von Tripeln &, », §, deren 
Coordinaten dieser Gleichung geniigen. Durch die trilineare Gleichung 
wird also zwischen den Elementen der 3 Grundgebilde eine Beziehung 
constituirt, welche man nach Herrn Schubert*) als ,,trilineare Be- 
ziehung dreier einstufiger Grundgebilde“ oder nach Herrn Le Paige**) 
als ,,Homographie dritter Ordnung zweiten Ranges“ zu bezeichnen 
pilegt. Je 3 Elemente &, 1, €, welche in dieser Beziehung einander 
entsprechen, sollen ein Tripel entsprechender Elemente, oder kiirzer, 
da ihre Coordinaten die trilineare Form f(&, 7, €) annulliren, ein 
Nuiliripel***) der trilinearen Verwandtschaft bilden. Die Gesammt- 
heit der oo? Nulltripel einer trilinearen Verwandtschaft soll ein Tripel- 
feld genannt und durch fF’; bezeichnet werden. Zwei beliebige Ele- 
mente auf zwei der drei Grundgebilde werden durch ein eindeutig 
bestimmtes Element des dritten Grundgebildes zu einem Tripel des 
Tripelfeldes Fy erginzt. Zu einem beliebigen Elemente gehért also 
eine einfache Mannigfaltigkeit von Elementepaaren, welche dasselbe 
zu einem Tripel von Fy ergiinzen; diese Elementepaare bilden ent- 
sprechende Elemente projectiver Grundgebilde, da ihre Coordinaten 
einer biniaren bilinearen Gleichung geniigen. Also gilt: Jedem 
Elemente eines der drei Grundgebilde wird durch die trilineare Ver- 
wandtschaft eine projective Beziehwng der beiden andern Grundgebilde 


*) ef. Schubert: Die trilineare Beziehung zwischen 3 einstufigen Grund- 
gebilden, Math. Ann. Bd. XVII, p. 457—472. 
**) ef, Le Paige: Essais de géométrie supérieure du troisiéme ordre. Mém. 
de la soc, roy. de Liége II Sér. Tome X. 1883. 
***) cf, Rosanes: Cr. Journ. Bd. 88, p. 289. 
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zugeordnet, deren Paare entsprechender Elemente gebildet werden durch 
die Paare, welche das in Rede stehende Element zu einem Nulltripel 
ergdnzen. 

Ist P: die dem Elemente & zugeordnete Projectivitiit, so bildet die 
Gesammtheit der Projectivititen P:, welche den einzelnen Elementen 
& von = zugehéren, ein lineares System 1'" Stufe, einen Biischel. 
Durch die trilineare Beziehung werden demnach die Elemente eines jeden 
der 3 Grundgebilde projectivisch bezogen auf die Elemente eines Pro- 
Jjectivitdtenbiischels. 

Ordnet man die Elemente des einen Grundgebildes projectiv zu 
den Projectivititen eines Biischels, dessen Trager die beiden andern 
Grundgebilde sind, so bilden die co? Tripel, welche von einem Ele- 
mente des ersten Grundgebildes und einem Paare entsprechender 
Elemente der diesem zugeordneten Projectivitiit gebildet werden, ein 
Tripelfeld. Auf diese Weise lisst sich rein geometrisch jedes Tripel- 
feld erzeugen. 

2) Sind 2 Tripelfelder Fy und Fy gegeben durch die beiden 
Gleichungen: 


f(§, 0, §) => Gin Fi ME = O, 


i,k,é 


fé, 2, §) = > Aine Sine = O 


i, kt 


(i,k, l= 1, 2), 


so besitzen diese eine einfache Mannigfaltigkeit gemeinsamer Tripel; 
jedes dieser Tripel ist auch jedem Tripelfelde des Biischels kf + kh’ f = 0 
angehérig. Jedes Element eines'der 3 Grundgebilde z. B. § von = 
wird durch 2 Elementepaare 7 §', 1€" zu einem gemeinsamen Tripel 
von Ff’, und fF’; ergiinzt, namlich durch diejenigen beiden Elemente- 
paare, welche den beiden Projectivitiiten P: und P; gemeinsam sind, 
welche dem Elemente § in F’7 und Fp entsprechen. Eine einfache 
Mannigfaltigkeit von Tripeln soll fortan ,,eine Tripelreihe“ heissen. 
Die von den gemeinsamen Tripeln von F’7 und F’7 gebildete Tripelreihe 
ist so beschaffen, dass jedes Klement durch zwei Elementepaare zu 
einem Tripel der Tripelreihe ergiinzt wird; durchliiuft also z. B. & das 
zugehérige Grundgebilde =, so durchlaufen die Elementepaare y, §, 
welche mit § zusammen ein gemeinsames Tripel von F’7 und fF’; bilden, 
die beiden zugehérigen Grundgebilde H, Z zweimal; aus diesem Grunde 
wollen wir die Gesammtheit der gemeinsamen Tripel zweier Tripelfelder 
als bicursale Tripelreithe bezeichnen, und einer solchen das Zeichen 
R; beilegen. Durch das Attribut ,,bicwrsal‘ bezeichnen wir die Eigen- 
schaft, dass jedes Element durch zwei Elementenpaare zu einem Tripel 
der Tripelreihe erginzt wird. Bei einer wnicursalen Tripelreihe 
(bezeichnet durch Rz) wird demnach jedes Element nur durch ein 


ai 
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einziges Paar zu einem Tripel erginzt werden; dies tritt ein bei den 
Tripeln entsprechender Elemente dreier projectiv bezogener Grund- 
gebilde, und — wie man leicht erkennt — nur bei diesen; wir 
definiren demnach: Unter einer unicursalen Tripelreihe (Rz) verstehen 
wir die Gesammtheit der Tripel entsprechender Elemente dreier projectiver 
einstufiger Grundgebilde. 

Durch 3 Tripel ist eine Rp eindeutig bestimmt. Eine R} ist durch 
a 6 Tripel eindeutig bestimmt. Ein Tripelfeld Fy ist durch 7 Tripel ein- 
deutig bestimmt, denn die Gleichung von /’7 enthilt 8 homogene Coef- 
ficienten, welche durch 7 Tripel eindeutig bestimmt werden; durch 
6 Tripel wird ein Biischel von 7 bestimmt, dessen gemeinsame 
Tripel eine Rp bilden, die also ebenfalls durch die 6 Tripel bestimmt 
wird. Dabei sind die Tripel linear-unabhiingig vorausgesetzt; die dazu 
nothwendigen und hinreichenden Bedingungen werden spiiter ange- 
geben werden. 

3) Durch die trilineare Beziehung f(&, 1, §) = 0 werde das Tripel- 
feld Fy dargestellt; dann wird jedem Elemente € von = eine Pro- 
jectivitit P: nach dem Vorigen zugeordnet. Alle diese Projectivitiiten 
P; bilden einen Biischel; in diesem Projectivitiitenbtischel existiren 
zwei ausgeartete Individuen, welche den Elementen «,, «, von = zu- 
N gehéren mégen, und die daher durch P,,, P,, zu bezeichnen sind. Die 
Ausartung von P,, besteht darin, dass 2 Elemente, (6, in H), (y. in Z) 
existiren, deren entsprechende Elemente in Bezug auf P,, unbestimmt 
werden, wihrend den tibrigen Elementen von H das Element y,, den 
iibrigen Elementen von Z das Element #, in Bezug auf P,, entspricht. 
Analytisch fiussert sich die Degeneration von P,, darin, dass die 
bilineare Gleichung von P,,:/(@,4§) = 0 eine verschwindende Deter- 
minante besitzt, daher ihre linke Seite das Product zweier linearer 
Factoren wird. Analoges gilt fiir P,,; die Elemente, deren ent- 
sprechende Elemente in Bezug auf F,, unbestimmt werden, seien 
B, (in H)-und y, (in Z). Gleichzeitig haben die 4 Elemente £,, 7,; 
6., ¥, bekanntlich noch die weitere ausgezeichnete Eigenschaft, dass 
die beiden Paare B,, 7.3 B., 7, gemeinsame Paare aller Projectivitiiten 
: P: des Biischels sind. Wir bezeichnen diejenigen Elemente, deren 











zugeordnete Projectivitit degenerirt, als die singuldren Elemente von 
Fy. Nach dem vorigen existiren auf jedem der 3 Grundgebilde zwei 
singuldire Elemente von Fy. Die auf = befindlichen singuliren Elemente 
waren @,, @ 3; auf H und Z sind es offenbar die oben durch £,, B,; 
Y1> Y2 bezeichneten Elemente; denn #, z. B. ist singular, da die zu- 
gehérige Projectivitit P,, degenerirt, indem 6,y, gemeinsames Paar 
aller Projectivititen P; ist, und daher in P;, dem Element y, alle 
Elemente § von = eutsprechen. In den 6 Elementen a, , «,; B,, By; 74, 72 
besitzen wir also bereits die simmtlichen singuliiren Elemente. — 
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Zwei singuliire Elemente auf verschiedenen Grundgebilden mit ver- 
schiedenem Index z, B. «,, 6, werden durch jedes beliebige Element £ 
von Z zu einem Tripel von JI’y erginzt, da 6,§ ein Paar von P,, 
bildet, also a, 6,€ fiir jedes € ein Tripel von F'’z ist. 

Wir nennen 2 Elemente, fiir welche dasjenige Element, welches 
sie zu einem Tripel von J’; ergiinzt, unbestimmt wird, ein singuléres 
Paar von Fy. Zwei singuliire Elemente auf verschiedenen Grund- 
gebilden mit verschiedenem unteren Index bilden ein singulires Paar. 
Andern singulire Paare giebt es offenbar nicht, so dass wir in «, B,, 
Bio, 71%; %B,, B.y,, Y2o, siimmtliche singulire Paare besitzen. 
Also gilt: Jedes Tripelfeld besitet 6 singuldére Paare. 

Zwei Tripelfelder, welche die 6 singuléren Elemente und ein be- 
liebiges Tripel gemein haben, sind identisch. Denn 2 solche Tripelfelder 
besitzen 7 gemeinsame Tripel, da die 6 gemeinsamen singuliiren Ele- 
mente 6 gemeinsame Tripel involviren, nimlich: 


1 B27, , By YG ps 74% By3 By V2, Boy Ga, Y_% Bo. 
— Aus der von uns gegebenen geometrischen Definition der singu- 


liren Elemente ergiebt sich unmittelbar die wichtige Darstellung der 
trilinearen Form: 


f(E, 0, &) = Kh, (@,§) (By m) (718) + he (@§) (Bom) (726), 


(@, 8) = 04,8) — 6, 
gesetzt ist, und @,,, @,, die Coordinaten von a, bedeuten.*) — 

4) Das singulire Tripelfeld, Ist das Biischel projectiver Be- 
ziehungen, welches den Elementen eines der 3 Grundgebilde zugeorduet 
ist — z. B. das den Elementen § von = zugeordnete Biischel P: — 
so beschaffen, dass die beiden, allen Projectivitiiten des Biischels 
gemeinsamen Paare entsprechender Elemente — B,y,, 6,7, — zusam- 
menfallen, so existirt nur eine einzige ausgeartete Projectivitiit in dem 
Biischel, und daher auf dem dritten Grundgebilde — = — nur ein 
einziges singalires Element. In diesem Falle vereinigen sich also 
a, und @,, aber gleichzeitig auch, wie die Entstehung dieser Singu- 
laritét lehrt, 6, und B,, y, und y,. Es existiren in diesem Falle also 
nur 3 singuldre Elemente, auf jedem Grundgebilde eins; diese 3 singu- 
laren Elemente seien mit a, 6, y bezeichnet. Man erkennt unmittelbar, 
dass irgend 2 der 3 singuliiren Elemente ein singulires Paar bilden, 
so dass in diesem Falle nur 3 singuldre Paare vorhanden sind. Das 
Tripel «, B, y der 3 singuliren Elemente soll das singulire Tripel 
genannt werden, und die in dieser Weise specialisirte trilineare Be- 


wo: 


*) cf. Le Paige, 1. c. p. 19. Schubert, l. c. p.458ff. Bei Herrn Le Paige 
findet sich eine ausfiihrliche analytische Behandlung der singuliren Elemente. — 
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zichung soll als singuldr-trilineare Beziehung, das von ihren Nulltripeln 
gebildete Tripelfeld, als singuldres Tripelfeld bezeichnet werden. 

Kine singular trilineare Beziehung ist durch das singulire Tripel 
und drei weitere Tripel eindeutig bestimmt; denn, da das singulire 
Tripel «By vier Nulltripel der Beziehung involviert, namlich, wenn 
§,,€ drei beliebige Elemente von resp. =, H, Z bezeichnen: «a, B, 7; 
B,v,&3 v,@,; «, B,€, so werden durch das singulire Tripel und 3 
weitere Tripel im Ganzen 7 Nulltripel der Beziehung gegeben sein, 
wodurch dieselbe eindeutig bestimmt ist. Daraus ergiebt sich: 

Zwei singulire Tripelfelder, welche das singulire Tripel und drei 
weitere Tripel gemeinsam haben, sind identisch*). — 

5) Trilineare Grundgebilde in reducirter Lage. Die einfachste 
trilineare Beziehung von 3 in derselben Ebene gelegenen geraden 
Punktreihen wird hervorgerufen durch die Tripel von je 3 Punkten, 
welche in einer Geraden g liegen. Diese trilineare Beziehung dreier 
gerader Punktreihen wird von Herrn Schubert**) als geradlinigte 
trilineare Beziehung bezeichnet. — . 

Die einfachste trilineare Beziehung dreier gerader Punktreihen, 
deren Triiger beliebige Geraden des Raumes sind, wird hervorgerufen 
durch die Tripel von je 3 Punkten, deren Ebene durch einen gegebenen 
Punkt des Raumes geht. 

Die einfachste trilineare Beziehung dreier in derselben Ebene 
gelegenen Strahlenbiischel wird gebildet durch die Gesammtheit der 
Tripel von je drei Strahlen, welche sich in einem Punkte schneiden. 

Die einfachste trilineare Beziehung dreier Ebenenbiischel mit 
beliebig im Raume gelegenen Axen wird erhalten durch die Gesammt- 
heit der Tripel von je 3 Ebenen, deren Schnittpunkt auf einer festen 
Ebene sich befindet. Drei trilineare Ebenenbiischel von solcher Be- 
schaffenheit nennt Herr August***) in perspectiver Lage befindlich. 

Wir wollen zusammenfassend 3 einstufige Grundgebilde, deren 
Elemente durch eine der vier eben charakterisirten einfachsten trilinearen 
Beziehungen verbunden sind, als in reducirter Lage befindlich oder 
kurz als reducirt-trilineare Grundgebilde bezeichnen. 

6) Die Abbildung des Tripelfeldes auf die Punkte eines ebenen Punkt- 
feldes. Es seien =, H, Z drei trilineare Grundgebilde und es mégen die 


*) Diese Ausartung des Tripelfeldes wurde zuerst von Herrn Schubert, Math. 

Ann, Bd. XVII, p. 470, behandelt. Eine ausfiihrliche analytische Behandlung findet 
sich bei Herrn Le Paige, 1. c. sowie in der Arbeit der Herren Folie und Le Paige: 
Sur,les courbes de III ordre, Mémoires de l’académie royale de Belgiqne 1882. Auch 
die iibrigen Ausartungen des ‘l'ripelfeldes sind in den citirten Arbeiten behandelt, 
weshalb wir hier nur auf diese verweisen. 

**) 1. c. p. 458. 

***) August: Disquisitiones de superfic. II ordinis; Inaug.-Diss, Berlin 1862. 
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Elemente € von = projectiv bezogen sein auf die Elemente &’ eines 
neuen einstufigen Grundgebildes =’, und ebenso die Elemente von H und Z 
resp. auf die von H’, Z’, dann bilden die Tripel &’, »/, €’, welche den 
Nulltripeln €, 7, € unserer trilinearen Beziehung in der geschilderten 
Weise projectivisch zugeordnet sind, ebenfalls die Nulltripel einer 
trilinearen Beziehung der 3 Grundgebilde =’, H’, Z’, ihre Gesammtheit 
constituirt, ebenso wie die der Tripel &, 1, €, ein Tripelfeld #7. Auf 
diesem Wege kann man aus jedem Tripelfeld Fy, neue Tripelfelder 
F > herleiten; jedem Tripel von Fy entspricht ein Tripel von F'7 und 
umgekehrt, so dass F’7 und F’; umkebrbar eindeutig auf einander bezogen 
erscheinen. Wir wollen Ff’; das transformirte Tripelfeld von F’7 nennen, 
und wir werden erkennen, dass jedes nicht singulire Tripelfeld #7 aus 
irgend einem solchen fF’, durch derartige Transformation erhalten 
werden kann. Dazu untersuchen wir, ob e3 méglich ist, ein gegebenes 
Tripelfeld F’y so zu transformiren, dass das transformirte Tripelfeld 
sich in reducirter Lage befindet. Hier sei nur der folgende Fall ins 
Auge gefasst, auf den sich alle iibrigen reduciren lassen. Gegeben sind 
3 trilineare Grundgebilde =, H, Z, deren Tripel entsprechender Ele- 
mente das Tripelfeld Fy constituiren, ferner 3 in derselben Ebene 
gelegene Strahlenbiischel =’, H’, Z’, deren Scheitel resp. S:, Sy, Se: 
seien, und welche sich in reducirt-trilinearer Beziehung befinden, so 
dass drei Strahlen §’, 7’, €’, welche durch einen Punkt gehen, ein 
Tripel entsprechender Strahlen bilden; das von allen Strahlentripeln 
&’, 1, €° gebildete Tripelfeld sei durch F’7 bezeichnet. Kg sollen die 
Grundgebilde =, =’; H, H’; Z, Z’ in solche projective Beziehung 
gesetzt werden,.dass stets 3 Elementen &, 4, €, welche ein Tripel von 
Fy bilden, 3 Strahlen &’, 7’, €° entsprechen, die durch einen Punkt 
gehen, die also ein Tripel von F’7 bilden. Dann ergiebt sich zuniichst, 
dass irgend einem singuliren Element von J 7 ein singulires Element 
von Fy zuzuordnen ist. Bezeichnen wir den gemeinsamen Strahl 
Sy, Sg der beiden Strahlenbiischel H’, Z’ als Strahl von H’ durch £,’, 
als Strahl von Z’ durch P,, ebenso Sy S, als Strahl von Z’ durch y,’, 
als Strahl von =’ durch @,, und S;S, als Strahl von =’ durch «,’, 
als Strahl von H’ durch £,, so sind a, a; B,’, Bo; 7,5. die 6 
singuliren Strahlen der 3 in reducirter Lage befindlichen trilinearen 
Strahlenbiischel =’, H’, Z’. Sind nun «@,, a; 6,, B.; 7;, ¥. die singu- 
laren Elemente von Fy und a, f, y ein beliebiges Tripel von Fz, 
a’, B’, y’ ein solches von F’7, dann beziehen wir die Elemente von 
= und =’, H und H’, Z und Z’ projectivisch resp. so, dass: 


ig Mea Os «+ DR Gee Gas @ p> «ds 
(B,, Bo, B,-- .) HK (By, Bes By -- 5), 
(V1) Yoa¥o> a Yo> oe 
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Den Elementen &, 4, € eines jeden Tripels von Fy entsprechen dann 
in Bezug auf diese 3 projectiven Beziehungen 3 Strahlen &’, 7, €’ 
derart, dass die Gesammtheit aller dieser Tripel &’, 9’, &’ ein Tripelfeld 
constituiren, welches mit dem in reducirter Lage befindlichen Tripel- 
feld Fy (nach 3)) identisch ist, da beide Tripelfelder die singuliren — 
Elemente und ajn Tripel «’, 6’, y’ gemeinsam haben. Mithin sind die 
Grundgebilde =, =’; H, H’; Z, Z’ in der gewiinschten Weise pro- 
jectivisch auf einander bezogen, so dass die gegebene trilineare Be- 
ziehung in die reducirt-trilineare Beziehung der 3 Strahlenbiischel 
transformirt ist. Also gilt: Die Tripel eines jeden Tripelfeldes Fy lassen 
sich umkehrbar eindeutig transformiren in die Tripel desjenigen Tripel- 
feldes F'7, dessen Tripel gebildet werden von je 3 Strahlen &', 1, &, 
welche durch einen Punkt gehen, und rsp. den 3 in derselben Ebene 
gelegenen Strahlenbiischeln =', H’, Z’ angehiren. Damit ergiebt sich 
auch unmittelbar, dass irgend 2 nicht singuliire Tripelfelder in einander 
transformirbar sind, — Ferner folgt, dass jedem Tripel &’, 7’, €° ein- 
deutig der Schnittpunkt P’ dieser 3 Strahlen zugeordnet ist und um- 
gekehrt, so dass die Tripel §’, 7’, €° umkehrbar eindeutig auf die 
Punkte P’ einer Ebene bezogen sind; nur in den Punkten S;, S,, Sy, 
den Scheiteln der 3 Strahlenbiischel, hért die Hindeutigkeit der Be- 
ziehung auf, da diesen Punkten unendlich viele Tripel entsprechen. 
Mithin lassen sich auch die Tripel &, 1, ¢ eines beliebigen (nicht singu- 
liren) Tripelfeldas /’y umkehrbar eindeutig auf die Punkte P’ eines 
ebenen Punktfeldes abbilden. Ist es gelungen ein Tripelfeld Fy auf 
diese Weise auf die Punkte einer Ebene abzubilden, so lasst sich un- 
mittelbar die Gesammtheit aller Tripel von F’y construiren und zu jedem 
Elementenpaar das dritte Element hinzufinden, welches dasselbe zu 
einem Tripel von F'7 erginzt. — 

Jeder Curve der Ebene von =’, H’, Z’ entspricht eine ‘I'ripelreihe, 
welche dem Tripelfelde angehédrt. Den Punkten der 3 Geraden 8S, S¢, 
SeSg, SySy entsprechen diejenigen Tripel, welche aus einem der 3 
singuliren Paare @,, B,; By, 72; 71, % und einem beliebigen Elemente 
des dritten Grundgebildes bestehen, Den Geraden durch einen der 3 
Punkte Sz, S,, Se entsprechen diejenigen Tripelreihen, deren Tripel 
gebildet werden aus einem Elemente des einen Grundgebildes und 
denjenigen Elementenpaaren der beiden andern, die dasselbe zu einem 
Tripel von Fp ergiinzen. Die Tripelreihen, welche den anderen Ge- 
raden, sowie sonstigen Curven der Ebene entsprechen, werden wir 
spiiter zu betrachten haben. 

7) Die Abbildung des singuliren Tripelfeldes. Die.im Vorigen 
gezeigte Abbildung der Tripel eines Tripelfeldes Fy auf die Punkte 
einer Ebene gilt nur fiir nicht singulire Tripelfelder, da die 3 reducirt- 
trilinearen Strahlenbiischel =’, H’, Z’ so lange ihre Scheitel S, Sy, Sy 
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nicht in gerader Linie liegen, nicht singulir sind. Liegen aber S¢, 
S,, Sy in gerader Linie, so wird nunmehr die zugehérige reducirt- 
trilineare Beziehung eine singulire, da die beiden singuliren Strahlen 
in jedem Strahlenbiischel in die Verbindungslinie der 3 Scheitel S¢°, 
S,, Se zusammenfallen ; wir wollen diese Verbindungslinie, welche jedem 
der 3 Strahlenbiischel angehért, als Strahl von =’ mit @’, als solchgn 
von H’, Z’ resp. mit f’, y’ bezeichnen. Sind =, H, Z 3 zu resp. =’, 
H’, Z’ projective Grundgebilde; so. sind die Tripel €, 4, €, welche den 
Tripeln &’, 7, €° von 3 Strahlen durch einen Punkt P’ entsprechen, 
die Nulltripel einer singulir-trilinearen Beziehung der 3 Grundgebilde 
=, H, Z; die 3 Elemente a, B, y, welche resp. den in der Geraden 
S:S, Sy vereinigten Elementen a’, f’, y’ entsprechen, bilden das 
singulire Tripel dieser Beziehung, so dass wir auf diesem Wege zur 
Erzeugung singulir-trilinearer Grundgebilde gelangen. Wir fragen 
nun umgekehrt: Wenn eine beliebige singulir-trilineare Beziehung 
der 3 Grundgebilde =, H, Z gegeben ist, lassen sich 3 in derselben 
Ebene gelegene zu resp. =, H, Z projective Strahlenbiischel =’, H’, Z’, 
deren Scheitel S;:, S,, Sy in gerader Linie liegen, auffinden, so dass 
stets 3 Strahlen &’, 7’, €’, welche einem Nulltripel §, 1, € der singulir- 
trilinearen Beziehung entsprechen, durch einen Punkt P’ ihrer Ebene 
gehen? Wir nehmen die beiden Strahlenbiischel =’, H’ mit den 
Scheiteln Sz, S, beliebig in derselben Ebene an, und bezeichnen 
durch &,’, &, & und »,, 9, 9, je drei beliebige Strahlen von resp. 
=', H, durch P,’, P,’, PB; resp. die Schnittpunkte von &," und y,,, 
€, und »,, & und », ; zwischen den Elementen von =, =’, wie denen 
von H, H’ setzen wir nun je eine beliebige projective Beziehung fest, 
bei welcher «, «’ resp. 8, 6 Paare entsprechender Elemente sein sollen, 
wo wieder a = S: S,, B = 8S, Sy sei. Bezeichnen wir mit &,, &, & 
die entsprechenden Elemente von &,’, &,’, &, mit 4, , 2, 13 die von 
M+ 2» 3 und seien €,, €, € diejenigen Elemente von Z, welche 
resp. &; ,, §%2, & 73 2u einem Tripel der gegebenen singulir-trilinearen 
Beziehung von =, H, Z ergiinzen, so kénnen wir stets linear einen 
Punkt Sy auf Sz Sy so construiren, dass: 


Sr (Sg, Py, Py’, Py) A (7, b15 &, &)- 

Ist Z’ das Strahlenbiischel, welches Sy zum Scheitel hat, und in der- 
selben Ebene, wie =’, H’, gelegen ist, so beziehen wir die 3 Strahlen- 
biischel S:, S,,, Sy projectivisch auf die 3 Grundgebilde =, H, Z so, dass: 

(a’, 5, Ses &> ° -) A (a, E> &.; “9 os 

(By M1’, Noy M+ - +) A (Bs m4, No» 3>-++)> 

(7's £1, Sos Ss -- J ACY; bir So» b3y---)s 
wo ¢,'= Sy P,’, €, = Sy Py, &, = Sy P,’ gesetzt ist, und y’= Sy Se. 
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Dann bilden die Tripel &, 1, €, welche den Tripeln von 3 Strahlen 
&’, 7, ¢’ durch einen Punkt P’ entsprechen, die Nulltripel einer singu- 
liren-trilinearen Beziehung, welche mit der gegebenen singulir-trili- 
nearen Beziehung der 3 Geraden =,H, Z das singulire Tripel «, B, 
und die 3 Tripel &, 1, £3 &2, 2» 3 &» 73, & gemein hat, also nach 
4) mit ihr identisch ist. Es ergieht sich also, dass wir jedem Tripel 
E, m, € des gegebenen singularen Tripelfeldes ein Strahlentripel &’, 7’, ¢’ 
der 3 Strahlenbiischel =’, H’, Z’ zuordnen kénnen, dessen 3 Strahlen 
sich in einem Punkte P’ scheciden. Mithin ist jedem Tripel &, », § 
ein Punkt P’ der Ebene zugeordnet und umgekehrt, so dass wir 
folglich auch die Tripel eines singuliren Tripelfeldes auf die Punkte 
eines ebenen Punktfeldes abbilden kénnen. — 


§ 2. 
Das Tripelfeld und seine Beziehung zu den unicursalen Tripelreihen. 


1) Sind die Elemente von 3 einstufigen Grundgebilden =, H, Z 
projectivisch auf einander bezogen, so ist jedem Elemente irgend eines 
der 3 Grundgebilde in jedem der beiden andern Grundgebilde ein be- 
stimmtes Element eindeutig zugeordnet. Die Gesammtheit der Tripel 
von je 3 derartig zugeordneten Elementen bildet eine einfache Mannig- 
faltigkeit und wurde von uns (§ 1, 2) als unicursale Tripelreihe be- 
zeichnet; wir wollen ihr das Zeichen Rz beilegen. 

Durch 3 Tripel «,, B,, 713 %, Bo» Yo} & Bs, Yg ist eine unicursale 
Tripelreihe eindeutig bestimmt, da sich die beiden einem beliebigen 
Elemente & von = entsprechenden Elemente 4, € aus der Doppel- 
verhiiltnissgleichheit : 

(@, @, & 3, §) Z\ (By, Bo, Bs, 0) A (Y1+ Yor Ys» §) 
ergeben. 

Wihlen wir das Coordinatensystem auf = so, dass die 3 Elemente 
@,, @, @ rsp. die Coordinaten 1,0; 0,1; 1, rs erhalten und analog 
fiir die beiden andern Grundgebilde, so el Ri dargestellt durch die 
Gleichungen: 

fom St 
&: Ne & 
oder durch die 3 bilinearen Gleichungen : 


Mibo— M6, = 9, £8 —&8 = 90, 9. — fm = 9, 
von denen aber jede eine Folge der beiden anderen ist. — 


Seien die 3 Grundgebilde durch die trilineare Gleichung 
f(§, 0, §) -> ainkineds = 


i,k, =1,2 
Mathematische Annalen. xLIy, 25 
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in trilineare Beziehung gesetzt, so fragen wir nach den gemeinsamen 
Tripeln des von den Nulltripeln dieser Beziehung gebildeten Tripel- 
feldes Fy und einer unicursalen Tripelreihe Ry auf denselben Grund- 


gebilden. Denken wir uns, wie oben das Coordinatensystem gewiahlt, 
so dass: 


i 
& Ne be 
die Gleichungen von R*> sind, dann erhalten wir die gemeinsamen 
Tripel von F7 und Rz, wenn wir in /(&, 4, §) =—0, 


fm __ & 


b& me 
setzen; dann wird: 


> eins Bie bs Oy 11 B19 (ya + pay F oars) Bs? So + (Many H eo t2- + 20) £4 Be" 
” + a9 &,° = 0. 
Sind &', &’; &”, 6”; &'", &” die 3 Wurzeln dieser cubischen 
Gleichung, und ist: 

oe ee ee 

a Te =f” be Ne ee ei . = 
dann sind &',' &'; &",”,&"; &,',€” die gemeinsamen Tripel 
von F'; und R7; die Anzahl derselben ist also im Allgemeinen 3, die 
jedoch eventuell saimmtlich oder theilweise zusammenfallen kénnen. 
Also gilt: Hin Tripelfeld wnd eine unicursale Tripelreihe haben im 
Allgemeinen drei gemeinsame Tripel. Gleichzeitig erkennt man: Ein 
Tripelfeld Fy, welches mit einer unicursalen Tripelreihe Ry mehr als 
drei Tripel gemein hat, enthiilt alle Tripel von Ry; wir sagen, dass in 
diesem Falle die Rz in dem Tripelfeld Fy enthalten ist. — 


2) Die in einem Tripelfeld enthaltenen unicursalen Tripelreihen. 
Wir fragen nunmehr, ob in einem gegebenen Tripelfeld Fy stets uni- 
eursale Tripelreihen Ry enthalten sind. Ist R> in Fp enthalten, so 
ist jedes Tripel von Ry auch Tripel von Fy. Sind nun, wie friiher 
(cf. § 1,3), die singuliiren Elemente von Fy: a@,, a; B,. Bo} ¥1> Ya 
so dass @,B,, By y., 7%; %B,, B.y,;, Yo%, die 6 singuliren Paare 
bilden, so wollen wir dasjenige Elementepaar aus H, Z betrachten, 
welches mit @, zusammen ein Tripel von R* bildet. Da dieses Paar 
a, auch zu einem Tripel von Fy ergiinzt, alle Elementepaare aber, 
welche mit dem singuliren Elemente «, ein Tripel von Fy bilden, 
entweder das Element £, oder das Element y, enthalten, so wird dem- 
jenigen Tripel von R>, welchem auf = das Element a, angehdrt, ent- 
weder auf H das Element £,, oder auf Z das Element y, angehdren, 
so dass entweder a,, 6, und ein bestimmtes (von y, verschiedenes) 
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Element von Z, oder «,, y, und ein bestimmtes (von B, verschiedenes) 
Element von H dasjenige Tripel von R?> bilden, dessen Element auf = 
das singulire Element a, ist. Dem Element a, ist demnach in einer 
in F; enthaltenen R> jedenfalls das eine oder andete derjenigen Ele- 
mente (f,, 7.) zugeordnet, welche mit ‘«, zusammen ein singulires 
Paar bilden. Wirewollen den Fall in’s Auge fassen, dass das Element 
a, durch 6, und ein bestimmtes (von y, verschiedenes) Element von Z 
zu einem Tripel von R? erginzt wird. Dann wird ebenfalls entweder 
B, oder y, unter denjenigen beiden Elementen enthalten sein, welche 
«, zu einem Tripel von R> ergiinzen. Fassen wir den Fall in’s Auge, 
dass «, durch 6, und ein bestimmtes (von y, verschiedenes) Element 
von Z zu einem Tripel von R? erginzt wird, dann wird die projective 
Beziehung, welche in Folge von R zwischen den Elementen von = 
und H besteht, die Paare a,, 6, und «,, 6, als Paar entsprechender 
Elemente enthalten; diese projective Beziehung wird also demjenigen 
Biischel angehéren, dessen Projectivitiiten P; in F’'7 den Elementen € 
von Z zugeordnet sind; denn wir erkannten cf. § 1.1, dass durch 
Fy die Elemente € von Z projectiv zugeordnet werden den Projectivi- 
titen P;, welche die Elementepaare a,, B, und a, 6, gemein haben, 
ef. § 1.3, und welche ein Biischel bilden. Es wird daher auch ein 
Element £, von Z existiren, welchem in J’7 die in Rede stehende 
projective Beziehung entspricht, welche in Folge von R7 die Elemente 
von = und H verkniipft; es wird demnach €, die simmtlichen Paare 
dieser Projectivitit zu einem Tripel von F’7 erginzen; da nun anderer- 
seits auch derjenige Punkt auf Z, welcher ein Paar unserer Projectivitit 
zu einem Tripel von R? erginzt, dasselbe Paar zu einem Tripel von F’ er- 
giinzen muss, weil alle Tripel von R> auch solche von Fz sein sollen, so 
fallen alle diese Punkte mit &, zusammen, so dass wir erkennen, dass die 
projective Beziehung, in welche =, Z und ebenso H, Z durch R? ge- 
setzt werden, bei unserer Annahme eine ausgeartete Projectivitait wird. 
Also ergiebt sich, dass bei der Annahme, dass in der (in F’y enthaltenen) 
Ry dem Elemente «, das Element B,, und dem Elemente «, das Element 
B, entspreche, die wnicursale Tripelreihe R'y gebildet wird von der Ge- 
sammtheit solcher Tripel von Fy, fiir welche das auf Z_ befindliche 
Element §, fiir alle Tripel dasselbe ist. Solche ausgeartete unicursale 
Tripelreihen wollen wir aber fortan von der Betrachtung ausschliessen, 
und nur eigentliche Ry betrachten, d. h. solche bei denen 2 beliebige 
Tripel a,, B,, yjund @,, B,, y, aus 6 distincten Elementen bestehen. — 

Damit nun F’7 eine eigentliche R> enthalte, diirfen also den Ele- 
menten «, und a, in R> nicht gleichzeitig resp, die Elemente 6, und 
B, entsprechen; nehmen wir daher an, es entspreche in R> dem 
Elemente a, das Element 6, von H, dann bleibt nur noch die An- 
nahme iibrig, dass dem Elemente a, das Element y, von Z entspreche, 


25° 


“~ 
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da wir sahen, dass unter den Elementen, welche in R> das Element 
«, zu einem Tripel erginzen, entweder B,, oder y, auftreten mussten. 
Es entspricht somit bei der Annahme, dass in R> dem Elemente a, 
auf H das Element 8, entspricht, dem Elemente y, das Element a,. 
Um die Zuordnung der singuliren Elemente von F?7 vollstindig zu 
erhalten, haben wir noch das Element 6, zu untersuchen; diesem muss 
in R> entweder auf Z das Element y, oder auf = das Element «, 
entsprechen, das letztere haben wir, falls R> eine eigentliche unicursale 
Tripelreihe sein soll, als unzulissig erkannt, also ist dem Element £, 
das Element y, auf Z in Rp zugeordnet. Daraus ergiebt sich: Ist 
Ry eine in F; enthaltene unicursale Tripelreihe, und ist dem singu- 
laren Elemente a, das singulire Element 6, auf H in Bezug auf 
Ry zugeordnet, so ist dem Elemente 6, das Element y, auf Z, dem 
Element y, das Element a, auf = zugeordnet. 

Oder: Ist «,, B, eim Paar entsprechender Elemente in derjenigen 
projectiven Besiehung, welche — in Folge der in Fy enthaltenen R’p — 
die Elemente von = und H verkniipft, so sind auch B,, y, und y,, a, 
Paare entsprechender Elemente in den analogen zwischen H, Z und 
Z, = bestehenden Projectivititen. — 

Vollstindig analoges gilt auch fiir den anderen bisher nicht be- 
riicksichtigten Fall, dass dem singuliren Elemente a, das singulire 
Element y, von Z in Bezug auf die in Fy enthaltene R> entspricht; 
in diesem Falle miissen auch a,, 6,; B,, y, entsprechende Elemente- 
paare derjenigen projectiven Beziehungen sein, welche die Elemente von 
=,H resp. von H, Z in Folge von Rp verkntipfen. Demnach ergiebt 
sich: Ist eine unicursale Tripelreihe Rp in einem Tripelfelde Fy ent- 
halten, so miissen in den 3 projectiven Beziehungen, durch welche — 
vermittels Ry — die Elemente von =,H; H, Z; Z, = verkniipft sind, 
entweder rsp. die singuliren Paare a,, B,; By, 723 71) %, oder rsp. 
die singuldren Paare «,, B,; Bo, 743 Yo, % entsprechende Paare bilden. 
Wir haben also 2 verschiedene Arten von in F’7 enthaltenen R> zu 
unterscheiden; erstens solche, bei denen «,, B,; B,, 723 71, @ rsp. ent- 
sprechende Paare der obigen projectiven Beziehungen sind; zweitens 
solche, bei denen @,, B,; B,, 7,43 Yo) & rsp. entsprechende Paare dieser 
3 Projectivitiiten sind. Eine R7 der ersten Art soll als eine (1, 2)-Rz, 
eine solche der zweiten Art soll als (2, 1)-R7 bezeichnet werden. — 
Wir kénnen nunmehr aber auch erkennen, dass jedes Tripelfeld 
F,y unicursale Tripelreihen Ry enthalt, und es gelingt die Ge- 
sammtheit der in F’; enthaltenen R> in unzweideutiger Weise heraus- 
zuheben. Sind nimlich &,, 4,,€ und &,, 4, irgend 2 Tripel von 
F;, so fragen wir, ob es eine unicursale Tripelreihe Ry giebt, welche 
die beiden Tripel &,, 4,, €& und &, 4, enthailt, und welche dem 
Tripelfelde Fy angehért; wir untersuchen zuniichst, ob es eine solche 
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Ry von der (1, 2)-Art giebt. Falls eine solche R> existirt, so 
miissen nach dem Vorigen in derjenigen Projectivitaét, durch welche 
mittels R> die Elemente von = und H verkniipft sind, die 3 Elemente 
E,, &, @, resp. den 3 Elementen y,, 7,, 6, entsprechen, wodurch also 
diese projective Beziehung festgelegt ist. Ebenso miissen in der ana- 
logen projectiven Beziehung der Elemente von H zu den von Z die 
Elemente »,, 7,, 6, den Elementen §,, , y, entsprechen, und analog 
in der projectiven Beziehung von Z und = die Elemente §,, , y, den 
Elementen £,, &, @,. Bezeichnen wir nun durch &,, und £,. diejenigen 
Elemente von = resp. Z, welche durch die Doppelverhiltnissgleichheiten: 


(Ey, So, 1) S42) A (Mts Mo» Bo, By) A (8: > $09 St29 Yo) 


eindeutig bestimmt sind, so sind die 4 Tripel: 


Ei. M12 £13 Sas Nor bo %1y Boy S193 E12, By, Yo 


wegen der obigen Doppelverhiiltnissgleichheit derselben unicursalen 
Tripelfelde-R> angehérig, sie sind’aber offenbar auch Nulltripel von 
Fr, also besitzen F’'7 und R> vier gemeinsame Tripel, also ist R dem 
Tripelpaare F’, angehdrig; diese in Fp enthaltene Rp ist offenbar von 
der (1, 2)-Art und, wie ihre Construction lehrt, die eingzige dieser 
Art, welche die beiden gegebenen Tripel &,, y,, §, und &, 4, § ent- 
halt, also: Es existirt eine eindeutig bestimmte unicursale Tripelreihe 
der (1, 2)-Art, welche 2 beliebige Tripel von F’7 enthilt, und welche 
dem Tripelfelde F’y angehért. Ganz analog ergiebt sich, dass genau 
eine Ry der (2, 1)-Art existirt, welche die beiden Tripel &,, 7,, &; 
und &, %, ¢& enthalt und dem Tripelfelde angehért, so dass wir 
folgenden Satz aussprechen kénnen: 

Sind &, m,, 6, wnd &, y, & 2wei beliebige Tripel eines Tripelfeldes 
Fr, so existiren genau 2 unicursale Tripelrethen, welchen die Tripel 
Es, M1> 13 §o» No, & angehdren, und die in dem Tripelfeld enthalten 
sind, und gwar ist stets die eine derselben von der (1, 2)-Art, die 
andere von der (2, 1)-Art. — Hieraus ergiebt sich nun unmittelbar, 
dass die Gesammtheit aller in F, enthaltenen Ry zwei zweifache 
Mamnnigfaltigkeiten bilden; in der einen dieser zweifachen Mannigfaltig- 
keiten sind nur R> der (1, 2)-Art, in der andern nur solche der 
(2, 1)-Art enthalten. Da durch irgend 2 Tripel von F’7 genav eine — 
in Fy enthaltene — R> von jeder der beiden Arten bestimmt ist, so 
werden wir die beiden zweifachen Mannigfaltigkeiten als lineare oder 
kurz als Netze bezeichnen, und zwar werden wir dasjenige Netz, 
welches nur Tripelreihen der (1, 2)-Art enthilt, als (1, 2)-Netz, das 
andere als (2, 1)-Netz bezeichnen. Somit ergiebt sich: 

In jedem Tripelfelde sind 2 Netze von unicursalen Tripelreihen 
enthalten, von denen das eine nur Rp der (1, 2)-Art, das andere nur 
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solche der (2, 1)-Art enthilt. Jedes Tripelpaar des Tripelfeldes gehort 
genau je einer Rr eines jeden der beiden Netze an. 

Wir fragen nunmehr, ob 2 in einem Tripelfelde enthaltene Rr ge- 
meinsame Elemente haben, und in welcher Anzahl. Betrachten wir 
zuniichst zwei unicursale Tripelreihen derselben Art R7, Ry, etwa von 
der (1, 2)-Art. Dieselben kénnen héchstens ein gemeinsames Tripel 
besitzen, da 2 Tripel von F’ stets nur einer in F’7 enthaltenen R;, 
der (1, 2)-Art angehéren, wie wir soeben erkannten. Betrachten wir 
die beiden projectiven Beziehungen, durch welche die Elemente von 
= und H in Folge von R> und R> verkniipft sind. Ein gemeinsames 
Tripel von Ry und Ry muss offenbar auf = und H Elemente besitzen, 
die diesen beiden Projectivitiiten gemeinsam sind. Diese beiden Pro- 
jectivititen haben 2 gemeinsame Paare entsprechender Elemente, das 
eine ist a,,6,, da Ry und Rp dem (1,2)-Netz angehéren, das andere 
sei mit &,', m’ bezeichnet, Ist ¢’ dasjenige Element von Z, welches 
é’,y’ zu einem Tripel von Fy ergiinzt, so ist &’, ’, §° ein gemein- 
sames Tripel von R> und R7; denn dasjenige Element von Z, welches 
é’, y’ zu einem Tripel von R> oder von Rp ergiinzt, muss §’, 7’ auch 
zu einem Tripel von F’7 erginzen, da alle Tripel von R> und R> in 
Fy enthalten sind; es muss also mit ¢’ identisch sein, so dass &', ’, § 
gemeinsames Tripel von R> und R> ist. Daraus ergiebt sich, dass 
R> und R> stets ein gemeinsames Tripel besitzen, dessen Construction 
gleichzeitig geleistet ist. Also: Zwei in F'r enthaltene R’r derselben Art 
haben stets ein gemeinsames Tripel. — Betrachten wir nunmehr 2 in 
F, enthaltene unicursale Tripelreihen Ry und Ry von verschiedener 
Art und fragen nach deren gemeinsamen Tripeln. Fassen wir wiederum 
die 2 projectiven Beziehungen in’s Auge, welche durch R> und R> 
zwischen den Elementen von = und H vermittelt werden, so muss ein 
gemeinsames Tripel von Ry und R> auf = und H Elemente besitzen, 
welche diesen beiden projectiven Beziehungen gemeinsam sind, Nun 
besitzen diese beiden Projectivitiiten 2 gemeinsame Paare &', 4’ und 
&”, 7; sind ¢’,€” die beiden Elemente von Z, welche resp. &’, 4’ und 
—”,” zu einem Tripel von F’7 ergiinzen, so ergiebt sich genau, wie 
im vorigen Falle, dass &’, y’, §° und §”, y”, ” gemeinsame Tripel von 
Ry und Rp sind, und zwar die einzigen. Also gilt: 

Zwei in Fy enthaltene Ry verschiedener Art besitzeen zwei ge- 
meinsame Tripel. — Hilt man ein Tripel a, 6, y von Fp fest und 
betrachtet die in Fy enthaltenen R>, welchen das Tripel «, 6, y an- 
gehért, so ergiebt sich: 

Es existiren zwei Schaaren (einfache, lineare Mannigfaltigkeiten) 
von unicursalen Tripelreihen, welche das Tripel «a, 8B, y enthalten, und 
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dem Tripelfeld Fy angehiren. Die eine Schaar enthdlt nur Rp der 
(1, 2)-Art, die andere nur solche der (2,1)-Art. Jedes Tripel &, n, € 
von Fr gehirt genau einer Rr aus jeder der beiden Schaaren an, zwei 
Ry aus verschiedenen Schaaren haben — abgesehen von a, B,y — ein 
gemeinsames Tripel; zwei Ry derselben Schaar haben kein gemeinsames 
Tripel. Es gilt alsg hier genau analoges, wie fiir die beiden Schaaren 
von Geraden, welche sich auf einer Flache II‘ Ordnung befinden; wir 
werden dieselben in der That auf derartige Schaaren von R* eindeutig 
beziehen. — 

Wir denken uns das Tripelfeld Fy in der $1.6) dargestellten 
Weise umkehrbar eindeutig abgebildet auf die Punkte P’ einer Ebene, 
indem wir die 3 Grundgebilde =, H, Z projectivisch beziehen auf 3 
in jener Ebene befindliche Strahlenbiischel =’, H’, Z’ in der Weise, 
dass stets 3 Elementen &, 7, € eines Tripels von Fy 3 Strahlen &’, ’, ¢ 
entsprechen, die sich in einem Punkte P’ schneiden. Wir fragen nach 
denjenigen Punkten P’ der Ebene, welche den Tripeln einer in Fy 
enthaltenen -R? entsprechen. Diese Punkte miissen die Eigenschaft 
haben, dass sie mit den resp. Scheiteln S;:, S,:, Se: der Strahlenbiischel 
=’, H’, Z’ verbunden, projective Strahlenbiischel liefern. Sie miissen 
also simmtlich entweder auf einer Geraden g der Ebene der Abbildung 
liegen, oder auf einem Kegelschnitt K, welcher S::, S,, Se enthiilt. 
Fassen wir eine unicursale Tripelreihe von J’7 der (1, 2)-Art in’s 
Auge, so ist in der durch diese Ry zwischen den Elementen von = 
und H vermittelten projectiven Beziehung «,, 6, ein Paar entsprechender 
Elemente, also miissen auch in der projectiven Beziehung der zu- 
geordneten Strahlen von =’, H’ die Elemente a,’—S:'S,, B, =S;:'S, 
einauder entsprechen, so dass die beiden projectiven Strahlenbiischel 
=’, H’ ihren gemeinsamen Strahl entsprechend gemein haben, also 
perspectivisch sind, und demnach die Schnittpunkte P’ entsprechender 
Strahlen auf einer Geraden liegen, welche das Bild der betrachteten 
Ry der (1, 2)-Art ist. Also ergiebt sich, dass die in Fy b@findlichen 
Ry der (1, 2)-Art auf die Geraden der Ebene abgebildet werden, und 
zwar umkehrbar eindeutig, wie sich unmittelbar ergiebt, Auf dieselbe 
Weise ergiebt sich, dass die Kegelschnitte durch S:-, S,’, Se die 
Bilder der in Fy enthaltenen R> der (2, 1)-Art sind. Demnach ist 
das Netz der Kegelschnitte durch S;, S,’, Sy das Bild des (2, 1)- Netzes 
der in F’7 enthaltenen R?, wihrend das Netz aller Geraden der Ebene 
das Bild des (1, 2)-Netzes ist. Man erkennt nun auch unmittelbar 
aus der Abbildung, dass 2 Ry desselben Netzes ein gemeinsames Tripel, 
2R aus verschiedenen Netzen aber 2 gemeinsame Tripel besitzen. — 

3) Construction der gemeinsamen Tripel eines Tripelfeldes und einer 
unicursalen Tripelreihe. Ist Fy ein gegebenes Tripelfeld und Ry eine 
nicht in F’7 enthaltene unicursale Tripelreihe, so sahen wir § 2. 1), 
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dass F, und R> 3 gemeinsame Tripel besitzen, die wir nunmehr con- 
struiren wollen. Durch R> werden die Elemente von H und Z pro- 
jectiv bezogen; ist 4, € ein Paar entsprechender Elemente dieser pro- 
jectiven Beziehung, so existirt ein Element § von =, welches 7, € zu 
einem Tripel von Fy ergiinzt, und ein anderes Element &,, welches 
n, € zu einem Tripel von R> erginzt; fallen und &, zusammen, so 
ist das so zusammengesetzte Tripel eines der 3 gemeinsamen Tripel 
von Fy und R>z. Die Elementepaare &, &,, die man in = auf diese 
Weise erhalt, constituiren in = eine Correspondenz, deren Natur wir 
kurz betrachten wollen. Denken wir uns das Coordinatensystem wieder, 
wie in § 2.1), so gewihlt, dass die R> die Gleichungen 


fm Ss 


Ee Ne be 


f(E, 0, &) = > Gin Si Ne & = O 


i,k, t=1,2 


besitzt, und ist 


die Gleichung von /’7, so wird das einem Paare , € entsprechender 
Elemente, fiir welche also 

mS 

Ne be 


ist, in f =O zugeordnete Element § die Gleichung: 


f(&, ”, 7) Zz Gins &i Ne — O 
i,k, t=1,2 
besitzen, wahrend das Element &,, welches in R> das Paar y, € 2u 
einem Tripel erganzt, die Gleichung besitzt: 
— 
£2" 12” 
durch Elimination von »,, 9, ergiebt sich also: 


. Zz Aiki Ej E,! E,! = 0) 


als Gleichung der von uns betrachteten Beziehung zwischen § und &,. 
Wir erkennen unmittelbar, dass dies die Gleichung einer ein-zwei- 
deutigen Verwandtschaft ist; diese besitzt bekanntlich 3 Doppelelemente, 
deren Construction von Herrn Emil Weyr*) angegeben worden ist. 
Die Ausfiihrung dieser Construction beansprucht die Construction der 
3 letzten Schnittpunkte zweier Kegelschnitte, von denen man einen 
Schnittpunkt kennt, und fiir welche ausserdem je 4 Punkte gegeben 
sind, so dass diese beiden Kegelschnitte vollstindig bekannt sind. Be- 
kanntlich liisst sich dieses Grundproblem aller cubischen Constructions- 


*) ef. Emil Weyr: Theorie der mehrdeutigen Elementargebilde, Leipzig 
1869, p. 51 ff, p. 74. 
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aufgaben mit alleiniger Hilfe des Lineals, des Cirkels und eines festen — 
im Voraus beliebig gezeichneten — Kegelschnitts ausfiihren*), so dass 
auch damit die Construction unseres vorliegenden cubischen Problems 
unter Anwendung der genannten Hiilfsmittel als gelést zu betrachten 
ist. Ist eines der 3 gemeinsamen Tripel von R> und Fy bekannt, so 
lassen sich die beiden anderen allein mit Cirkel und Lineal construiren; 
siud zwei derselben gegeben, so erfolgt die Construction des letzten 
mit alleiniger Hilfe des Lineals**), wie man durch entsprechende 
Modificirung der obigen allgemeinen Construction unmittelbar erkennt. 

4) Construction der 3 dreifachen Elemente dreier in einander liegender 
trilinarer Grundgebilde. Denken wir uns die Trager der 3 einstufigen 
Grundgebilde =, H, Z, deren Elemente durch 


f(E, 0, §) = > ins &i Ne & = O 
i,k, t==1,2 
in trilineare Beziehung gesetzt sind, zusammenfallend, so dass &, », € 
Elemente eines und desselben Grundgebildes bedeuten, so kommt es 
dreimal vor, dass die 3 Elemente &, 9, §, welche ein Tripel von f= 0 
bilden, zusammenfallen; denn dazu muss § der cubischen Gleichung: 


an Gini §: & &: = O 


geniigen. Bezeichnen wir mit &,, &, & diese drei dreifachen Elemente 
der 3 in einander liegenden trilinearen Grundgebilde =,H,Z, so lasst 
sich deren Construction auf die vorige Construction der 3 gemein- 
samen Elemente eines Fy und einer R> unmittelbar zuriickfihren. 
Denn denken wir uns die 3 Grundgebilde =,H, Z als 3 gerade Punkt- 
reihen auf demselben Trager g — ein Fall, auf den sich alle iibrigen 
Fille durch projective Zuordnung zuriickfiihren lassen — und wihlen 
wir 3 Punkte a, 6, y in derselben Ebene mit g, so bilden die Strahlen- 
tripel «&, By, yf, welche «, B,y resp. mit den Punkten &, 7, € eines Tripels 
des auf g liegenden Tripelfeldes verbinden, ebenfalls die Tripel einer 
zwischen den Strahlen der 3 Strahlenbiischel a, 6, y bestehenden 
trilinearen Beziehung. Verbinden wir noch a, 6B, y mit den simmt- 
lichen Punkten a von g, so bilden die Strahlentripel az, Ba, yx 
die Tripel einer unicursalen Tripelreihe. Das von den Tripeln a&, By, yf 
gebildete Tripelfeld und die von den Tripeln az, Ba, ya gebildete 
Rp, besitzen 3 gemeinsame Tripel, deren Construction wir im vorigen 
Abschnitt gelehrt haben. Die 3 Strahlen eines solchen Tripels schneiden 
sich in einem auf g gelegenen Punkte, da das Tripel der R> ax, Bx, yx 


*\ 


) ef. H. I, St. Smith: Mémoire sur quelques problémes cubiques et biquadr. 
Annali di math. Ser, IJ], Tom. II, 


**) cf. E. Weyr, a. a, O. 
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angehért; sind z,, x,, 2, diese 3 Punkte auf g, so liefern sie die ge- 
suchten dreifachen Elemente. 


5) Das Tripelfeld mit singulirem Tripel und die unicursalen Tripel- 
reihen. Sei nunmehr 


f(§, 9,6 = 4 ine &i Nx & —= O 
i,k, t=1,2 
die Gleichung eines singuliren Tripelfeldes, wo also eine Invariante, 
gebildet aus den Coefficienten «;,;, die von Herrn Le Paige*) als 
Discriminante von f bezeichnet wird, verschwindet. Ferner sei eine 
unicursale Tripelreihe R> gegeben durch die Gleichungen: 

e& =a tha, om —Pi+kBi, th=—y+hy (¢=—1, 2), 
wo @, 6, t Proportionalitiitsfactoren, & einen Parameter bedeuten; 
durchliuft & alle reellen Werthe, so geben die zugehérigen Werthe 
von &, m, & (¢ = 1, 2) die Coordinaten aller Tripel von Rp; wu 
diesen Tripeln gehéren auch «, 6, y und a’, Bp’, y’. Die gemein- 
samen Tripel von R> mit dem singuliren Tripelfelde ergeben sich, 
wenn man die obigen Werthe von §&;, y;, € in f(&, 1, €) = 0 einsetzt 
und die zugehérigen Werthe von & bestimmt; dann wird: 


fle ke’, BEB, ythy’)—= >) aiziat ka’) (byt kx) (ky! ) 


i,k, i=1, 2 
\7 ’ , , 
= za Gini &i Bey + k Zz Axi (Oj Bey: + Be yi + 0: BEY; ) 
+ n> Aiki (ce: By vit a Bey + a; Bx 1) 
+ n> ini ai Bx yi = 0. 


f(a, Bs v) + & {f(@', By) + fe, BY v) + fe, B,v)} 
+ FAL (a, BY, 2+ F(a’, B, 7’) + fe’, Bo”) 
+k f(a’, B’, 7’) =0. 
Dieser in & cubischen Gleichung geniigen 3 Werthe, welche zu den 
3 auch hier gemeinsamen Tripeln von R> und dem singuliren Tripel- 
feld fiihren. Fassen wir nunmehr jedoch den Fall in’s Auge, dass 
das singuldére Tripel von Fy 2u den gemeinsamen Tripeln von F’7 und 
R> gehére. Es bedeute nunmehr «, 8, y das singulire Tripel; dann 
wird in der obigen Gleichung f(«, 8, y) =O sein, da das singulire 
Tripel dem Tripelfelde f= 0 angehdrt; es wird aber auch 
f(@’, B, 7) =0, f(a, B, 7) = 0, f(@, B, v’) = 0 


sein, weil jedes Elementenpaar 8, y; y, «; «, B des singuliren Tripels 


Oder: 


*) cf. Le Paige: Essais sur la géometrie de troisiéme ordre, 1, c, p. 17. 
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a, B, y durch jedes beliebige Element des dritten Grundgebildes zu 
einem Nulltripel von f= 0 erginzt wird. Die obige cubische Gleichung 
fiir k besitzt also die Doppelwurzel k = 0, d.h. das singulire Tripel 
zahlt als gemeinsames Tripel eines Tripelfeldes und einer unicursalen 
Tripelreihe doppelt, da die iibrigen gemeinsamen Tripel sich aus der 
in k linearen Gleichung: 


{f(@, BY, 2’) + fe’, By 7’) + £(@'s Bs v)} + Fe’, BY 7’) k= 0 
bestimmen. Es besitzen daher Fy und Ry ausser dem singuliren Tripel 
«,8,y nur noch ein einziges gemeinsames Tripel, also ergiebt sich: 

Eine unicursale Tripelreihe, welche mit einem singuldren Tripelfeld 
das singulire Tripel gemein hat, besitet ausserdem mit demselben nur 
noch ein einziges gemeinsames Tripel. Wir wollen dieses eindeutig 
bestimmte gemeinsame Tripel, welches Rz, abgesehen von dem singu- 
laren Tripel a, B, y, mit Fy gemeinsam hat, construiren. Ist », 
ein Paar entsprechender Elemente derjenigen projectiven Beziehung, 
welche mittels R> zwischen den Elementen von H und Z besteht, und 
ist & dasjenige Element von =, welches », € zu einem Tripel von Fy 
und £, dasjenige, welches 4, € zu einem Tripel von R> erginzt, so 
bilden alle diese Paare &, &, entsprechende Elemente einer projectiven 
Beziehung, da jedem & nur ein & entspricht und umgekehrt. Die 
Doppelelemente dieser projectiven Beziehung fiihren uns zu den ge- 
meinsamen Tripeln von Fy und Ry; das eine Doppelelement ist das 
singuliire Element a auf =, das andere ist linear construirbar, wenn 
dieses singuliire Element « und hinreichende Bestimmungsstiicke fiir 
Fy und R7, und damit auch fiir die obige Projectivitét zwischen den 
Elementen &, & gegeben sind. — 

6) Die in einem singuliiren Tripelfelde enthaltenen wnicursalen 
Tripelreihen. Aus dem in voriger Nr. abgeleiteten Satze ergiebt sich 
unmittelbar, dass falls eine R> mit dem singuliren Tripelfeld ausser 
dem singuliren Tripel noch mehr als ein Tripel gemein hat, dann 
R*> ganz in F7 enthalten ist. Also gilt: Sind «,, B,, y, und a, By, Y» 
zwei beliebige Tripel des singuliren Tripelfeldes Fy wnd ist a, B, y 
das singuldre Tripel, so ist die durch die 3 Tripel 


(@, Oy, Oy, ~~+) A (B, By, Bay ~~) WW (%s My Yor «+ +) 


bestimmte unicursale Tripelreihe in Fy enthalten. Wir erkennen gleich- 
zeitig, dass weitere in Fy enthaltene R>, welchen «,, B,, y, und 
&,, B,, Y, angehéren, nicht existiren, so dass wir auf diese Weise 
bereits die Gesammtheit der in F, enthaltenen R> erhalten. Dazu 
brauchen wir nur zu zeigen, dass jede in F’7 enthaltene Ry das singulire 
Tripel enthalten muss. In der That betrachten wir diejenigen beiden 
Elemente 6’, y’ von H resp. Z, welche das singulire Element « von = 
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zu einem Tripel der in Fy enthaltenen Ry ergiinzen; da «a, B’, y’ 
auch ein Tripel von F’7 bilden, da ferner fiir alle Elementenpaare 
n, €, welche @ zu einem Tripel von J’7 ergiinzen, entweder y = 8B, 
oder == y sein muss, so muss entweder 6’ = B, oder y’ — y sein. 
Nehmen wir zunichst den Fall 6’ = 6; wir fragen nunmehr nach 
demjenigen Elementepaar a”, 6B”, welches das singuliire Element y 
von Z zu einem Tripel von R? erginzt; fiir dasselbe muss aus genau 
denselben Griinden, wie oben, entweder «” =a oder 6B” = 6 sein; 
ist @” =a, so ist also @ das in = entsprechende Element von y in 
Bezug auf R, und oben sahen wir, dass 6 das in H entsprechende 
Element von « in Bezug auf Re war, also ist unter der gemachten 
Annahme «, 6, y ein Tripel von R>. Dasselbe ergiebt sich bei der 
Annahme, dass 6” — # ist; dann entspricht in Ry dem Element y 
das Element 6 von H; und diesem auf = das Element a; also ist 
auch in diesem Falle a, 8, y ein Tripel von R>. Zu genau demselben 
Resultate gelangen wir auf véllig analogem Wege, wenn wir die andere 
Annahme machen, dass niimlich nicht B’ — 6, sondern y’ = y sei. 
Daher kénnen wir den Satz aussprechen: 

Jeder in einem singuliren Tripelfeld enthaltenen wnicursalen Tripel- 
rethe gehirt das singulire Tripel des Tripelfeldes an. Da wir sahen, 
dass jede Ry, welche 2 beliebige Tripel @,, 6,, y, und a@,, B,, 7, 
und das singulire Tripel enthilt, vollstindig in F’7 enthalten ist, wir 
aber jetzt bewiesen haben, dass jede in F7 enthaltene R> das singuliire 
Tripel enthalt, so ergiebt sich, dass eine und nur eine R? existirt, 
welcher 2 beliebige Tripel von Fy angehéren, und welche in JF’; ent- 
halten ist; im Gegensatz zu dem nicht singuliren Tripelfeld, wo stets 
2 derartige R> vorhanden waren. Also ist bewiesen: In einem singu- 
liiren Tripelfelde ist nur ein Netz von unicursalen Tripelreihen enthalten, 
welchen stimmtlich das singuldre Tripel angehdrt. Fiir das singulire 
Tripelfeld reduciren sich demnach die beiden Netze des allgemeinen 
Falles auf ein einziges. — 


Lineare Constructionen des Tripelfeldes. 


Durch 7 Tripel ist ein Tripelfeld (nach § 1.2) im Allgemeiien 
eindeutig bestimmt; es wird demnach fiir die constructive Behandlung 
der trilinearen Verwandtschaft als fundamental das Problem sich ergeben : 

Aus 7 gegebenen Tripeln die iibrigen Tripel des durch sie bestimmten 
Tripelfeldes linear zu construiren. Wir wollen hier eine véllig elemen- 
tare Lésung dieses Problems geben, bei welcher nur die einfachsten 
Constructionen projectiver Gebilde zur Verwendung kommen. Wir 
werden erkennen, dass das in Rede stehende Problem unmittelbar die 
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Ausfiihrung fundamentaler Constructionsaufgaben aus der Theorie der 
Flachen II‘ und III‘ Ordnung gestattet. Zuvor seien kurz die Falle 
behandelt, wo unter den 7 gegebenen Tripeln solche auftreten, bei 
welchen zwei ihrer Elemente ein singuliires Paar bilden; auf diese ein- 
facheren Fille lisst sich das allgemeine Problem unmittelbar reduciren. 
Ein singulires Paae repriisentirt uns 2 Tripel des Tripelfeldes F’7, da 
es durch irgend 2 — also durch alle — Elemente des dritten Grund- 
gebildes zu je einem Tripel von F’y ergiinzt wird. 

1) Von einem Tripelfeld Fy kennt man die singuldren Elemente 
@, 3 By, Bos ¥1, 7. wnd ein Tripel &,, ,,&; es sollen die tibrigen 
Tripel linear construirt werden.*) 

a) Um zu einem beliebigen Elemente € von = alle Elementen- 
paare 7, € zu construiren, welche § zu einem Tripel von Fy erginzen, 
haben wir nur die zu § in Fy zugeordnete Projectivitit P; zu con- 
struiren, von welcher B,, y. und B,, y, 2 Paare entsprechender Ele- 
mente bilden, so dass nur noch ein drittes Paar entsprechender 
Elemente aufzufinden ist. Ein solches ergiebt sich unmittelbar folgender- 
massen: Die dem Punkte , zugeordnete Projectivitit P;, ist offenbar: 


(a, @, &, ~-+) A (Boy Bis My - + +)3 


suchen wir in P;, das Element 7, welches dem Element & entspricht, 
so dass: 


(@, &%, &, §) A (Bo, Bys m> 0), 


so bilden &, y, €, ein Tripel von F’7 und es ist also , €, ein Paar 
entsprechender Elemente von P: und somit: 


(Bi, Boy 2, ~~ +) DK (Yoo Vry Sry «+ +) 
die dem Element § in Fy zugeordnete Projectivitit P:, die daher 
durch Construction des einzigen Elementes » herstellbar wird, und 
unmittelbar gestattet, alle Elementenpaare 7, €, welche das beliebige 
Element € von = zu einem Tripel ergiinzen, aufzufinden. — 

b) Zweite Construction. Es seien S;', S,, Sy, die beliebig ge- 
wihlten Scheitel dreier in derselben Ebene befindlichen Strahlenbiischel, 
welche wir folgendermassen auf die 3 Grundgebilde =, H, Z resp. pro- 
jectivisch beziehen : 

Dabei ist gesetzt: 

(O45 yy Ey ee) AA (ory), y's Gy, ++) | Oy) = By = Sy Sy’, 

(By, Bor M1>-++) A (By, Bos My + +d) By = 22) = Sy Se, 

(Pry Yor Sree) A (Pts Me'r S19 I My te = Sy Se; 
und ferner, wenn P einen beliebigen Punkt der Ebene S, S,-S¢: be- 
deutet, &,' = S: P, , = S,P, €, = Sy P. Auf diese Weise ist nach 
§1.6) die gesuchte trilineare Beziehung (/’7) eindeutig auf die 3 reducirt- 


*) ef. Schubert, a.a. O. 
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trilinearen Strahlenbiischel S;, S,, Sy, resp. auf die Punkte ihrer 
Ebene bezogen. Man kann nun unmittelbar irgend 2 Elemente &, 7 
linear durch ein drittes Element € zu einem Tripel von Fy er- 
ginzen, dazu haben wir nur die Strahlen §’, 7 durch resp. S¢, S, zu 
construiren, welche resp. durch 


(oy a, Ey, &) A (ay’, o's 61, 8), (Bi, Boy ms 0) A (By, Bas ms 1) 
eindeutig definirt sind; ist P der Schnittpunkt von &’ und 7 und 
Se P = &' gesetzt, so ist das gesuchte Element € eindeutig bestimmt 
durch die projective Beziehung: 


(V's Yor S's §) A (M15 Yo Sr» O) — 

2) Von einem Tripelfeld Fy sind gegeben die beiden singuléren Paare 
B, 2, Boy, und 3 Tripel 4, 01, £13 2» M223 &5) M363; eS sollen die tibrigen 
Tripel von Fr linear construirt werden. a) Wir fiihren diese Aufgabe 
auf die vorige zuriick, indem wir die beiden noch fehlenden Elemente 
«,, @, ¢construiren, was mit alleiniger Hilfe des Lineals méglich ist. 
Zunichst ergiebt sich, dass die zu & zugeordnete Projectivitit Ps, 
definirt ist durch: 


(B,, Bay My, ~~ +) A (P25 Mas S19- +) 
ebenso ist P:, definirt durch: 


(B,, Boy No,--+) A (Yes Ma» S++ +) 
und P;, durch 
(B;, B,, or -) A (Yo, V1» fs, seg .). 


Wir construiren nun diejenigen beiden Elemente y,,, 4,,, welche durch: 


(By, Bay Ne» M2) A (Yo, Yr» b> &) 
(By, Bos M3- M13) ZV (Yo» Yi» €3» &) 


eindeutig bestimmt sind; dann ergiinzen »,,, €, das Element & zu einem 
Tripel, da ,,, § entsprechende Elemente von P:, sind, und ebenso 


erganzen 7,,, €, das Element § zu einem Tripel, mithin ist die Pro- 
jectivitat: 


resp, durch 


(E15 So, &3,-+-) A (ms M2» Mis2- ++) 
die zu €, in F’y zugeordnete Projectivitit P;,. Die beiden singuliren 
Paare a,, B, und a, B, gehéren allen Projectivitiéten P; an, welche 
den Elementen § von Z in Fy zugeordnet sind, sie sind also auch 
Paare entsprechender Elemente der von uns aufgefundenen Projectivitiit 
P;, und mithin werden «@,, a, linear construirbar; da sie bestimmt 
sind durch die projective Beziehung: 


(51, S25 Es, 1, >) A (Mis Me» M13» Bor B;)- 
Dadurch ist unsere Aufgabe auf die vorige zuriickgefiihrt. — 
b) Auch hier kénnen wir das gesuchte Tripelfeld auf die Strahlen- 
tripel dreier trilinearen Strahlenbiischel in reducirter Lage eindeutig 
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umkehrbar beziehen, und so, wie sub. 1. b), die Construction von F; 
in tibersichtlicher Weise leisten. Sind namlich S;, S,, Sy die 3 be- 
liebig gewahlten Scheitel dreier in derselben Ebene befindlichen Strahlen- 
biischel, und sind y,’, ¢,’ zwei beliebige Strahlen resp. durch S,,, Sy, 
deren Schnittpunkt (n,’ , €,’) = P, ist, dann construiren wir die Strahlen 
N2.,%3 durch S, ufid €,', €, durch Sy, fiir welche die projectiven Be- 
ziehungen: 

(By, Bor M1» No» M3) ZX (By, Boy M's Nes 13) 


(Y1> Yor $1» So» &) A (¥1'> Yor brs bor Ss) 


bestehen, wobei wieder; 


und 


a, = B, = SeS,, By =) = Sy Sy, yf =a, = Sy Se 
gesetzt ist. 


Sind nun die Schnittpunkte von 7,’ und §,’ resp. von 9, und , 
durch P,, P, bezeichnet, und 


SePy = &', SeP, = &', Se P, = &, 
gesetzt, dann ftthren die 3 Projectivititen: 


(Ey, 5), Ss, ---) A (ry be» b> -- +); 
(m'. Nos Ns sar ) A (Mm, No» N35 ey +), 
(61's So» Sor -+-) A (Crs Sor Ss -- +) 
die 3 reducirt-trilinearen Strahlenbiischel S;, S,, Sy in die gesuchte 
trilineare Beziehung der 3 Grundgebilde =, H, Z iiber. Denn die 
auf diese Weise trilinear bezogenen Grundgebilde =, H, Z haben 
offenbar §,, 71,613 2) M2» &%3 3, 3, § wu Tripeln und £,, y, und B,, 7, 
zu singuliren Paaren, Die beiden letzten singuliren Elemente «,, a, 
ergeben sich linear aus der projectiven Beziehung: 
(E,;, &, g,, a, Cy’) A (&,, bo, §3, as Gy). titi 
3) Von einem Tripelfeld Fr sind gegeben 5 Tripel &, mi, & 
(t=1,2,3,4,5) und ein singuldres Paar B,,7.; es sollen die tibrigen Tripel 
und die iibrigen singuldren Elemente linear construirt werden. Wir 
schlagen hier wieder den in den fritheren Aufgaben befolgten Weg 
ein, 3 trilineare Strahlenbiischel S;, S,,, Sy in reducirter Lage auf- 
zufinden, welche auf die 3 gegebenen Grundgebilde =, H, Z pro- 
jectivisch so bezogen sind, dass 3 Strahlen &’, ’, §’ von resp. S¢, Sy, 
Se, welche durch einen Punkt gehen, 3 Elemente &, 7, § entsprechen, 
welche ein Tripel des gesuchten Tripelfeldes F'7 bilden. Zu diesem 
Zwecke wihlen wir die beiden Strahlenbiischel mit den Scheiteln 
S, und Sy in ein und derselben Ebene ganz willkiirlich, und ferner 
die Strahlen y,’, 4,’ durch S, und §,’, & durch Sy ganz beliebig; 
nunmehr construiren wir linear die 3 Strahlen »,', y,', 9; durch Sy 
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und die Strahlen §,’, ¢,', §° durch Sy, fiir welche die projectiven Be- 
ziehungen gelten: 


(By ™: M2 M3 24s) 70 (By 04° 2" 05° 04 “de dabei sei wiederum : 
(72 bs o fs 4 &;) A (vy a o os a & ) B, = Yo — Sy Se. 


Bezeichnen wir noch den Schnittpunkt von 7; mit ¢; durch P; 


(¢ = 1, 2,..., 5), und construiren wir denjenigen eindeutig bestimmten 
Punkt Sz, fiir welchen: 


Se (Pi, Pr, Ps, Py, Ps) A (Es 82 &s &4 §5) 
ist, und welcher allein mit Hilfe des Lineals construirbar ist*), dann 
werden, wenn wir: 
Se Py = &/ (¢ = 1, 2,..., 5) 
und . 
a, = B, = SySy, a = 9 = SeS8y 
setzen, die 3 Strahlenbiischel S;, S,, Sy durch die 3 projectiven Be- 


ziehungen: 
(&,’, Es Es» 2) A (&, §, §3, sst)y 
(m', No» Ns » dA (m, No» M39 ++ +)s 
(E> So» €, ---) A (81> Sor Sy ---) 


in der gewiinschten Weise auf die 3 Grundgebilde =, H, Z bezogen. 

Denn es bilden die Tripel &, 4, €, welche 3 Strahlen &’, ’, &’ 
durch resp. SyS,S;, die durch einen Punkt gehen, entsprechen, ein 
Tripelfeld Fy, welchem nach unserer Construction die 5 Tripel 
E:, mi, & (6 —1,2,...,5) und das singulire Paar B,, y, angehdren, 
welches also das gesuchte ist; zu einem beliebigen Elementepaar &, 7 
kénnen wir nunmehr unmittelbar das Element € construiren, welches 


—, 7 zu einem Tripel von F erginzt; denn construiren wir zunachst 
die beiden Elemente &’, 7, fiir welche: 


(G1, G2, &, &) A (Er 2, &5°), (ms M2 M3.) A (my M2 M3 0); 
bezeichnen wir den Schnittpunkt von & mit » durch P und setzen 


Sy P = ¢', dann ist das gesuchte Element € linear bestimmt durch 
die projective Beziehung: 


(E1' G9" &5° S°) ZN (Er So bs 6). 
Wir kénnen ferner die noch fehlenden singuliren Elemente unmittel- 
bar mit alleiniger Hilfe des Lineals construiren, und damit unsere 
Aufgabe auf die Aufgabe 1 zuriickfiihren. Denn es sind zunichst 
@,, & linear bestimmt durch: 


(Ey' Eo’ Ey" oy’ oy’) Z (8, & & @, H), 


*) cf. Sturm: Das Problem der Projectivitit, Math, Ann. Bd. II, p. 535. 
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und ebenso £, und y, durch: 


(ni Ne Ns Bo’) Z\ (m1 M2 M3 Bo), (84' So" &5 1’) ZA (bs So &s 74) - 

4) Von einem Tripelfeld F’y sind gegeben 2 Elemente &,, &, von = 
und die durch Fy ihnen szugeordneten Projectivitiiten P:,, Pz, wnd ein 
Tripel &, 3, &3 es sollen die tibrigen Tripel von Fy linear construirt 
werden*) 

Zunichst kennt man alle Elementepaare, welche &, sowohl, wie &,, 
zu einem Tripel von Fy erginzen, und man kann zu &, (und ebenso 
zu §) und irgend einem Element der beiden andern Grundgebilde stets 
das dritte Element finden, welches mit den beiden ersten ein Tripel 
von F’y bildet; dasselbe ist offenbar das dem zweiten Element in Pz, 
entsprechende Element. Sodann kann man auch die zu y, in F’7 zu- 
geordnete Projectivitét P,, angeben; denn sind €,,, 5 diejenigen Ele- 
mente von Z, welche &, , 7, resp. §, 4, zu einem Tripel von F’z ergiinzen, 
und, welche, wie eben bemerkt, linear construirbar sind, so ist die 
Projectivitaét P,, offenbar gegeben durch die Beziehung 


(Ey, Sos &3,-+-) A (Sis, Sos» &3 +++) 
Nunmehr kann man auch die Projectivitit P;, welche einem beliebigen 
Element §, von Z durch Fy zugeordnet ist, construiren; sind nimlich 
N10» Neo» §&39 diejenigen, nach dem Vorigen linear construirbaren, 
Elemente, welche resp. &, &3 §, 3 m3, zu einem Tripel von Fy 
erginzen, so ist die Projectivitiét Py, gegeben durch die Beziehung 
(81> 52> 300+ ++) A (tos M209 Nar ++ +) 
Nunmehr kann man jedes beliebige Element € von Z und jedes beliebige 
Element eines der beiden andern Grundgebilde zu einem Tripel von 
FF’; erginzen, man hat nur zu dem zweiten Element in Bezug auf die 
bekannte Projectivitaét P; das entsprechende zu construiren, Dann kann 
man auch zu jedem beliebigen Element § von = (und ebenso fiir H) 
die zugehérige Projectivitét P;: (resp. P,) auffinden; denn sind ¢’,€”, ¢”” 
drei beliebige Elemente von Z, und 7, 4’, 4” diejenigen, in der eben 
beschriebenen Weise, construirbaren Elemente von H, welche resp. 


Ee’, &€”", 6°" zu einem Tripel von F’7 erginzen, so ist Py gegeben 
durch die Beziehung 


(7, 0°, 1", ++) AG, 8 8", +). 
Damit kann man irgend 2 auf verschiedenen Grundgebilden gelegene 
Elemente zu einem Tripel von Fr erginzen, also das ganze Tripel- 
feld construiren. — 


*) Unter Verwendung einer quadratischen Construction sind die beiden 
singuliren Paare B,, y2; 62,7, als gemeinsame Paare von P; und Py, direct con- 
struirbar, und damit ist die Aufgabe auf Aufgabe 2 zuriickgefiihrt. — 
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5) Von einer bicwrsalen Tripelreihe Ry sind 6 Tripel gegeben, es 
sollen die iibrigen Tripel gefunden werden. Sind 6 Tripel &;, y:, & 
(¢=1,2,...,6) gegeben, so giebt es eine einfache lineare Mannig- 
faltigkeit von Tripelfeldern, einen Biischel, welche diese 6 Tripel ent- 
halten, und welchen im Ganzen eine einfache Mannigfaltigkeit von 
Tripel gemeinsam sind; die Gesammtheit dieser gemeinsamen Tripel 
eines F'7-Biischels nannten wir eine bicursale Tripelreihe R* und 
erkannten, dass R} durch die 6 Tripel &, y, & (¢—=1,2,...,6) i. A. 
eindeutig bestimmt war (cf. § 1.2); wir wissen, dass jedes Element & 
von = durch 2 Elementepaare 9, € und 7, €’ zu einem Tripel von 
R> erginzt wird, und wollen nun diese beiden Elementepaare con- 
struiren. Sind niamlich Fy und F'7 zwei Tripelfelder, welche dem 
obigen Biischel angehéren, und welche daher R?7 enthalten, so sind 
die gesuchten beiden Elementepaare 7, € und 7, €’ die beiden gemein- 
samen Paare der beiden Projectivititen P: und Pz, welche in resp. 
F,, Fy dem Elemente & zugeordnet sind. Wahlen wir nun fir F', 
dasjenige Tripelfeld, fiir welches y,, €, ein singulares Paar ist, und 
welchem die 5 Tripel &,, ,, &,..-., &, ™¢, & angehéren, und welches 
offenbar R> enthalt, da es die 6 Tripel &;, :, & (¢—=1, 2,..., 6) ent- 
halt, so ist fiir dieses Tripelfeld nach (3) die zu § gehérige Projectivitit 
P; linear construirbar. Wahlen wir ferner fir F’7 dasjenige Tripelfeld, 
welchem 7, €, als singulires Paar und &,, m,, &,---, &, 5, als 
Tripel angehéren, so ist auch fiir dieses die dem Element & zugeordnete 
Projectivitat Pz construirbar; mithin ergeben sich 9, €; 7’, &’ als die 
beiden gemeinsamen Paare der beiden bekannten Projectivititen Ps, 
P; und sind also mittels Zirkel und Lineal construirbar.*) 

Ist eines der beiden Paare — etwa 7, € — bekannt, so ist das 
zweite 4, €’ linear construirbar. Im Besonderen lassen sich also die 
Paare »;, € («= 1,...,6), welche die 2'*° — von ;, € verschiedenen — 
Paare bilden, welché &(i = 1, 2,...,6) zu einem Tripel von R> 
erganzen, auf diesem Wege linear construiren. — 

6) Von einem Tripelfelde Fr sind die 7 Tripel §;, n;, & (¢—1,2,...,7) 


*) Die Auffindung der beiden gemeinsamen Paare zweier Projectivitiiten 
lasst sich leicht auf bekannte Constructionen zuriickfiihren. Sind z. B. die Strahlen 
der beiden Strahlenbiischel R, S in zweifacher Weise projectivisch bezogen, durch 
die Projectivitiiten P und P’, so bilden die Schnittpunkte je zweier Strahlen, die 
sich in Bezug auf P entsprechen, einen Kegelschnitt K, und ebenso die Schnitt- 
punkte der in Bezug auf P’ entsprechenden Strahlen ein Kegelschnitt K’; K und 
K’ gehen beide durch R und S und schneiden sich in noch zwei weiteren Punkten 
T, U, welche mit R und S verbunden die gesuchten gemeinsamen Paare RT, ST 
und RU, SU von P und P’ liefern. Die Construction von 7 und U geschieht 
mittels Zirkel und Lineal (cf. Steiner: Ges. Werke Bd. I, p. 517). Ist Z’ bekannt, 
so findet man JU linear. 




















Trilineare Verwandtschaft, 403 


gegeben, welche nicht derselben bicursalen Tripelreihe angehiren, es sollen 
die tibrigen Tripel von F'y linear construirt werden.*) 

Betrachten wir die bicursale Tripelreihe Rz, welche durch die 6 
Tripel &,, m, 6&3 ---3 &) %¢, & bestimmt ist, und deren simmtliche 
Tripel in dem gesuchten Tripelfelde enthalten sind; nach (5) kénnen 
wir das zweite — von y,, € verschiedene — Elementepaar 1,’, €,' 
linear construiren, welches mit &, ein Tripel von R> bildet; und ebenso 
das zweite — von %,, § verschiedene — Elementepaar 7,', £,, welches 
mit & ein Tripel von R> bildet; die beiden Tripel &, m,, §,' und 
£, Mo» € sind ebenfalls dem gesuchten Tripelfelde Fy angehdrig. 
Betrachten wir nun die bicursale Tripelreihe R?z, welche durch die 6 
Tripel &,, ,, 13 -- «3 55 %s» &3 §7> M7, €, bestimmt ist, und construiren 
wir auch in Bezug auf -R7 die beiden Elementepaare »,”, £,” und n,”, &”, 
welche — abgesehen von reSp. ,, €, und 4, &, — die Elemente &,, », 
resp. zu einem Tripel von R> erginzen, so haben wir in der pro- 
jectiven Beziehung 


(mis Mrs My ~~ +) A brs brs 81" - +) 
die Projectivitit P:,, welche in F'7 dem Elemente &, zugeordnet ist; 
und ebenso in der projectiven Beziehung 


(hoy No No'» +++) W (bos Soy So's - - +) 

die dem Elemente §, in Bezug auf F’7 zugeordnete Projectivitit P,,. 
Demnach kennt man von FF’; die Elemente &,, &, und die ihnen in F’7 
zugeordneten Projectivitiiten P;,, Ps,, sowie ein Tripel &, ,, €, wo- 
durch die weitere Construction, auf die in (4) behandelte Aufgabe 
zuriickgefiihrt ist. — Die singuliren Paare 6,, 7, und £,, y, ergeben 
sich als gemeinsame Paare von P:,, Ps, die beiden noch fehlenden 
singuliren Elemente «,, a, findet man linear nach (2); sind die singu- 
liren Elemente bestimmt, so folgen die tibrigen Tripel von Fy sehr 
einfach aus (1); dieselben lassen sich aber auch direct und mit alleiniger 
Hilfe des Lineals aus (4) construiren, wenn auch etwas umstiindlicher. — 

Anmerkung: Sind von den gegebenen Tripeln 4 derselben uni- 
cursalen Tripelreihe Rr angehirig, also die ganze Ry in Fr enthalten, so 
sind die 6 singuliren Elemente linear construirbar. In der That, wenn: 


(Ey &5 &> &2) A (ms 05 Me 2) A (Ea &3 &6 £1), 
so hat die nach dem Vorigen linear construirbare Projectivitiit Ps, 
mit der Projectivitit 


(Mss Ng M7 - + +) TW (84 & Se & - « -) 


*) Vgl. Le Paige: Note sur l"homographie du troisiéme ordre; Bull. de 
Vacad. roy. de Belgique 3™° Ser. Tom. V 1883. wo die betr, Construction mit 
Hilfe von Constructionen der Fliche II. 0. geleistet wird, waihrend es uns darauf 
ankam, die Construction mit den einfachsten Mitteln aufzubauen, um sie dann 
ihrerseits zur Construction der Flichen II. und III. Ordnung zu verwenden, 


26* 
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erstens das Elementepaar 7,', €,, gemeinsam, fiir welches 


(&, és be §:) ZW (M4056 11) AW (84 & & 8)» 


und zweitens eines der beiden singuliren Paare, das wir mit £,, 7, 
bezeichnen wollen, und das linear construirbar ist; dann sind aber 
nach (3) alle weiteren singuliren Elemente linear construirbar. — 

7) Von einem singuliren Tripelfeld Fy sind gegeben das singuldre 
Tripel a, B, y und drei weitere Tripel &, y,, 3 §) No» 3 §3> Ns> £33 
es sollen die iibrigen Tripel gefunden werden*). — Wir sahen § 1. 7), 
dass sich 3 Strahlenbiischel =’, H’, Z’ in derselben Ebene, deren 
Scheitel Sy, S,, Se in gerader Linie liegen, autfinden lassen, welche 
resp. auf die 3 gegebenen Grundgebilde =, H, Z projectivisch so 
bezogen”sind, dass: 


(a, &, &, &,-, JAC, gr, E, §5', we)» 
(6, Mi. Ne N3,---) A (B’, MN» No » Ns» a P 
(Y, bir Sor Sa-- J A (y’, 1 ae a oo }f 


dabei bedeuten: 


é,’, ™> & 3 Strahlen resp. durch S;, S,, Sy, welche sich in einem 
Punkte P, schneiden, 

€.', M2, & 3 Strahlen resp. durch Sy, Sy. Sy, welche sich in einem - 
Punkte P, schneiden; 

E.’, "3 € 3 Strahlen resp. durch Sz, S,, Sy, welche sich in einem 
Punkte P, schneiden, 

und ferner war: 


a’ = Bp’ = y’ = Sy SySr. 

Die Tripel §, 7, €, welche in diesen Beziehungen 3 Strahlen &’, 7, &’, 
die sich in einem Punkte P schneiden, entsprechen, bilden ein singu- 
lires Tripelfeld, welches das Tripel «, 6, y als singulaires Tripel be- 
sitzt, und welchem die 3 Tripel &, y:, & (¢—1, 2, 3) angehGren. 
Dasselbe ist also mit dem gesuchten singuliren Tripelfelde identisch, 
und man kann in der friiher gezeigten Weise jedes Elementepaar auf 
2 Grundgebilden durch ein Element auf dem dritten Grundgebilde zu 
einem Tripel ergiinzen. — 


§ 4. 
Die Erzeugnisse dreier trilinearer Ebenenbiischel. 


Die vorangeschickten Ergebnisse sollen im Folgenden dazu ver- 
wandt werden; die Erzeugnisse dreier trilinearer Ebenenbiischel zu 


*) Vgl. Hauck: Die trilineare Beziehung zwischen 3 einstufigen Grundgebilden; 
Cr. Journ, Bd, 108, p. 25. 
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untersuchen. Beriicksichtigt man dabei die verschiedenen Faille der 
gegenseitigen Lage der Axen der 3 Ebenenbiischel, sowie die ver- 
schiedenen Arten der trilinearen Beziehung selbst, so geben 3 trilineare 
Ebenenbiischel einer verhiltnissmissig grossen Anzahl von Raum- 
gebilden ihre Entstehung. Die simmtlichen Arten der cubischen 
Flaichen, sowohl die allgemeinen, wie die mit 1, 2, 3, 4 Doppelpunkten, 
unter denen auch biplanare und uniplanare auftreten diirfen, ferner 
die Regelflichen und Kegel III. Ordnung finden auf diese Weise ihre 
gemeinsame Erzeugung. Aber auch die reduciblen F' ergeben sich 
ebenso ungezwungen als Erzeugnisse trilinearer Ebenenbiischel, so 
dass dieser Weg auch zu einer bemerkenswerthen Erzeugung der Fliche 
II. O., als eines Bestandtheiles einer reduciblen F'*, hinfiihrt. Ist so 
in der trilinearen Beziehung ein gemeinsamer Erzeugungsmechanismus 
der simmtlichen Arten der F? und F* gewonnen, so lisst sich die 
gesammte constructive Theorie der genannten Gebilde ‘aus einem ein- 
heitlichen Gesichtspunkte behandeln, und auf die vorangeschickte Be- 
handlung der trilinearen Grundgebilde zuriickfiihren. 

1) Das Erzeugniss dreier trilinearer Ebenenbiischel mit 3 wind- 
schiefen Axen, die allgemeine F'*. Sind =, H, Z 3 Ebenenbiischel, 
die 3 windschiefen Geraden g:, g,, ge ihre Axen, § eine Ebene von 
=, y, € solche von resp. H, Z, und setzen wir diese 3 Ebenenbiischel 
in eine allgemeine trilineare Beziehung, so bilden die Tripel &, , € 
entsprechender Ebenen ein Tripelfeld Fy, und die Punkte, in welchen 
sich die Ebenen eines Tripels schneiden, erzeugenu eine Flache III. 0. 
F’, welche die Geraden gz, gy, g¢ enthilt, und umgekehrt wird jede 
F* aus 3 windschiefen, auf ihr liegenden Geraden durch Ebenentripel 
projicirt, welche ein F’7 bilden.*) Sind @,, a; B,, Bo; 74, 72 die 6 
singuliren Ebenen von F’7, so liegen auch die 6 Geraden (a, B,), (8, 7»), 
(71%); (@28,), (B27), (¥2%,), in welchen sich die Ebenen eines singu- 
laren Paares schneiden, auf der F'%, und es sind dies die einzigen 
Geraden, welche von den 3 Geraden gg, gn, ge nur 2 schneiden. Die 
friiher gelehrten Constructionen von Fy (cf. § 3) gestatten nunmehr 
die F* linear zu construiren, falls von ihr gegeben sind: 

1) Die 9 Geraden gz, gy, ge; (Be), (Bi 72) (71%) (%2B;), (Bor1) 
(y,@,) und 1 Punkt. 2) Die 5 Geraden gz, gy, ge; (By 2), (B2¥1) und 
3 Punkte, 3) Die 4 Geraden gz, g,, 9c; (6,72) und 5 Punkte. 4) Die 
3 Geraden ge, gn, ge und 7 Punkte. — 

Die iibrigen Geraden der F* zerfallen in solche, welche von den 
3 Geraden gz, gy, ge alle 3, oder nur eine oder gar keine treffen, da 
die 6 Geraden, welche nur 2 der Geraden gz, 9, g¢ treffen, durch die 
6 singuliren Paare von./’; erhalten und durch eine quadratische Con- 


*) cf. Schubert, 1. c. p. 466. 
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struction gefunden werden. Die 3 Geraden von F° g,, 9,, 93, welche 
9&, Jn» 9 gleichzeitig schneiden, werden erhalten als die 3 gemein- 
samen Tripel von F7 und derjenigen unicursalen Tripelreihe R, welche 
gebildet wird von den Ebenentripeln &, 7, €, welche sich in einer 
Geraden schneiden; dieselben werden (cf. § 2. 3) durch eine cubische 
Construction erhalten. — Zweitens ergeben sich die Geraden, welche 
nur eine der 3 Geraden ge, J», ge schneiden, auf linearem Wege. Die 
3 Geraden z. B., welche nur g¢ nicht aber g,, ge schneiden, sind die 
dritten Geraden, in welchen die Ebenen (g¢g,), (9e92), gegs) die F° 
schneiden. — Die 6 Geraden schliesslich, welche zu gz, g,, ge wind- 
schief sind, erhilt man folgendermassen: Ist g eine solche Gerade, so 
werden die Punkte von g aus gz, gy, ge durch die Ebenentripel einer 
R?, projicirt, welche in Fy enthalten ist; in dieser R> ereignet es sich 
zweimal, dass sich die 3 Ebenen eines Tripels in einer Geraden treffen, 
namlich in dew beiden gemeinsamen Geraden von g, ge, Jn, Jt; diese 
beiden Geraden sind auf F* gelegen, schneiden g¢, gy, ge, sind also 
entweder g,, g;, oder g,, g,, Oder g,, g,. Bestimmt man daher die- 
jenigen Ry, welche in Fy enthalten sind, und welchen z. B. die Tripel 
(9292)» (YnG2)» (9eG2) Und (9¢95), (9x93), (Ye9s) angehdren, so erfiillen 
die Schnittpunkte entsprechender Ebenen eine zu g:, gy, g¢ windschiefe, 
der F'* angehérige Gerade. Wir wissen (cf. § 2. 2), dass es genau 2 
in Fy enthaltene R> giebt, welchen 2 gegebene Tripel angehdren, 
also erhalten wir 2 der in Rede stehenden Geraden, die wir durch 
Ji2» Yo, bezeichnen. In derselben Weise gelangen wir — unter analoger 
Benutzung von g,, 9, sowie von g,, 9 — zu den 4 weiteren Geraden dieser 
Art: 95159133 912» Ja1- Diese 6 letzten Geraden ergeben sich linear, wenn 
die friiheren Geraden bekannt sind.” Also gilt: Kennt man von einer 
F*® drei windschiefe Gerade gz, gn, ge und 7 Punkte, so ergeben sich 
die 3 Geraden von F'*, welche gz, gn, ge stimmtlich schneiden, durch eine 
cubische Construction; die 6 Geraden, welche nur 2 der 3 Geraden 
9, Ins Ge Schneiden, findet man auf quadratischem Wege, wihrend die 
9 Geraden, welche nur eine, und die 6 Geraden, welche keine der Ge- 
raden ge, 9n, gt schneiden, linear construirbar sind. — Sind 4 wind- 
schiefe Geraden gz, gy, Jt, J). und 3 Punkte der Fliche gegeben, so 
geht die cubische Construction in eine quadratische, die quadratische 
in eine lineare tiber (cf. § 3. 6), Anmerkung), so dass, wenn 4 
windschiefe Gerade und 3 Punkte von F* gegeben sind, sich die 


23 dibrigem Geraden der Fliche mit Zirkel wnd Lineal construiren 
lassen. 


— Sind 5 windschiefe Geraden von F'*: ge, gn, 9t G12» Gos Gegeben, 
die aber eine gemeinsame Secante g, besitzen miissen, so ist dadurch die 
F* bestimmt. In diesem Falle wird auch die einzige bisher quadratische 
Construction linear und die 22 iibrigen Geraden der Fliiche werden dann 
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mit alleiniger Hilfe des Lineals construirbar.*) — Betrachten wir noch 
ganz allgemein diejenigen R, welche in F’7 enthalten sind, so erzeugen 
dieselben die auf der F’* befindlichen Raumcurven III. 0. (R*), welche 
9:5 In» Jt 7a Secanten haben. Die in § 2. 2 bewiesenen Siitze ergeben 
daher, dass 2 Netz@solcher R* auf F° existiren; die R* des einen 
Netzes schneiden von den 6 Geraden (a, 8,), (8,72), (71%); (@,), 
(B.¥;), (Yo%,) die drei ersten, die R® des andern die 3 letzten. Durch 
2 beliebige Punkte von F* geht genau eine R* aus jedem der beiden 
Netze. Zwei R*® desselben Netzes haben einen Punkt, zwei R® aus 
verschiedenen Netzen haben 2 Punkte gemeinsam. 

2) Das Erzeugniss dreier singulir-trilinearer Ebenenbiischel; die 
F mit einem Doppelpunkt. Sei nunmehr die trilineare Beziehung, 
welche die 3 Ebenenbiischel =, H, Z verkniipft, eine singuldre (cf. § 1. 4). 
Die Ebenen des singuliren Tripels seien «, 6, y; wir setzen voraus, 
dass dieselben sich nicht in einer Geraden schneiden, ein Fall der 
spiter besonders behandelt wird. Auch hier wird durch die Punkie, 
in welchen sich die Ebenen §, 7, € eines Tripels von F’7 schneiden, 
eine F° erzeugt. Der Schnittpunkt (@By) der 3 singuliren Ebenen 
ist aber hier ein Doppelpunkt von F%; denn ist g eine Gerade durch 
ihn, so werden deren Punkte aus gz, gy, ge durch eine Rp projicirt, 
die mit dem die F’* erzeugenden singuliren Tripelfelde F’y das singulire 
Tripel, und also (nach § 2. 5) nur ein einziges weiteres Tripel gemein- 
sam hat; also schneidet g die F* nur noch in einem, von (a@By) ver- 
schiedenen, Punkte, also ist (aBy) ein Doppelpunkt von F*. Es gilt 
mithin: Drei singuldr-trilineare Ebenenbiischel erzeugen eine F%, welche 
den Schnittpunkt des singuléren Tripels zum Doppelpunkte hat; und 
ebenso ergiebt sich umgekehrt: Jede F'* mit einem Doppelpunkt wird 
aus 3 windschiefen, auf thr enthaltenen Geraden, welche jedoch nicht 
mit dem Doppelpunkt auf demselben Hyperboloid liegen diirfen, durch 
3 singuliir -trilineare Ebenenbiischel projicirt. — Die 3 Geraden 9, , 9, 93s 
welche gz, gn; g¢ simmtlich schneiden, werden, wie friiher, gefunden; 
die 6 Geraden jedoch, welche nur 2 der 3 Geraden ge, g,, ge schneiden, 
fallen paarweise zusammen in die 3 Geraden (By), (ya), (@B). Ebenso 
fallen die 6 Geraden, welche gz, gy, ge nicht schneiden, paarweise zu- 
sammen, da sie ZU g,, 9, g, dieselbe Beziehung haben, wie (fy), (y@), 
(a@B) zu ge, Jn, gt; daraus folgt, dass jede durch den Doppelpunkt 
gehende Gerade von F* doppelt zu ziéhlen ist, um als Gesammtzahl der 
Geraden von F'* wieder 27 zu erhalten.**) — Die Aufgabe eine f° mit 
einem Doppelpunkt zu construiren, von welcher gegeben sind, der 


*) cf. Salmon-Fiedler: Analyt. Geometrie des Raumes II. Bd.. p. 402 3 Aufl, 
**) cf. Salmon: Cambridge and Dublin Math. Journ, IV, p. 256; sowie Cayley: 
Phil. Transact. 1869. 
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Doppelpunkt, 3 windschiefe Gerade, die nicht mit dem Doppelpunkte 
auf demselben Hyperboloid liegen, und 3 einfache Punkte, wird un- 
mittelbar durch § 3. 7) gelést. — Die R*® auf F'%, welche gz, gy, ge 
zu Secanten haben, werden aus gz, g,, ge durch Ebenentripel einer 
in Fy enthaltenen R7 projicirt; nach den Satzen in § 2. 6) ergiebt sich 
daher: Sind ge, g,, ge 3 windschiefe Gerade einer F° mit einem Doppel- 
punkt, welche nicht mit dem Doppelpunkte auf demselben Hyperboloid 
liegen, so muss jede R*® der Fliiche, welche gg, gy, gr 2u Secanten hat, 
den Doppelpunkt enthalten. 

3) Das Erzeugniss dreier trilinearer Ebenenbiischel mit 2 sich 
schneidenden Axen; die F'* mit 1 Doppelpunkt. Setzen wir nunmehr 
voraus, dass sich die beiden Axen gz, g, der beiden Ebenenbiischel 
=, H im Punkte D schneiden, wahrend gy mit g: und g, windschief 
ist, dann erzeugen ebenfalls die drei trilinearen Ebenenbiischel eine 
F%, der Schnittpunkt D von g;, g, ist jedoch ein Doppelpunkt, da 
jede durch D gehende Gerade g ausser in D nur noch in einem weiteren 
Punkte die F* schneidet, wie sich unmittelbar aus der Definition der 
trilinearen Beziehung ergiebt. Auch umgekehrt erkennt man, dass 
jede F*® mit 1 Doppelpunkt D aus 2 ihrer Geraden, die sich in D 
schneiden, und einer zu diesen windschiefen Geraden durch 3 trilineare 
Ebenenbiischel projicirt wird. Der Tangentialkegel im Doppelpunkt 
wird erzeugt durch die Schnittgeraden derjenigen projectiven Ebenen- 
paare §, », welche die Ebene (g;D) zu einem Tripel der trilinearen 
Beziehung ergainzen; dieser Kegel ist linear construirbar, wenn die F'° 
durch ihre trilineare Erzeugung gegeben ist. 

Um einen biplanaren Doppelpunkt zu erzeugen, muss dieser Kegel 
in ein Ebenenpaar zerfallen; das tritt ein (cf. § 1. 2), falls (g¢D) eine 
der beiden singuliren Ebenen y,, y, des Ebenenbiischels Z ist. Ist 
also z. B. (g¢D) = y,, so bertihren die beiden Ebenen «,, £6, die F° 
im Doppelpunkt, der also in der That biplanar wird. Ist im Besondern 
die trilineare Beziehung so beschaffen, dass (gD) = y, eine singulire 
Ebene wird, und dass ferner die beiden singuliren Ebenen a@,, B, sich 
in der gemeinsamen Ebene (g:g,) der beiden Ebenenbiischel =, H ver- 
einigen, so dass (g:g,) = a, = ,, dann wird offenbar D ein wni- 
planarer Doppelpunkt. 

4) Das Erzeugniss dreier trilinearer Ebenenbiischel, bei welchen 
die Axe des einen die beiden andern Axen schneidet; die F* mit 2 
Doppelpunkten. 

Sind ge, 9», gg nunmehr so beschaffen, dass g, von ge und ge resp. 
in D,, D, geschnitten wird, wihrend g; und g; windschief sind, dann 
erzeugen die Tripel entsprechender Ebenen eine F'%, welche D, und D, 
zu Doppelpunkten hat; andererseits wird auch umgekehrt jede F* mit 
2 Doppelpunkten aus deren gerader Verbindungslinie und 2 windschiefen 
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durch je einen der Doppelpunkte gehenden Geraden der Fliche durch 
3 trilineare Ebenenbiischel projicirt. Die § 3. 6) gegebene Construction 
liefert also die lineare Lésung der Aufgabe: Eine F'* mit 2 Doppel- 
punkten aus den beiden Doppelpunkten, 7 einfachen Punkten und 2 
windschiefen Geraden durch die beiden Doppelpunkte zu construiren. 

Die 16 Geraden der F'* lassen sich sehr einfach ableiten; man 
erkennt, dass, falls 7 einfache Punkte der Fliiche, die beiden Doppel- 
punkte und 2 windschiefe Gerade von F*, durch jeden Doppelpunkt 
eime, gegeben sind, sich dann die iibrigen 14 Geraden mit Zirkel und 
Lineal allein construiren lassen. 

Der Fall, dass einer oder beide Doppelpunkte biplanar werden, 
wird erhalten, indem man eine der beiden Ebenen (gsg,), (geg,) oder 
beide zu singuliren Ebenen der Biischel = resp. Z fiir die trilineare 
Beziehung wihlt. 

5) Das Erzeugniss dreier trilinearer Ebenenbiischel, deren Axen 
in derselben Ebene liegen; die F* mit 3 Doppelpunkten, Seien jetzt 
9; Jn» ge Aerselben Ebene angehérig, so dass sie sich paarweise in 
den Punkten Dz = (gn9¢), Dy, = (gege), Dz = (ggg_) schueiden, dann 
erzeugen die 3 trilinearen Ebenenbiischel =, H, Z eine F°, welche die 
3 Doppelpunkte D:, D,, Dz besitet; aber auch die Umkehrung ergiebt 
sich leicht: Jede F° mit 3 Doppelpunkten wird aus deren 3 Ver- 
bindungslinien durch 3 trilineare Ebenenbiischel projicirt. Die Con- 
struction in § 3. 6) auf unseren Fall angewandt, liefert die lineare 
Lésung der Aufgabe: Eine F* mit 3 Doppelpunkten eu construiren, 
wenn die 3 Doppelpunkte und 7 einfache Punkte gegeben sind. Ist die 
Ebene D:D, Dz als Ebene des Biischels = durch @, als solche von 
H, Z rsp. durch B, y bezeichnet, so gilt: Die Tangentialkegel in den 
3 Doppelpunkten werden erzeugt von denjenigen 3 Paaren projectiver 
Ebenenbiischel, welche den 3 Ebenen a, B, y in Bezug auf die trilineare 
Beziehung zugeordnet sind; sie sind linear construirbar. 

Ferner folgt: Die Ebenen a’, 6’, y’, welche die Ebenenpaare By, 
ya, af zu einem Tripel der trilinearen Beziehung ergiinzen, schneiden 
die F* in den resp. Geraden gz, g,, ge 2weifach, und noch in je einer 
weiteren Geraden gu’, 9s, 9y; diese 3 linear construirbaren Geraden 
Jo's Js’) Vy’ Sind die einzigen Geraden der F'%, welche die Doppelpunkte 
nicht enthalten. Die 6 Geraden schliesslich, welche — abgesehen 
Von gg, Jn» g¢ — einen Doppelpunkt enthalten, werden durch die 
singuliren Ebenenpaare der trilinearen Beziehung — mittelst einer 
quadratischen Construction — erhalten; also gilt: Sind 7 einfache 
Punkte und 3 Doppelpunkte der F* gegeben, so sind alle 12 Geraden 
der F° mit Zirkel und Lineal construirbar. — Den Fall, dass die 3 
Doppelpunkte theilweise oder siimmtlich biplanar werden, kann man 
dadurch hervorrufen, dass man die 3 coincidenten Ebenen «, 6, y 
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theilweise oder sémmitlich zu singuliren Ebenen der trilinearen Be- 
ziehung wihlt, jedoch so, dass niemals 2 dieser 3 Ebenen ein singu- 
léres Paar bilden. — ' 

6) Machen wir — unter Beibehaltung aller friiheren Bezeich- 
nungen — noch die weitere Specialisirung, dass wir die trilineare 
Beziehung singuldér annehmen, so folgt analog, wie § 4. 2), dass der 
Schnittpunkt der 3 singuliiren Ebenen a,, B,, y, ein vierter Doppel- 
punkt wird, also gilt: Drei singuldr-trilineare Ebenenbiischel, deren 
Aen in derselben Ebene liegen, erzeugen eine F'* mit 4 Doppelpunkten, 
und zwar werden diese Doppelpunkte gebildet durch die 3 Schnittpunkte 
der 3 Azen, und durch den Schnittpunkt der 3 singuliren Ebenen. 
Ebenso gilt umgekehrt: Jede F° mit 4 Doppelpunkten wird aus 3 in 
einer Ebene gelegenen Verbindungslinien je zweier Doppelpunkte durch 
3 singulir-trilineare Ebenenbiischel projicirt. Die friiher geléste Auf- 
gabe § 3. 7) fiihrt zur linearen Construction einer F* mit 4 Doppel- 
punkten aus diesen 4 Doppelpunkten und 3 einfachen Punkten. Auch 
die stéimmtlichen Geraden der Fliéche sind linear construirbar, wenn 
die 4 Doppelpunkte und 3 einfache Punkte gegeben sind; denn ab- 
gesehen von den 6 Verbindungslinien zweier Doppelpunkte, sind hier 
nur die 3 Geraden ge’, 9s’, Jy’ vorhanden, welche dieselbe Bedeutung 
haben, wie die gleichbezeichneten Geraden im vorigen Falle. — Da 
jeder in einem singuliren Tripelfelde enthaltenen R*> das singuliire 
Tripel angehért, so erhalten wir den Satz: Jede R* auf einer F'* mit 
4 Doppelpunkten, welche 3 der Doppelpunkte enthiilt , enthdlt auch den 4. 
Es ergiebt sich iibrigens unschwer, dass andere R* auf der F°, als 
durch die 4 Doppelpunkte, nicht existiren. — 

7) Das Erzeugniss dreier singulér-trilinearer Ebenenbiischel, bei 
welchen sich die 3 Ebenen des singuldren Tripels in einer Geraden 
schneiden; die Regelfliche III. O. Wir wihlen nunmehr die Axen 
9, In» Je Wieder zu einander windschief, jedoch sei die trilineare Be- 
ziehung eine singuldre und zwar so, dass sich die 3 singuliiren Ebenen 
a, B, y im einer Geraden d schneiden. Das Erzeugniss dieser Beziehung 
ist wieder eine F’*, welche jedoch die Gerade d zur Doppelgeraden 
hat, also eine cubische Regelfliche*). In der That ist jeder Punkt von d 
ein Doppelpunkt, denn jede Gerade durch ihn schneidet die F* nur 
noch in einem weiteren Punkt, was man genau, wie in § 4. 2), erkennt. 
Auch gilt umgekehrt: Jede cubische Regelfliche wird aus 3 windschiefen 
Erzeugenden durch 3 singulir-trilineare Ebenenbiischel projicirt, deren 
3 singulére Ebenen sich in der Doppelgeraden schneiden. — Diejenigen 
Ebenentripel €, 7, §, welche sich in einer Geraden schneiden, bilden 
eine R>, welche mit dem die F* erzeugenden singuliren Tripelfeld 


*) ef. Salmon-Fiedler: Analyt. Geometrie des Raumes, III. Aufl, II. Bd., p, 365, 

















Trilineare Verwandtschaft. 411 


das singulaire Tripel a, B, y und folglich (nach § 2. 5) nur noch ein 
weiteres Tripel gemein hat, die Schnittgerade 7 der Ebenen dieses 
Tripels ist die Leitgerade der Regelfliche. Die Erzeugenden der Regel- 


flichen ergeben sich aus denjenigen Ry, welche die beiden Tripel 
a, B, y und (gel), (gyl), (gl) enthalten, und dem die F'* erzeugenden 
singuliren Tripelfeld angehéren; diese R7 bilden eine einfache Mannig- 
faltigkeit, eine jede derselben erzeugt durch die Schnittpunkte der 
Ebenen ihrer Tripel eine Erzeugende der Regelfliche. Somit ergiebt 
sich: Kennt man von einer cubischen Regelfliiche 3 Punkte, 3 wind- 
schiefe Erzeugende und die Doppelgerade, so kann man nach § 3 linear 
construiren alle Punkte der Fliche, die Leitgerade und alle Erzeugenden. 

Anmerkung: Die cubische Regelfliche wird auch erzeugt durch 
3 trilineare Ebenenbiischel, von denen 2 dieselbe Axe haben, doch 
ergiebt sich, dass diese Erzeugung im Wesentlichen mit der von 
Herrn E. Weyr*) austfiihrlich behandelten Erzeugang durch ein-zwei- 
deutige Ebenenbiischel identisch ist. 

8) Das Erzeugniss dreier trilinearer Ebenenbiischel, deren Aaxen 
sich in einem Punkte schneiden; Kegel III. O. Sind =, H, Z 3 trilineare 
Ebenenbiischel, deren Axen g¢, g,, gz sich in einem Punkte D schneiden, 
denn wird auch in diesen Falle eine F° erzeugt; die Ebenen § durch 
gg schneiden aber offenbar diese F'? ausser in gg noch in zwei Geraden 
9,9; mithin ist D so beschaffen, dass jede durch ihn gehende Gerade 
entweder der F'* angehdrt, oder sie in keinem weiteren Punkte schneidet; 
also ist D ein dreifacher Punkt und die erzeugte F* ein Kegel III. O. 

Ist die trilineare Beziehung eine singuliire und zwar so, dass die 
3 singuliren Ebenen sich in einer Geraden schneiden, so erhalten wir 
auf diesem Wege den Kegel III. O. mit einer Doppelgeraden. — 

9) Auch alle reduciblen F° lassen sich durch 3 trilineare Ebenen- 
biischel erzeugen; hier sei nur erwihnt eine Erzeugung der in eine 
Ebene und eine Flaiche II. Ordnung ausgearteten F’°, welche eine sehr 
verwendbare Erzeugung der Flichen II. O. liefert, und unmittelbar zu 
deren Construction aus 9 ihrer Punkte hinfiihrt**). Schneiden sich 
nimlich die 3 Axen ge, gy, ge paarweise in den 3 Punkten 


De = (9n9:), Dy = (9298), Dz = (99x); 
und ist die Ebene D;D,D; als Ebene von = durch «@, als solche von 
H, Z durch #, y bezeichnet, und betrachtet man eine trilineare Be- 
ziehung der 3 Ebenenbiischel =, H, Z, welcher das Tripel a, B, y 


*) cf. E. Weyr: Geometrie der riumlichen Erzeugnisse ein-zwei-deutiger 
Gebilde, insbesondere der Regelflichen III. O. Leipzig 1870. 

**) Herr Le Paige hat in seinen Arbeiten tiber die Homographie III, 0. 
mehrfach diese Erzeugung verwendet, cf. unter Anderem Bulletin de l’académie 
de Belgique III. Ser. Tom, 5. 1883. 
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angehort, so wird die durch die trilineare Beziehung erzeugte F’* in 
die Ebene (g¢9,gc) und eine Fiche II. O. zerfallen, welche die Punkte 
D;, D,, De enthilt. Andererseits gilt auch umgekehrt: Jede Fliche 
IT. O. wird aus den 3 Verbindungslinien von 3 ihrer Punkte durch 
3 trilineare Ebenenbiischel projicirt. Daraus folgt nun ganz unmittelbar 
eine Construction der F? aus 9 ihrer Punkte D:, D,, Dz; P,, Po,..., Ps; 
denn die F'? erzeugende trilineare Beziehung der 3 Ebenenbiischel 
9¢ =(DyDe), gn =(DeDe), ge = (De D1) 

ist vollstandig bestimmt durch die 7 bekannten Tripel 

(9 Pi), (Qn Pi), (9 Pi) (@=1,2,..-, 6) 
und (gz De), (g, Dy), (ge De), und damit ist die Construction der F’? 
zuriickgefiihrt auf die von uns geleistete Construction der trilinearen 
Beziehung aus 7 gegebenen Tripeln (cf. § 3. 6). — Die Geraden der 
F? ergeben sich aus denjenigen R>, welche dem die F? erzeugenden 
Tripelfeld angehéren, und das Tripel a, 6, y enthalten. Die gesammte 
Theorie der auf der F? enthaltenen Geraden folgt dann unmittelbar 
aus den § 2, 2) entwickelten Siaitzen. — 


Breslau, im November 1893. 




















Ueber bedingte Convergenz unendlicher Producte. 
Von 


AuFreD PriInGsHEmM in Miinchen. 


In einem friiher von mir publicirten Aufsatze*) habe ich den Ver- 
such gemacht, die Lehre von der Convergenz unendlicher Producte 
rein elementar, insbesondere also unabhiingig von der Theorie der 
Logarithmen und deren Entwickelung in Potenzreihen, darzustellen, 
und ich habe daselbst u. a. auch einen von Cauchy**) mit Hiilfe der 
logarithmischen Reihe abgeleiteten Satz tiber bedingte Convergenz eines 
unendlichen Productes ohne Anwendung dieses Hiilfsmittels bewiesen. 
Derselbe lautet:***) 


Convergirt die Reihe >'c, (wo die c, reelle Grissen be- 
deuten) in der durch die Indices vorgeschriebenen Anordnung, 
so ist das Product | Ja -+c,) in der entsprechenden Anord- 
nung convergent oder divergent nach Null, je nachdem 
die Reihe >'c,? convergirt oder divergirt. 

Wie ich nun neuerdings bemerkt habe, gestatten die zum Beweise 
dieses Satzes erforderlichen und auch fiir manche anderen Zwecke 
niitzlichen Hiilfsformeln7) eine so erheblich einfachere Ableitung, dass 
deren Mittheilung vielleicht nicht ganz ohne Interesse erscheinen mag. 

Definirt man die Exponentialgrésse e* durch die Gleichung:7}7) 

° a\" 
e* = lim (1 aa *) 


no 
*) Ueber die Convergenz unendlicher Producte, Math. Ann, Bd. 33, p. 120ff. 
**) Analyse algébrique p. 653. 
***) a. a. O p. 150. 
T) a a O. p. 142—148. 
+t) Ich verzichte absichtlich auf die Darstellung von e* durch die bekannte 
Reihe, da es mir methodisch consequenter erscheint, die Convergenztheorie fiir 
unendliche Reihen und Producte vor der Einfiihrung specieller Rethenentwickelungen 
zu begriinden. Vgl. Math, Ann. B. 35, p. 315. 
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so ergeben sich durch Anwendung des binomischen Satzes fiir ganze 


Exponenten und Uebergang zur Grenze » = oo unmittelbar die beiden 
Ungleichungen: 


(1) e>1+a+ 5a fir: O<a, 


(2) a@<ilta+i i? fir: O<a<l. 


a 


Schreibt man (1) folgendermassen : 
a? 
@>(1+a)(1+ 5455) 
so folgt, wenn man auch hier a der Bedingung unterwirft, ein achter 
Bruch zu sein, sodass also 1 + a < 2 und 
@>(1+a)(1+;@) 
ist: 
(3) lta<c—“_. (<e<)). 
1+ i* 
Andererseits folgt aus Ungl. (2): 


e<tgli—te)< 740 -f6) 
also: 


1—a<e(1 — ja?) 


und (da fir: 0 < 6b < 1 stets: 1-—B< +3) um so mehr: 


(4) 1—a<—s_ 0<a<). 
i+ -—- a 
4 
Bedeutet also c¢ einen beliebigen positiven oder negativen ichten 
Bruch, so ergiebt die Zusammenfassung von Ungl. (3) und (4): 


(5) Ife<—“— — 0<|e|<}). 
1 


= 
+7° 


Hat man jetzt eine Reihe achter Briiche mit beliebigem Vorzeichen: 
Co, Cy» +--+) Cn und setzt: 


n 


(6) Do = Ba, 


so folgt zuniichst aus (5): 


[let <— ee. 
FI(+:#) 
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und wenn man noch: 


n 


(7) Ot = Se 


0 

setzt, a fortiori: 

n en 
(8) [-] +e) << 

0 1 4 8, 
und ebenso: 
(9) ee ae 

He-9 <5 

Ist nun: 
(10) |sn] 56 <p, 


wo p eine ganze Zahl bedeutet, so = sich ferner aus (8) und (9): 


FI o+0-y <- : 


on 5 5d, 





also : 
(11) (lte) < 

TI #9< 6 yet) 
und daher speciell fiir p — 1, d. h. falls 6 ein achter Bruch ist: 
(12) [[a+e)< : 


1 
; (i—e) (i478 
Aus der letzten Ungleichung folgt dann noch a fortiori: 


n 


(13) [] ote) <7 (falls: > <o<l. 


0 0 


Darnach ergiebt sich schliesslich noch: 


Hia-Ht - fa)<ipe falls: | te) <0 <t 
und daher: 


(14) [To+e) pi~at. 


Die Formeln (13) und (14) sind ausreichend, um im Falle der Con- 
vergenz von ><," die Convergenz des unendlichen Productes ] ] (1+¢,) 
zu erweisen, wihrend Ungl. (12) dazu dient, um dessen Divergenz nach 


Null im Falle der Divergenz von > c,? zu erkennen. 
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Sei zunachst ausser der Reihe > c, auch die Reihe > c,? convergent, 
¢,2 
so convergirt auch die Reihe ee . ee (NB. es wird, da es sich um 


die schliessliche Untersuchung von | [ate) handelt, ein fiir allemal 
vorausgesetzt, dass fiir keinen Werth v: 1 + c, = 0 wird) und folglich 
auch diejenige mit dem allgemeinen Gliede: 


c,? — & 
i+c, 1+¢ 

In Folge dessen lisst sich, wenn ¢ > 0 beliebig klein angenommen 
wird, eine positive ganze Zahl m so fixiren, dass gleichzeitig: 


n+o | n-+e 
al <e, its <ée (n>m) 


j,— 


n+1 | |n+1 
fiir 9 = 1, 2, 3, in inf., und man findet daher nach Ungl. (13) und (14): 
n+0 
pt—Ffoto){S i= = (n > m) 
n+1 
also: 


¥ 
—e<jt-1< 


woraus die Convergenz von 


P, = [-] (1+¢,) 
0 
resultirt. 


Ist dagegen > divergent und setzt man: 


n+o 


De = Sx,0 (n>™m), 


n+1 


so wird fiir hinlinglich grosse Werthe von g S,,, jede noch so grosse 
Zahl tibersteigen, und da nach Ungl. (12): 


n+o 
[-] (i1+e) < 7s (n>), 
~ a—o(1+78, .) 


so folgt, dass das fragliche Product nach Null divergirt. — 
Miinchen, December 1893. 




















Ueber die angenaherte Darstellung der Zahlen durch rationale 
Briiche. 


Von 


A. Hurwitz in Ziirich. 


 t 
Fuhdamentalaufgabe. Die Farey’schen Reihen. 


Die erste Aufgabe, die sich bei der Frage der angeniherten Dar- 
stellung der Zahlen durch rationale Briiche darbietet und die ich 
deshalb als die Fundamentalaufgabe bezeichnen will, ist diese: 


Fundamentalaufgabe: Man soll unter den rationalen Briichen, 
deren Zihler und Nenner (absolut genommen) die gegebene ganze Zahl n 
nicht iibertreffen, denjenigen bestimmen, welcher sich am wenigsten von 
der gegebenen Zahl x unterscheidet. 


Zur Lésung dieser Aufgabe pflegt man die Entwicklung der Grosse 
in einen natiirlichen Kettenbruch, d.h. in einen Kettenbruch der Gestalt 


1 
om ate 1 
a + 


heranzuziehen, wo ad), @,,@,,... ganze Zahlen bezeichnen, die, mit 
eventueller Ausnahme der ersten, simmtlich positiv sind. Die Naherungs- 
briiche und die zugehdrigen intermediiren Briiche des Kettenbruches 
geben dann immer den in der Fundamentalaufgabe verlangten Bruch. 
Diese Liésung hat insofern etwas Unbefriedigendes, als sie sich ge- 
wissermassen zufallig im Verlauf der Entwicklung der Kettenbruch- 
theorie ergiebt. Die Theorie der natiirlichen Kettenbriiche, wie sie 
gewohnlich dargestellt wird, leidet ihrerseits an dem Mangel, dass sie 
eine besondere unter vielen fihnlichen gleichberechtigt erscheinende 
Darstellungsform der Gréssen behandelt und daher nicht von vornherein 
den Stempel innerer Berechtigung trigt. Wir werden im Folgenden 
einen anderen Weg einschlagen, naimlich von der directen, so zu sagen 
trivialen Lésung der Fundamentalaufgabe ausgehen. In dem Umstande, 
Mathematische Aunalen, XLIV. 27 
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dass die Betrachtungen, die sich uns bei dieser Lésung aufdringen, 
unter Anderem auch mit Nothwendigkeit zu der natiirlichen Ketten- 
bruchentwicklung hinfiihren, glaube ich die innere Berechtigung _— 
dieser Darstellungsform der Gréssen erblicken zu miissen. 

Was nun die oben erwihnte directe Lésung der Pcntenniaine 
aufgabe angeht, so besteht sie einfach in Folgendem: Wir schreiben 
uns, nach aufsteigender Grésse geordnet, alle reducirten Briiche auf, 
deren Zahler und Nenner der Zahlenreihe 0, +1, +2,----+n 
angehéren. Als erstes Glied der Reihe dieser reducirten Briiche be- 


trachten wir — oo = =, als letztes Glied + co = x: Die endlichen 


Briiche mégen ferner stets mit positivem Nenner geschrieben werden, 
so dass z. B. in dem einfachsten Falle »—1 die zu bildende Reihe 
von Briichen diese sein wiirde: 

—1 —1 011 
(1) oath Ft 


te. 2s 
Die gegebene Zahl x fallt nun nothwendig zwischen zwei aufeinander- 


folgende Briiche und < der Reihe, und es wird offenbar = oder = der 


in der Fundamentalaufgabe verlangte Bruch sein, jenachdem = oder 


8 os . . i . er ene . 
= naiher an z liegt. Wir kniipfen hieran einige Definitionen. Die 


soeben betrachtete Reihe von rationalen Zahlen, welche dadurch ent- 
steht, dass wir die reducirten Briiche der Grésse nach anordnen, deren 
Zaihler und Nenner die Zahl m nicht iibertreffen, wollen wir als 
yn Farey’sche Reihe“ oder ,,Farey’sche Reihe n‘*” Ordnung“ be- 
zeichnen.*) Die Zahl » kann zuniachst nur jeden positiven ganz- 
zahligen Werth haben. Es erweist sich indessen zweckmiissig auch 
den Werth »=—O zuzulassen, also eine ,,nullte‘’ Farey’sche Reihe 


einzufiihren. Und zwar wollen wir unter der ,nullten“ Farey’schen 
Reihe die Reihe 


(2) 3 2 


*) Farey entdeckte bei Gelegenheit einer tabellarischen Aufstellung der 
Decimalbruchentwicklung der echten Briiche eine bemerkenswerthe Eigenschaft 
(vgl. § 2, Satz 1) derjenigen Reihe, die entsteht, wenn man die positiven echten 
Briiche der Grésse nach anordnet. Diese Eigenschaft wurde zuerst von Cauchy 
im Bulletin des Sciences 1816 bewiesen, Seither sind mehrere Arbeiten iiber die 
Farey’schen Reihen erschienen, ohne dass, wie es scheint, die principielle Be- 
deutung dieser Reihen hervorgehoben worden wiire. Man vergleiche: Stouvenel 
(Liouville’s Journal, 1. Serie, Bd. V), Halphen, E. Lucas, M. d’Ocagne 
(Bulletin de la société mathématique de France, Bdde. V, VI, XIV) und Syivester 
(Comptes rendus Bd. XCVI). In enger Beziehung zu der Theorie der Farey’schen 
Reihen steht auch eine Abhandlung von M. A. Stern (Ueber eine zahlentheoretische 
Function, Crelle’s Journal, Bd. 55). 
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verstehen. Ordnen wir die Farey’schen Reihen nach der Ordnungs- 


zahl m an, so werden die den niedrigsten Werthen » =0, 1,2 ent- 
sprechenden Reihen diese sein: 


—1 0 1 
0’ 1? 0 (n= 0), 
—1i1 -—1 041 1 
3) eaprre cine. 
Se nese 
S* ft "— 2 “Se SF oh ae ee oe (n = 2) 
g 2. 


Eigenschaften der Farey’schen Reihen. 


Die Fundamentalaufgabe hat uns zu den Farey’schen Reihen ge- 
fiihrt, die wir zunichst einer naheren Untersuchung unterziehen wollen, 
Ist ~ eine positive ganze Zahl, so wird . der grésste, L der kleinste 


Bruch sein, der mit den Zahlen 1, 2,...m gebildet werden kann. 


Daraus geht hervor, dass der Anfang der n'*" Farey’schen Reihe von 
den Briichen 


a 
0’ i? 
das Ende von den Briichen 
” 1 
1’ 0 
gebildet wird und dass in der Mitte die Briiche 
—1 0 1 
n’? wn 


stehen. Dasselbe gilt offenbar auch noch im Falle n=O; d. h. ftir 
die nullte Farey’sche Reihe. 


Dies vorausgeschickt beweisen wir zunachst den 
Ys r s . * ° 5 
Satz 1: Sind — und = ewei aufeinanderfolgende Glieder einer 


Farey'schen Reihe, so haben r und s nicht entgegengesetztes Vorzeichen 
und es ist 


(4) us —vr=—l1, 
oder (was dasselbe ist) 

, 8 r 1 
(4) o uw wo 


Da dieser Satz offenbar fiir die nullte Farey’sche Reihe gilt, so genitigt 
es zu zeigen, dass der Satz fiir die (m + 1)** Farey’sche Reihe gilt, 
wenn wir annehmen, dass derselbe fiir die n'* Farey’sche Reihe schon 
bewiesen sei. 

Um dieses zu zeigen, untersuchen wir, in welcher Weise sich 


27* 
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die in der (wm + 1)" Farey’schen Reihe neu auftretenden Briiche in 
die n‘* Farey’sche Reihe einordnen. Es sei - ein solcher Bruch der 
(m + 1)* Farey’schen Reihe und -. 4, die aufeinanderfolgenden 
Briiche der n‘ Farey’schen Reihe, zwischen welchen = liegt. Da 
< << <5 ist, so sind 

(5) ru’ —ur'=A und —rv’+us'’ =u 

positive ganze Zahlen. Da nun nach Voraussetzung u's’ — v'r' = 1 
ist, so folgt aus (5): alll eae 
(6) \. = bi do’. 

Nehmen wir umgekehrt fiir w und 4 irgend zwei positive ganze 
Zahlen an, so wird der nach den /Formeln (6) berechnete Bruch = 
zwischen f, und 5 liegen. Wenn nun zunichst r’, s’, wu’, v’ simmtlich 
von Null verschieden sind, so wird die Ordnungszabl] der Farey’schen 
Reihe, welcher dieser Bruch = angehért, mit w und A wachsen, da 
mit diesen Zahlen zugleich die Zahlen r und « anwachsen. Da aber 
“ der nachst héheren, nimlich der (m -+ 1) Farey’schen Reihe an- 


gehéren soll, so miissen w und 4 die kleinst-méglichen Werthe haben, 


d.h. es muss #=A=1 sein. Die Gleichungen (5) und (6) lauten 
also 


(5’) ru’ —ur'=1, —ro’'+us' =—1 
beziiglich 

; r<r-+ s’, 
(6) ‘ =u’ +uv. 


Wenn zweitens eine der Zahlen +’, s’, wu’, v’ gleich Null ist, so 
sind folgende vier Fille méglich: 


r $s pele =e 9 ‘ LA 
ers ery 8 ee 


3) 


Nach dem, was wir zu Anfang dieses Paragraphen bemerkt haben, 
ist in jedem dieser Fille ebenfalls w = 4— 1 und folglich gelten die 
Gleichungen (5°) und (6’) allgemein. Aus dieser Ueberlegung geht 
zunichst der folgende Satz hervor: 

Satz 2. Man erhilt die (n + 1)* Farey’sche Reihe aus der n', 


‘ s : ‘ a , " eS 
indem man zwischen je zwei aufeinander folgende Briiche a? yp? oer 
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leteteren den Bruch — + . einschaltet, von diesen eingeschalteten Briichen 
jedoch nur diejenigen beibehdlt, deren Ziihler und Nenner (absolut ge- 
nommen) die Zahl n -+- 1 nicht tiberschreiten. 

Thatsichlich wird der Nenner oder der (eventuell negativ ge- 
nommene) Zihler jedes neu aufzunehmenden Bruches gleich n-+-1 sein, 
da der Bruch schon in der »' Farey’schen Reihe vorkommen wiirde, 
wenn sowohl Nenner wie Ziihler kleiner als » + 1 wiren. Der Satz 2 
in Verbindung mit den Formeln (5’) und (6’) zeigt nun, dass sich in 


der That die im Satze 1 behaupteten Eigenschaften der Farey’schen 
Reihe von der n'e" auf die (m + 1)** tibertragen. 


In Folge dieser Eigenschaften kénnen die Farey’schen Reihen zur 
Lésung der linearen diophantischen Gleichungen dienen. In der That, 


sei : eine beliebige endliche rationale Zahl und die n'e Farey’sche Reihe 
die erste, in welcher der Bruch z auftritt. Sind dann : und % die 


* os ; . r . . 7" 
beiden Briiche der Reihe, welche = einschliessen, so erfiillen 2, 4 
und 2’, y’ bez. die Gleichungen 


ry—ur=— 1, 
(%) leg sed 3 
Zugleich ist 
(8) eta’=u, yty—r, 
ausgenommen den einen Fall, wo = . also n = 0) ist, in welchem 


1 
die Gleichungen (8) nicht mehr gelten. 


Der Satz 1 gestattet eine bemerkenswerthe Umkehrung, nimlich: 
Es seien “, = irgend zwei endliche Briiche, welche der Bedingung 
ue Uv 
(9) us—vur=1 
geniigen; ferner sei die me Farey’sche Reihe die erste, in welcher 
beide Briiche vorkommen, also » die grésste der Zahlen w, v, |r|, |s|. 
Dann sind “ a. : nothwendig aujfeinanderfolgende Glieder dieser Reihe. 


Die Richtigkeit dieser Behauptung leuchtet unmittelbar ein, wenn 


einer der beiden Briiche =) = gleich Null ist. Denn man hat dann 
r 0 8s 1 r —1 8 0 . P ° 
entweder © 7, 55 oder C= 5ST Die Briiche sind also 


aufeinanderfolgende Glieder der v'" bez. u'e" Farey’schen Reihe. Wenn 
aber weder = noch : gleich Null ist, so sind die vier Zahlen 7, s, u,v 


simmtlich von Null verschieden und zufolge der Gleichung (9) haben 
r und s nicht entgegengesetztes Vorzeichen. Ferner kann jeder zwischen 
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r 


“ und = liegende Bruch in die Form ete 
u v 


wutiv 

und 4 positive ganze Zahlen bedeuten. Da aber der Zahler oder der 

Nenner jedes Bruches ctl, ta grésser ist als m, so wird jeder zwischen 
wu-+iv 

~ 


s . . . . « 
;, und — liegende Bruch einer Farey’schen Reihe von héherer als der 





gesetzt werden, wo u 


n” Ordnung angehéren. Mit anderen Worten: in der Reihe n'* Ord- 


P r 8 . os ° 
nung sind =, > aufeinanderfolgende Briiche. Man kann diesem Satze 
eine Fassung geben, in welcher er auch noch fiir den Fall, dass einer 


der Briiche <, - unendlich ist, giiltig bleibt. Ist einer der Briiche 


: r 1 : s . eo. 
unendlich, etwa == + 0o= #2, so ist der andere > eine positive 


. 8s n 
oder negative ganze Zahl, etwa - = zs - Wenn man nun + oo und 


—oo nicht als verschieden ansieht, so bilden auch jetzt wieder die 
Zahlen =, : nebeneinanderstehende Glieder der n‘e* Farey’schen Reihe, 


° . Fes - -— 2 : . 
da man die Vorzeichen der Zihler von ~, = in Uebereinstimmung 
bringen kann. 


Wir haben daher folgenden allgemeingiiltigen Satz: 

Satz 3. Ist die aus den Zihlern und Nennern der rationalen 
Zahlen 9 = -, 6 =< gebildete Determinante us —vr gleich +-1, 
so stehen die Zahlen @ und 6 in der ersten Farey’schen Reihe, in 
welcher sie beide vorkommen, neben einander. 

Wenn & irgend ein Glied der m'* Farey’schen Reihe bezeichnet, 
so leuchtet ein, dass — — und ; ebenfalls Glieder der n'e* Farey’schen 
Reihe sind. Wir dricken diese Thatsache kiirzer aus, indem wir sagen: 

»Durch die Transformationen §' = —& und =: geht jede 
Farey sche Reihe in sich tiber.“ 


Es ist klar, dass bei diesen Transformationen nebeneinander stehende 
Briiche wieder in nebeneinander stehende tibergehen. Zur Aufstellung 
der Farey’schen Reihen braucht man hiernach nur diejenigen Briiche 
anzuordnen, die zwischen 0 und 1 liegen, also die positiven echten 
Briiche*); fiigt man diesen jedesmal die Reihe ihrer reciproken Werthe 


*) Bringt man auf einem Maassstab von der Linge 1 die Theilpunkte an, 
die den Zahlen einer Farey’schen Reihe entsprechen, so kann man mit Hiilfe 
desselben fiir jede zu messende Grisse unmittelbar die besten Anniiherungen 
durch rationale Zahlen bestimmen. Indem man die zu messende Linge nicht 
an den Nullpunkt, sondern an einen geeignet gewihlten Theilpunkt des Maass- 
stabes anlegt, kann man, bei verhiiltnissmissig geringer Zahl von Theilungen 
des Maassstabes, eine erhebliche Genauigkeit erreichen. 

















Annaherung von Zahlen durch rationale Briiche. 423 


und sodann allen nunmehr erhalténen ihre negativen Werthe hinzu, 
so wird man die ganze Farey’sche Reihe vor sich haben. So bilden 
wir z. B. die dritte Farey’sche Reihe, indem wir die echten positiven 
Briiche 

2 


0 
ry 2 3 


role 


i 1 

3? 1 

aufstellen, sodann die reciproken Werthe anreihen, wodurch wir die 
Reihe 

3 


0 2 
1? > 99 7 


ol-= 


3 
1? 


—i 


? 


wl 


tole 


cole 


? ? 


erhalten, und nun dieser schliesslich (nach links) die entsprechenden 
negativen Werthe zufiigen, wodurch die vollstindige dritte Farey’sche 
Reihe 
—1 —3 —2 ~—3 —1 —2 —1 —1 0 1 
2 ee) 2 2 eee 2 


le 
~ 

wine 

=i 


entstelt. 


Die Naherungsbriiche einer gegebenen Grosse. 


Wir betrachten jetzt, indem wir uns unserem Ausgangspunkte 
wieder zuwenden, irgend eine Grésse x. Haben wir die n'* Farey’sche 


Reihe aufgestellt, so wird x zwischen zwei aufeinanderfolgende Glieder 


= und = der Reihe fallen. Die beiden Briiche = und - wollen wir 


die Néherungsbriiche n' Ordnung der Grésse x nennen. 

Wir haben dabei vorausgesetzt, dass « nicht selber ein Glied der 
ne” Farey’schen Reihe ist, eine Voraussetzung, an welcher wir in der 
Folge festhalten wollen. Die Voraussetzung ist fiir alle Werthe von 
n erfiillt, sobald x irrational ist. 


. r 8 
Aus den Ungleichungen =< % <= geht hervor, dass 


r 8 q 1 
ed ——_— ss 

uo u vu’ 
8 8 r 1 
-— TZ -——_— - 
v <5 u vu 


ist. Der Grad der Anniherung der Zahlen * und : an die Grosse x 
wird also durch den reciproken Werth des Productes v . wu der Nenner 
gemessen. 

Wir wollen nun zeigen, wie man die Naherungsbriiche der Grosse x 
successive aufstellen kann, ohne die ganzen Farey’schen Reihen bilden 


P ; r Ow ee : 
zu miissen. Seien > und — die Niherungsbriiche m'* Ordnung der 
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Grésse x Wir wissen dann, dass in der ersten auf die n'* folgenden 


Farey’schen Reihe, in welcher : und 2 nicht mehr aufeinanderfolgende 





Glieder sind, der Bruch r+% owischen * und = tritt. 
u+v u v 


hervor, dass das auf das Paar =, : folgende Paar von Niaherungs- 
briichen entweder aus den Briichen 


Daraus geht 








r r+s —" r+s }; 

{ und wpe Wenn namlich x unter re liegt, 
oder aus den Briichen 

TS und £, wenn nimlich x tiber “+ * liegt 

u-+v v? u-+o 8 


besteht. Hiernach leuchtet ein, wie man die verschiedenen Paare von 
Niaherungsbriichen der Grésse x, ausgehend von dem ersten Paare, 
leicht bilden kann. Das erste Paar selber ist aus der Farey’schen 


Reihe — Ordnung zu entnehmen und besteht also aus den Briichen 
0 a “ —1 0 
7 und wenn & positiv ist, aus den Briichen > und 5, wenn & 


negativ ist. Beispielsweiseerhalt man so fiir die Zahl «= 2 der 
Reihe nach die folgenden Paare von Niherungsbriichen: 


Dos G ds Ds. G 9s <n i G as G 7 


oh F (= 17 
a 12 7’ 12 


Fiir die Naherungsbriiche einer Grésse x gelten die nachstehenden 
Siatze : 


Satz 4. Sind =, : zwei endliche, der Bedingung us — vr = 1 


geniigende Briiche, zwischen welchen die Grosse x liegt, so bilden diese 
Briiche ein Paar von Né&herungsbriichen der Grésse x. 


Denn die Briiche 7, = sind, wie wir oben (§ 2) gesehen haben, 
wu’? v . 
zwei aufeinanderfolgende Glieder einer Farey'schen Reihe. 


Satz 5, Ist : ein reducirter endlicher Bruch, und 
t— | <s 
so ist < ein Niherungsbruch der Grosse x. 
Zum Beweise repent wir die erste Farey’sche Reihe, in welcher 


der Bruch . auftritt. Sind = -_ ~ die Briiche, zwischen welchen - in 


dieser Reihe liegt, so ist (nach Satz 2 und Satz 1) 


, . £ r’ 1 1 3" 
uw=eutv, -—s—]——25 - 
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Der absolute Werth von x — : (der nach Voraussetzung kleiner 
als 1, ist) ist folglich kleiner als “—", und *,—!. 
U uU u v u 


‘ r’ > 
Daher muss 2 entweder zwischen = und oder zwischen 


ai 


~ und ‘ liegen, woraus die Behauptung folgt. 
Wenn “ = (0 = : ist, so gilt die Gleichung «= wu’ + v' nicht 


mehr; die Richtigkeit der Behauptung leuchtet aber in diesem Falle 
unmittelbar ein. 


§ 4. 
Ueber die Aufliésung diophantischer Gleichungen zweiten Grades. 

Ehe wir die Theorie der Niherungsbriiche weiter entwickeln, 
wollen wir hier eine specielle Anwendung der bisher erhaltenen Resul- 
tate machen. Es‘ soll sich um die Auflésung der Gleichung 
(10) Av? + 2Buv + Cv? =m 
durch ganze Zahlen u,v, die relative Primzahlen sind, handeln. 

Die gegebenen ganzen Zahlen A, B,C, m sollen der Bedingung 
geniigen, dass 
(11) B?—AC=D 
positiv ist.*) Die Zahl m diirfen wir ohne Beschrinkung der All- 
gemeinheit als positiv voraussetzen, da wir, wenn m negativ ist, die 


Gleichung (10) mit — 1 wmoultipliciren kénnen. Die Wurzeln der 
Gleichung 
(12) Az?+2Be2+C=0 
bezeichnen wir mit 
—B ‘D —B-—VD 
(13) t, = — be » ae — ron : 


Unter uw, v eine Lésung der Gleichung (10) verstanden, wollen 
wir nun untersuchen, unter welcher Bedingung < ein Naherungsbruch 
einer der Wurzeln 2,, 2, ist. Wir betrachten zu dem Zwecke die 
erste Farey’sche Reihe, in welcher der Bruch = auftritt und bezeichnen 
mit ‘, einen der beiden Briiche der Reihe, zwischen denen ~ ein- 
geschlossen ist. 


Man hat dann 
(14) 


& 
vv” 


eis 


w’ 
_—-— Oo = 
v 


*) Die Voraussetzung, dass A,B, C,m ganze Zahlen seien, ist tibrigens, 
wie man leicht erkennt, fiir das Folgende nicht wesentlich, 
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, 


wo ¢=-+1 oder —1 ist, jenachdem “ der unter oder iiber “ 
? t) v 


‘ : oi ME ie ™ 
liegende Bruch ist. Nun ist = ein Naherungsbruch von «, oder z, 
stets und nur dann, wenn 


(15) iy = ETS 


bei geeigneter Wahl des Vorzeichens ¢’ zwischen ‘ und “, liegt. Man 


2 : u *° >: , ‘ 
erhilt aber alle zwischen > und — liegenden Zahlen, indem man in 


dem Bruche wits, die Grésse 4 alle positiven Werthe von 0 bis co 


durchlaufen lisst. Daher muss also der aus x = whhe, berechnete 
Werth von 4, d.i. 
(16) ec. A ‘eu’ 


vi— & 
positiv sein. Nun wird nach (14) und (15) 
a v' ns —eA 
2 v v(va—u) v(ve’ VD — (uA+vB))’ 
oder, indem man den Nenner rational macht, 


34:2 
v v((wA+ vB — - Dv’) 
Beriicksichtigt man noch, dass nach (10) 
wAtvBo=e"VAm+ Dv? (e” =+1), 
ist, so erhalt man leicht: 
(17) Afra oo ans Ee + se'vVD 


Ueber die beiden Vorzeichen ¢ und «’ kénnen wir noch verfiigen. 
Wir wahlen ¢ =e’ =e". Dann kommt 


Am 
18 a (ers 
(18) += = 


Ist nun m <2/D und zunichst A positiv, so wird die rechte 


Seite der vorstehenden Gleichung (18) grésser als 1 und, da . kleiner 


° . *,° . e, uw 
als 1 ist, 4 sicher positiv. Unter diesen Voraussetzungen ist also — 
ein Naherungsbruch einer der beiden Wurzeln 2,, x. Das Gleiche 


gilt offenbar unter der Annahme, dass (m < 2/D und) C positiv sei, 
da man A mit C und w mit v vertauschen kann, ohne die Gleichung 
(10) zu findern. Wir gelangen also zu folgendem Satz: 
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»lst m<2YD und wenigstens eine der beiden Zahlen A und C 
positiv, so wird jede Lisung u, v der Gleichwng (10) durch die Naherungs- 
briiche der Wurzeln x, und x, geliefert.“ 


Sind A und C negativ, so lisst sich Folgendes schliessen. Unter 
der Annahme, dass m << 2)/D sei, wird die rechte Seite der Gleichung 
(18) grésser als 1 und folglich 4 positiv, sobald 

a oe 
ist. Daher folgt: 

Ist m<2YD und sind beide Zahlen A und C negativ, so wird 
jede Lisung u,v der Gleichung (10), fiir die v die durch (19) gegebene 
Grense tiberschreitet, durch die Naherungsbriiche der Wurzeln x, und x, 
geliefert. 

Als ein besonderer Fall verdient der Satz Erwaihnung: 

,Die Lisungen der Gleichung 

u2— Dv? =m, 
wo m absolut genommen kleiner als 2V D ist, in positiven relativen 
Primzahlen u,v werden durch die Néherungsbriiche von YD geliefert.‘ 

Die hier entwickelten Sitze sind die Analoga zu bekannten Satzen 
aus der Theorie der Kettenbriiche.*) Wiahrend aber in den letzteren 
Siitzen die obere Grenze fiir m die Zahl /D ist, ist sie in unseren 


Siitzen gleich 2/D, und hierin liegt der Vorzug, den hei dieser 
Untersuchung unsere Theorie der Niherungsbriiche gegentiber den 
Kettenbriichen besitzt. 


§ 5. 
Weitere Untersuchung der Naherungsbriiche einer Grésse x. 


Wir wollen die Paare von Naherungsbriichen einer Grésse x der 
Reihe nach mit 
(20) (6°, 0°); (4 0')5 «-- EM, 0); «-. 
bezeichnen. Jedes Paar wird mit dem vorstehenden einen Bruch ge- 
meinsam haben. Denn allgemein besteht das auf 
pay. re: 
gf, os 


folgende Paar aus einem der beiden Briiche §@), y) in Verbindung 


mit dem neuen Bruche '*%. Hieraus folgt, dass wir schon alle 


U+Yv 


*) Vgl. zB. Serret, Cours d’algébre supérieure (Paris, 1877, Bd. I, 
pag. 80 ff.). 
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Naherungsbriiche erhalten, wenn wir nicht die Paare, sondern von 
jedem Paare nur den neu hinzutretenden, in dem voraufgehenden 
Paare nicht vorkommenden Bruch aufschreiben. Dies wollen wir uns 
ausgefiihrt denken, dabei aber jeden Bruch mit dem Index + oder — 
versehen, je nachdem der Bruch grésser oder kleiner als die Grosse x 
ist. Zum Beispiel wird so fiir «—/j/2 an Stelle der in § 3 an- 
gegebenen Paare die folgende Reihe der Niaherungsbriiche treten: 


OQ, @ @ Op O» @ O @, 


17 24 41 58 99 
Fs +4 > (5 x, GD. & 2 
Allgemein wird an Stelle der Paare (20) die einfache Reihe der 
Niherungsbriiche von z: 


(21) 9, 9, , ... ,... 


treten, wobei &, €,, &,..- &,... eimen der Indices +, — be- 
deuten. Jenachdem z positiv oder negativ ist, beginnt die Reihe (21) 


mit den Briichen 
w=), w=), 


oder mit den Briichen 


- {—1 0 
e=(S), 2-0, 

Die Reihe der Vorzeichen 
(22) ee eee eee 
moége die Charakteristik der Grisse x heissen.*) 

Aus der Bildungsweise der Reihe (21) geht hervor, dass jeder 
Naherungsbruch mit dem unmittelbar vorhergehenden von entgegen- 
gesetztem Index ein Paar bildet, so dass man von der Reihe (21) leicht 
wieder zu der Reihe (20) zuriickkehren kann. Wollen wir niamlich 
das Paar (&@-"), 7-1) der Reihe (20) finden, so nehmen wir das 
Glied ay der Reihe (21) und gehen in der Charakteristik (22) von 
é, riickwirts, bis wir in der Folge e_1, é&-2.... auf ein ¢, kommen, 
das gleich — e, ist. Dann werden die Briiche sy und Y das ge- 
suchte Paar bilden. Ist die Reihe (21) bis zu einem gewissen Gliede, 
etwa bis ny inclusive bekannt, so ist es leicht, den Bruch anzugeben, 


der in der Reihe auf 0 folgt. Offenbar entsteht derselbe, wenn man 

die Zahler und die Nenner der Briiche e und ¢) addirt. Daraus 
(o 

*) Die Bezeichnung lehnt sich an eine von Herrn Christoffel (Lehrsitze 


iiber arithmetische Eigenschaften der Irrationalzahlen, Annali di Matematica, 
2. Serie, Bd. XV) eingefiihrte an. 














- Q2Qee i 
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geht weiter hervor, dass die Reihe (21) schon vollstindig durch die 
Charakteristik (22) bestimmt ist. Beispielsweise lesen wir aus der 
Charakteristik 7 


Ts “ss He Hi > my my ee +, +; Saat les 

die Reihe der Niherungsbriiche 

1014128 4 7 10 13 16 

0? 1? 1? 2? 8° 6? 7? 9” 16’ 23? 30° 37° 
ab. Durch die Charakteristik ist also auch die Grésse z als Grenze 
der Niherungsbriiche bestimmt. Man erkennt sofort, dass jeder 
Irrationalzahl x eine unendliche Charakteristik entspricht, bei welcher 
unendlich oft sowohl der Index + wie der Index — vorkommt und 
dass umgekehrt jeder solchen beliebig gewahlten unendlichen Charakte- 
ristik eine Irrationalzahl x entspricht. 


Die Charakteristik kann in einer itibersichtlichen Weise angegeben 
werden, indem man 


é=+, 7=— 
setzt und die Aufeinanderfolge von einer bestimmten Anzahl von +- 
resp. — durch die entsprechende Potenz von « resp. » andeutet. Es 
wird dann allgemein die Charakteristik von x die Form 
enh eh yh... 
respective 
neh yh sh... 


haben, je nachdem z positiv oder negativ ist. Die Exponenten k, , k,, k,,... 
sind positive ganze Zahlen. 


§ 6. 
Die natiirliche Kettenbruchentwicklung. 

Um die Bedeutung der Exponenten k,, k,, k,,... in der Charakte- 
ristik zu erkennen, betrachten wir die Reihe der Naherungsbriiche 
von 2, wobei wir zuniichst den Fall, wo 2 positiv ist, ins Auge fassen 
wollen. Es seien 
9s (0) 1 (1) (2) (&,) (ky+-1) (ky-+K) (Ay-AAe+1) 

(23) c. =(;), an ees »& roa »o, yee 


glrticths) 
sty Sy yee 


die Naherungsbriiche von x. Die Briiche 
(0) opty __ prt) Pa plhvtheths) 3, 
(24) * — %,’ i ~ 3 ~ - Us? ? 
bei welchen die Indices wechseln, mégen die Hauptbriiche heissen. 


Aus dem Bildungsgesetz der Reihe (23) gehen dann folgende Glei- 
chungen hervor: 
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(0) fo os |, 
c. Up — 0? 
gt) = "; oo k, — 1 gett) aii " +, 
” hy ie e Uy + Uy” 
y " — : sii, tie . 
rae +h) _—. 2 kegt + To garter) ee +r 
om Ug Keg ty + Uy? Uy + Uy’ 
gibi) fs Kegt, + 11 ErtHethy Ht) +1, 
” Us Kigg + u,*’ Us + Uy’ 


etc. ete. 
Wir bringen nun zum Ausdruck, dass x zwischen den folgenden 
Zahlenpaaren liegt: 
<(0 {%,) , (k,) (k,+-1) , (k) (Ky-R Re) , (+k) (k,-++-%_-+1) - 
e und .) % mao. S<c.hChml[!Thc Che o : 


(ky-+h,) (y-bhy bs) , 
- und ited 


Zu dem Zwecke setzen wir: 

(25) cant oat yp net yp tbh. 
; Uy 2, + Uy x; , Ug%, + Uy” Ug Xs + Uy’ 

Dann driickt sich die erwihnte Thatsache dadurch aus, dass 2, , 2%, %,.:. 

simmtlich positive Gréssen und zwar groésser als | sind. Nun besteht 

zwischen zwei aufeinanderfolgenden Gréssen 2, und 2,4; die Beziehung: 


Tat ti Me Map (Fag Meat) Mi t% 


0, + uM, Uy4y U4, Uy (ha 41% + U1) Mp4 + MY 
1 

2 (Fa + — ) + 7 

a(! Hit re Leal 


ee : a 
Uy (Fes + x; ) + Uy_4 


+1 


und folglich 


1 
tet a. 


Es besteht also die Gleichungskette: 


2¢ . 1 1 1 
(26) —=(4,—-I +2, % =k, + =, Wy == hy oy 
und daher ist 
27 = ._—_ i 
( ) x (k, 1) + ky +- E 
“vk 
ata 


Wir gelangen also zu folgendem Resultate: 
Ist x eine positive Grisse und 
egh sh yh eh... (e+, 9 = —) 
thre Charakteristik, so besteht die Gleichwngskette (26), in welcher 





ht 


cher 





sai? 
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Ly) Ly, Xq,... Sammtlich grdsser als 1 sind. Die Hauptbriiche in der 
Reihe (25) der Niéherungsbriiche von x sind nichts Anderes, wie die 
successiven Niherungsbriiche der aus (26) folgenden natiirlichen Ketten- 
bruchentwicklung (27) der Grosse x. 

Wir betrachten nun zweitens den Fall, wo x eine negative Grosse 
ist. Sei dann ‘ 

, ne yb gh yf , 

die Charakteristik , und 
(28) Cs) C. O- Oe, 


& 


(ki--ke+1) (k++ k's) 
¢" sale a 


die Reihe der Niaherungsbriiche von x. Wir heben aus dieser Reihe 
wieder die ,, Hauptbriiche‘* heraus, setzen jedoch an Stelle des ersten 
. den Bruch ged’ so dass wir die Reihe 


‘ (eH) fo pt ts a +1 
— eee: fae 


grt) a a 
Up 2°? Uy ” 


? Up? 
girth) ts, 
8 Us’ 


erhalten. Aus dem Bildungsgesetz der Niherungsbriiche (28) geht 
nun hervor, dass 


t — (e—t)ntr % _ KMattis 


a &obate’ & “ka ta, OF F>® 





ist. Setzen wir daher: 


(30) pe MM ee Me tt, 


hy + up Ugg thy Ughs + Uy oe 


so werden %,, 2, %,... positive Gréssen, die von der zweiten ab 
sicher grésser als 1 sind. Zwischen diesen Gréssen bestehen nun 
wieder die Gleichungen : 


(31) iti are m%—=(h—-I+5, mM=bto,+-- 
1 — 3 
x 


Ist nun k, > 1, so folgt hieraus die Entwicklung 


(32) a=—h+r4 1 eae 
(keg — + 


e x? 


und die Reihe der Hauptbriiche (29) stimmt mit den successiven 
Niherungsbriichen des Kettenbruches (32) tiberein. 
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Ist dagegen k, — 1, so folgt 


(33) gam —ky +o 
i dead. 


eg 


x? 

und die Reihe der Hauptbriiche (29) stimmt, wenn man die ersten 
beiden fortlisst, mit den successiven Niiherungsbriichen des Ketten- 
bruches (33) iiberein. Es gilt also der Satz: 

Ist x eine negative Grosse und 
neh ye sh ye... 

die Charakteristik von x, so besteht die Gleichungskette (31), in welcher 
XZ, positiv, L%,%,,... séimmtlich grdsser als 1 sind. Aus dieser Glei- 
chungskette folgt die natiirliche Kettenbruchentwicklung (32) oder (33) 
von «x, je nachdem k, > 1 oder k,—1 ist. Im ersten Falle stimmen 
die Hauptbriiche (29) direct, im zweiten Falle nach Fortlassung der 


beiden ersten Briiche mit den successiven Nédherungsbriichen der Ketten- 
bruchentwicklung von x tiberein. 


§ 7, 
Lineare Transformation. 


Es seien x und 2, zwei fiquivalente Gréssen, d. h. zwei Grdéssen, 
zwischen denen eine Gleichung der Gestalt 





(34) m= SET h = S(2) 
besteht, wo a, B, y, 0 irgend vier ganze Zahlen der Determinante 
(35) ad — py =1 


bezeichnen. Die Reihen der Niaherungsbriiche von x und z, stehen 
dann in einer einfachen Beziehung zu einander, die wir jetzt ent- 
wickeln wollen. Zu dem Ende schicken wir einige leicht zu beweisende 
Hiilfssaitze voraus. 


1) Wichst die Verinderliche w stetig von § bis 7 > &, so wiichst 
S(w) stetig von S(é) bis S(m) > S(§), vorausgesetzt, dass S(w) in 
dem Intervalle w= & bis » endlich bleibt, d. h. dass —? nicht 
zwischen & und 7 liegt. 

2) Sind 9 = =, 6 = = zwei rationale Zahlen, welche der Be- 


dingung geniigen, dass die aus ihren Zahlern und Nennern gebildete 
Determinante (ws—vr) gleich 1 ist, so geniigen,die Zahlen S(g@) und 
S(¢) derselben Bedingung. Ist ferner der Bruch t durch Addition 


der Ziahler und Nenner aus @ und ¢ abgeleitet (x = +), so entsteht 





a) 


Ss ee = | 


a. 
le 


in 


at 


te 
id 


ht 
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der Bruch S(r) in der gleichen Weise aus den Briichen S(g) und S(r). 
Die Richtigkeit dieser Behauptungen geht unmittelbar aus den Werthen 
ar u as v a(r-+s w+ v) 
Se) Fp aw SO eae 5 — Tet y pews) BOF 
Sei nun (§, 7) irgend ein Paar von Naherungsbriichen der Grosse 
“, ferner (§’, 7’) das darauf folgende Paar. Wenn dann —* nicht 
zwischen € und y (und also a fortiori auch nicht zwischen &’ und 77’) 
liegt, so folgt aus den Hiilfssiitzen in Verbindung mit dem Satze 4 
($ 3), dass S(§) und S(m) ein Paar von Niaherungsbriichen der Grésse 
x, bilden, und dass S(&*), S(m') das auf S(&), S(y) folgende Paar 
bilden. Es gilt also der Satz: 
Sind x und x, durch die Gleichung (34) verbunden und ist in der 
Rethe der zu x gehirenden Paare von Néherungsbriichen 


(5, 4)... (8,9), (847), (6, 9")... 
das Paar (&, ») das erste, welches = ausschliesst (so dass = nicht 


dem von &, » begrensten Intervalle angehdrt), so besteht die zu x, ge- 
hirende Reihe von Paaren, wenn man von dieser Reihe eine endliche 
Zahl von Anfangsgliedern fortldsst, aus den Paaren 


(S(é), S(m)), (S(é’), S(m’)), (s(é”), S(n")), coe 
Aus diesem Satze ergiebt sich fiir die einfachen Reihen der 
Naherungsbriiche von x und 2, der folgende Satz: 
Sind x und x, durch die Gleichung (34) verbunden, sind ferner 


oP, O, ....9 H, P, «2 


(0) (1) (“) ¢(u+1) 
“ee Pee ot gees 





bez. 


die Reihen der Naherungsbriiche von x bes. x,, so kann man die Indices 
A und w so bestimmen, dass 

GH) ae SEM), Get) ae SKA), ., Ket*) ae G (EAH), 
ast. 

Da der Bruch ¢\“*” kleiner oder grésser als x, ist, je nachdem 
€/+*) kleiner oder grésser als x ist, so erhalten diese beiden Briiche 
denselben Index, niimlich entweder beide den Index — oder beide den 
Index +. Die Charakteristik von 2,, von der (wu + 1) Stelle an 
genommen, ist also identisch mit der Charakteristik von 2, diese von 
der (A+ 1)" Stelle an genommen. Das heisst: 

Die Charakteristiken von zwei dquivalenten Grodssen unterscheiden 
sich nur in den Anfangsgliedern. 

Dieser Satz lasst sich umkehren, wie man auf Grund der Sitze 
des vorigen Paragraphen, aber auch direct wie folgt beweisen kann. 
Die Charakteristiken von x und x, mdgen sich nur in den Anfangs- 

Mathematische Annalen, XLIV. 28 
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gliedern unterscheiden. Wir betrachten dann den gemeinsamen Theil 
der beiden Charakteristiken von der ersten Stelle ab, an welcher ein 
Zeichenwechsel eintritt. Dieser Theil sei 


, ” w" 


x 
ad ie ee eer ee 


Den ersten beiden Stellen ¢, — ¢ mégen die Naherungsbriiche , - 


: * oe r 8 . 
von & und die Niherungsbriiche —*, — von «, entsprechen. Bezeichnen 
1 i 


dann € bez. €, die Niherungsbriiche von x bez. z,, welche der Stelle 
e entsprechen, so hat man nach dem Bildungsgesetz der Reihe der 
Niherungsbriiche 


mr + ns So MI, + NS, 
7 mu + ne? 1 muy + nv,’ 
wo m, ” positive ganze Zahlen bedeuten. Die Elimination dieser 
Zahlen m, » ergiebt eine Gleichung der Form 
t res «f+ 8 
1 e+e 


und da x die Grenze der Zahlen € und 2, die Grenze der Zahlen §, 
ist, so folgt 


(ad — By = 1), 


— +6 
a yx-+ od’ 
d. h. # und a, sind aquivalent. Wir kénnen also den Satz aussprechey : 
Die nothwendige und hinreichende Bedingung fiir die Aequivalenz 
zweier Grissen x und «x, ist die, dass ihre Charakteristiken sich nur in 
einer endlichen Anzahl von Anfangsgliedern unterscheiden. 
Sind # und 2, uneigentlich fiquivalent, d. h, besteht zwischen x 
und z, eine Relation der Gestalt 


an 2-£ 
To ye@ a? 
wo a, B, y irgend vier ganze Zahlen der Determinante 
ad — Bpy=—1 


bezeichnen, so sind — # und 2, eigentlich dquivalent. Beriicksichtigt 
man nun, dass die Naherungsbriiche und die Charakteristik von — x 
aus denen von & erhalten werden, indem man jeden Bruch resp. jedes 
Vorzeichen mit dem Factor — 1 multiplicirt, so erkennt man, dass 
fiir die uneigentliche Aequivalenz analoge Siize gelten, wie fiir die 
eigentliche. Diese Satze liest man unmittelbar aus den oben bewiesenen 
ab, so dass wir auf eine ausdriickliche Formulirung derselben ver- 
zichten kénnen. 








Nica LE 
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~ 8. 
Verallgemeinerungen. 


Die vorstehende Theorie der angeniherten Darstellung der Zahlen 
durch rationale Briiche, lisst sich nach mehreren Richtungen ver- 
allgemeinern, wie ich hier zum Schluss kurz andeuten will, indem ich 
mir vorbehalte, in einigen Arbeiten darauf zuriickzukommen, die sich 
an die vorliegende anschliessen sollen. 

Die eine Verallgemeinerung bezieht sich darauf, dass man an 
Stelle der (reellen) rationalen Zahlen die complexen rationalen Zahlen 


der Form ata (wo a, b, c, d reelle ganze Zahlen bedeuten) in Be- 


tracht zieht. An die Stelle der Fundamentalaufgabe tritt hier die 
Aufgabe, unter den complexen rationalen Zahlen, deren Zihler und 
Nenner absolut genommen eine gegebene positive ganze Zahl nicht 
iiberschreiten, diejenige zu bestimmen, welche einer gegebenen com- 
plexen Grésse am niichsten kommt. — Noch allgemeiner kann man 
die Annaherung der Gréssen durch Zahlen untersuchen, die in irgend 
einem endlichen Kérper rational sind. 

Eine andere Verallgemeinerung besteht darin, dass man _ nicht 
eine Grésse 2, sondern zwei Gréssen x und y betrachtet, die durch 
rationale Zahlen simultan angeniihert werden sollen. Des bequemeren 
Ausdrucks wegen deute ich « und y als rechtwinklige Coordinaten, 
so dass das Gréssenpaar 2, y durch einen Punkt in einer Ebene dar- 
gestellt wird. In dieser Ebene betrachte man diejenigen Punkte, deren 
beide Coordinaten rationale Zahlen sind. Die Coordinaten eines solchen 
Punktes lassen sich stets auf die Form = < bringen, wo 4, v, w ganze 
Zahlen ohne einen allen gemeinsamen Theiler sind. Diese Zahlen 
nenne ich die natiirlichen (homogenen) Coordinaten des betreffenden 
Punktes. Die natiirlichen Coordinaten u,v, w eines Punktes (mit 
rationalen Coordinaten) sind offenbar bis auf den Factor -- 1, mit dem 
man alle drei Coordinaten noch multipliciren kann, vollkommen be- 
stimmt. Zieht man nun das System aller Punkte in Betracht, deren 
natiirliche Coordinaten absolut genommen die positive ganze Zahl n 
nicht tibertreffen, so lisst sich zeigen, dass diese Punkte angesehen 
werden kénnen als die Ecken eines gewissen Dreiecksnetzes von der 
Kigenschaft, dass erstens die Ebene von dem Netze einfach bedeckt 
wird, dass zweitens die Determivante aus den natiirlichen Coordinaten 
der Ecken jedes Dreiecks des Netzes den Werth + 1 besitzt und dass 
drittens das zur Zahl »-+ 1 gehdrige Netz aus dem zur Zahl » ge- 
hérigen vermége Theilung einzelner Dreiecke durch geeignete Eck- 
transversalen entsteht. Das zur Zahl n gehdrige Netz nenne ich das 
n° Farey’sche Netz. 


28* 











436 A. Hurwirz. Anniherung von Zahlen durch rationale Briiche. 


Mit Hiilfe dieser Farey’schen Netze lisst sich nun ein Zahlenpaar 
(x,y) durch rationale Zahlen (¢, °) in folgender Weise annihern. 


Man sucht dasjenige Dreieck des n'* Netzes auf, in welchem der 
Punkt (az, y) liegt und notirt die Coordinaten 


(“, 2 af. 2) 
Wy (=, w, ws,’ =) 


der drei Ecken dieses Dreiecks. Indem man der Zahl m nach und nach 
alle ganzzahligen Werthe 1, 2,3,... beilegt, erhalt man eine unend- 
liche Reihe solcher Tripel von Zahlenpaaren. 

Die Zahlenpaare selber haben das Paar (x, y) zur Grenze, da die 
Dreiecke, in welchen der Punkt (x, y) liegt, mit wachsendem » immer 
kleiner und kleiner werden. Ebenso wie es zweckmiissig ist, bei der 
Aufgabe, eine Grosse durch rationale Zahlen anzunihern, die Farey’sche 
Reihe an die Stelle der Kettenbriiche zu setzen, so ist es angebracht, 
bei der entsprechenden Aufgabe, zwei Gréssen x und y simultan an- 
zunihern, die soeben skizzirte, auf die Farey’schen Netze gegriindete 
Methode an Stelle des Jacobi’schen Kettenbruch-Algorithmus zu Grunde 
zu legen. 

Es leuchtet unmittelbar ein, dass man auf ihnliche Weise die 
simultane Anniherung von drei oder mehr Gréssen durch rationale 
Briiche mit demselben Nenner begriinden kann. 


Ziirich, 29. November 1893. 
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Ueber angewandte Mathematik. 
Von 


C. Runes in Hannover. 


Ueberall, wo man mathematische Gleichungen anwendet, um wirk- 
liche Vorginge oder Zustinde darzustellen, scheint man mir still- 
schweigend eine Voraussetzung zu machen, Die mathematischen Formeln 
naimlich sind immer nur als eine schematische Darstellung aufzufassen, 
bei der als unwesentlich betrachtete Umstiinde vernachlissigt sind. 
Denn die Wirklichkeit selbst ist viel zu mannigfaltig, um mit Genauig- 
keit wieder gegeben zu werden. Auch wiirde eine genaue Darstellung 
in den meisten Fillen ihren Zweck verfehlen, weil mit der Beriick- 
sichtigung aller Einzelheiten die Uebersicht verloren gehen wiirde, die 
man gerade gewinnen will. Und man kann geradezu sagen, dass ab- 
sichtlich eine von der Wirklichkeit abweichende Darstellung gegeben 
wird, Stillschweigend nun setzt man voraus, dass, wenn eine wirk- 
liche Grésse nahezu einer Gleichung gentigt, auch eine Lésung der 
Gleichung nahezu mit der wirklichen Grésse iibereinstimmt. Die 
Richtigkeit dieser Voraussetzung versteht sich nicht von selbst. Ja 
ohne die richtige Einschriinkung ist sie gar nicht immer wahr. Aber 
selbst wenn sie selbstverstiindlich wire, so mitisste doch verlangt werden, 
zu bestimmen, wie gross bei einem gegebenen Fehler der Gleichung 
die Abweichung der wirklichen Grésse von der berechneten héchstens 
sein kann. Erst wenn hieriiber Rechenschaft abgelegt wird, ist die 
Aufgabe des Mathematikers erfiillt. Dann erst kénnen aus der Rech- 
nung bindende Schliisse fiir die Wirklichkeit gezogen werden, und 
dem Empiriker ist die Ausflucht abgeschnitten die gefundene Ab- 
weichung zwischen Beobachtung und Rechnung den vernachlassigten 
Umstiinden zur Last zu legen, ausser wenn die Abweichung innerhalb 
bestimmter zu berechnender Grenzen liegt. 

Fiir den Fall, dass die wirkliche Grésse eine Constante ist, die 
nahezu einer Gleichung geniigt, ist die Berechnung der Grenzen ein- 
fach. Sei x die wirkliche Grosse und sei 


f(x) =, 
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wo é eine absolut genommen kleine Grésse bedeutet. Wenn man nun 
die wirkliche Grésse in irgend welche endliche Grenzen einschliessen 
kann, was ju im Allgemeinen mdglich sein wird, und wenn man / (x) 
stetig voraussetzt, so wird man auch f(x) in endliche Grenzen A 
und B einschliessen kénnen. Die Aenderung von f(x), so lange « 
zwischen den angegebenen Grenzen bleibt, liegt dann zwischen 
A&« und BAgz, 
wenn man die Aenderung von « mit Az bezeichnet. Vorausgesetzt 


nun, dass A und B das gleiche Zeichen haben, und dass eine Wurzel 
x, der Gleichung 


f(z) = 9 
zwischen denselben Grenzen liegt, die fiir die wirkliche Grésse an- 
gegeben werden kénnen, so liegt offenbar f(x) — f(x,) zwischen 
A(x—z2,) und B(x—z,) und # — 2, liegt zwischen 
4 und 5 


Es ist indessen durchaus nicht gesagt, dass sich ein solcher Werth von 
x, findet. 
Es habe z. B. die Curve y = f(x) die Gestalt: 


wo ein Minimum der Curve sehr nahe iiber der 2 Axe liegt. Wenn 
nun der wirkliche Werth gleich oder sehr nahe gleich der Abscisse 
des Minimums ist, so kavn f(z) sehr klein und dennoch die Wurzel 
der Gleichung f(x) = 0 sehr weit entfernt sein, vorausgesetzt dass es 
sich nur um reelle Gréssen handelt. 

Etwas weniger einfach ist die Frage, wenn z nicht eine Constante 
sondern eine Function ist, fiir die eine Differentialgleichung nahezu 
erfiillt sein soll. Unter welchen Bedingungen kann man auch da eine 
Grenze angeben fiir die Abweichung zwischen der wirklichen Function 
und der genauen Lésung der Gleichung? Die Erérterung dieser Frage 
bildet den eigentlichen Gegenstand der vorliegenden Abhandlung. 

Ich beschrinke mich zuniichst auf die Erérterung von Differential- 
gleichungen erster Ordnung. Es soll w eine Function von ¢ sein, die 
einen Differentialquotienten besitzt, der der Differentialgleichung 


oe = f(a, t) 
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in einem gewissen endlichen Bereich der reellen Verinderlichen « und ¢ 
nahezu geniigt. Es ist zu berechnen, um wie viel alsdann die Function 
von einer Lésung der Differentialgleichung abweichen kann, die fiir 
irgend einen Anfangswerth ¢, nahezu mit der Function tibereinstimmt. 

Nach dem Cauchy’schen Verfahren (es ist tibrigens schon in Eulers 
Integralrechnung uur ohne Beweis der Convergenz auseinandergesetzt) 
kann man bekanntlich die Gleichung 


ax 


in abnlicher Weise lésen, wie man ein Integral berechnet. Man theilt 
das Intervall ¢, bis ¢ in eine Anzahl Theile ¢, bis ¢,, ¢, bis t,,..., tn 
bis ¢ und bildet die Kette: 


Ly — Ly = f (XT) (t, — by), 
@, — &, = f(x, t) ,—4,), 


L — Ln = f(Hntn) (t — ta). 
Dann ist 


L= Ly +> (ar tr) (troi—t-) (ta41 statt ¢ geschrieben) . 


Macht man nun die Intervalle kleiner und zahlreicher, wihrend man 
%), ty und ¢ festhalt, so nahert sich 


ty +>) f (rts) (1 — te), 


wie Cauchy gezeigt hat, einer festen Grenze vorausgesetzt, dass 
f(a t)- F(a?) 

e—Zx 
endlichen Grenzen liegt, und dass f(a ¢) stetig ist. Dieser Grenz- 
werth von 


fiir alle Werthe z, x’, ¢ des betrachteten Bereiches zwischen 


tty +>) f(arte) (tesa — tr) 
bildet als Function von ¢ betrachtet die Lésung der Differentialgleichung 


i — fet). 
Ks sei mir erlaubt diesen Beweis in einer von der Cauchy’schen etwas 
abweichenden Form hier zu wiederholen. 

Es werde 2, in 2, + 0, verwandelt, dadurch dass man mit den 
vorhergehenden Intervallen oder mit 2) irgend welche Aenderungen 
vornimmt. Dann werden in der Kette von Gleichungen auch 2,41, 
Drie, +++, Xn, verindert. Die neuen Werthe mégen mit 241+ d,41, 
Loe + Onig,..+) ta + Ox, +0 oder auch mit 41, Hye, ..-) Un, @ 
bezeichnet werden und ebenso soll auch fiir 2, + 0, die Bezeichnung 
“, zulissig sein. 
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Es ist nun 


Lit SHMpy1— a, +4,41—0, =f (a; t,) (t41—2,), 
Tg — Lp = Lrpe — Ltr Onps— Opi = f (M41 br41) (to-2—trqa), 


a oie =—=“£ —Z, +8 — é, =f (a te)(t — t). 


Ersetzt man in diesen Gleichungen 24; — vq durch f(%etz) (ter1—te) 
so kann man schreiben: 


Or41—9, =[f(trtr) —f(%rtr)) (bu1—t), 
Dr42 — Ort = (fF (@r4s tren) — F(@rts bys) (O42 — bop), 





6 —6, =[f(tat.) —f(antn)] (t—t,), ; 
oder auch 
f(x x, t,. ' 
0,41 = [1 + (* a aad x , ) (tras “—_ t)| d,., 


b42—=|1 4 He, 1 tga) —F(@ npr | tra) 


- ae 42 — trys) | 8 rh) 





_ —(14+% a = Het ty) | dy. 


Daraus folgt, dass, wenn 
f(a’ t) — f (et) 
«—2 


fiir alle in Betracht kommenden Werthe von x2't dem absoluten Betrage 
nach kleiner ist als C, 


\Or4i| << (1 + Clt4i—+t,|) |0-|, 
\On42| < (1 + Cltre —tryil) O41], 


ld} <U+C\é — tr|) |9, 
und mithin 
18| < J [04+ C itera —taI) |81. 
Hieraus aber folgt 
l}d| << C\t — t,| + 1\0,| 


oder 
t 


|| < |d,| * iting D 


Wenn zwischen ¢ und ¢, eine Anzahl Theilpunkte fo: tg: .. . to, ein- 
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geschoben werden, so treten in der Kette von Gleichungen an Stelle 
der ersten Gleichung die r Gleichungen auf: 


%1 — X% == f (Xo ty) (tor — 4) 
2 — Lo, =F (ob) Coo — bos), 


Lr — Lr = f (%o, r~1to,r—1) (toy — to, r—1) 
und die niachste Gleichung wird 


%, wwe Lor = f (or bor) (t, oa tor). 
Das so berechnete 2,’ ist natiirlich nicht mit dem friiher gefundenen 


x, identisch, was durch den Strich angedeutet ist. Der Unterschied 
x, — x, ist gleich 


> faa toa) (to, «1 _ toa) = f (oto) (t, ai ty) 


oder, was dasselbe -ist: 


> [f(a toa) — f(t) (to,a41 — toe). 


Bezeichnet man mit ¢, die grésste Werthschwankung von f(x?) fiir 
die hier in Betracht kommenden Werthe von x und ¢, so ist also 
|a,° — %| < &,|t,—b]. 

Wird f(x¢t) fiir den ganzen Bereich der Werthe von x und ¢ als stetig 
vorausgesetzt, so wird die grésste Werthschwankung in einem hin- 
reichend kleinen Gebiete beliebig klein, Das Gebiet aber, das fiir «, 
in Betracht kommt, ist fiir hinreichend kleine Werthe von ¢, — t, 
beliebig klein, da die Differenz zwischen 2, und den in Betracht 
kommenden Werthen von @ in Folge ihrer Definition durch die Kette 
von Gleichungen kleiner als M|¢, — ¢,| sein muss, wenn |f(xt)| << M 
ist. Bezeichnet man 2,’ — xz, mit 6,, so ist nun, wie oben gezeigt 
ist, die Aenderung von w, die durch die Kinschiebung der neuen 
Theilpunkte im ersten Intervall bewirkt wird, kleiner als 

Jalen < alte”. 
Werden in gleicher Weise in allen iibrigen Intervallen Theilpunkte 
eingeschoben, so wird offenbar die Gesammtiinderung von 2 nicht 
grosser sein als 


C\t—t,| 


C|\t—ta| C \t—t, 
8, |y—hle + a |h—tle ++ tb elite, 


Bezeichnet t das grésste der Intervalle ¢; — ¢,, t,-—t,.--.,t— tn 
und bezeichnet ¢ die grésste Werthschwankung in einem Gebiet 4, ¢, 
dessen Werthe von ¢ nicht mehr als t und dessen Werthe von « nicht 


mehr als Mr von einander abweichen, so muss jene Summe kleiner 
sein als 
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Es wird aber « bei der vorausgesetzten Stetigkeit von f(xt) mit rt 
beliebig klein. Also kann der berechnete Werth von x, wenn die 
Intervalle schon hinreichend klein sind, durch eine weitere Eintheilung 
der Intervalle nur beliebig wenig geindert werden. Damit ist grade 
wie bei dem bestimmten Integral die Convergenz nachgewiesen. 

Ich komme nun auf den zu beweisenden Satz zuriick. 

Es sollen wie oben mit 2%, ...%,2 die Gréssen bezeichnet 


werden, die durch die Kette von Gleichungen 
Uy — Xy =f (Xb) (4, —h), 
%, — &, = f(x, t,) (—4) 


LZ — Ly =f (Xyt,) (§ —tn) 
mit einander verbunden sind. Dagegen sollen jetzt a) x, a... 2,2 
irgend welche Werthe sein, die den Werthen ¢,¢,¢,...¢,¢ entsprechen 


und nur der Bedingung geniigen sollen, dass sie dem betrachteten 
Bereich der Werthe zt angehéren, und dass die Differenzenquotienten 


, 74 »/ 
x, — Xo Xe — 2, siiia x, 


t+—%’? &—&’ 
nahezu mit den Werthen 


f (to ty), f(a, ty). f (an tn) 


tibereinstimmen: 


ety 


Es bezeichne 0, die Differenz x,’—,, 0, die Differenz 2,’—, u. s. w., 
6 die Differenz x’ — «, so kann man schreiben: 


=|! + feb) = Lith » (t, —t)| dy 4 ky (é, — ty), 


3, — [1 + ae) 4] + biG 4), 


Dy — my 


ms E 4 Feat n) — -f(eqt ‘n) (¢ = t.)| 0, + ky (t t,). 


x, —2, 
Mithin, wenn |k,| fiir 7 =0,1,..., kleiner ist als k- 


|d,| << (1+ C |é, — t ) Oo) + ke, —t ’ 
|d.) << (1+ Ct, — |) |d,| +4 | — 4], 


a8) <(14+ Clé —t|) 10.| +h lt—t |, 
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oder 
\d|< k\t—#,| 
+ k\t,—ty_1| (1 + Clt — 4,)) 
+ b|t.-1 —b—s| (14+ O}s—4,|) (14+ Olt, — 4-11) 


+ kit; -—t)| I+C\¢—t,|) 1+C|t,—tu|)...14+C|—4|) 

+ |9| G+ Cit — th|) (L + Cli, — feu) «-- +04, —61) 
und folglich : 

0| << kit — t| eflttel + |d,| ltt, 
Nun ist 2, wie oben gezeigt wurde, um nicht mehr als 
e|t — t,| eCltl 
von dem Werthe verschieden, den die Lisung der Differentialgleichung 
a2 = f(«t), 

wenn fiir sie die gleichen Anfangswerthe x,t, gesetzt werden, fiir den 


Werth ¢ annimmt. Folglich ist 2’ von der Lésung der Differential- 
gleichung nicht mehr als 


((e + &) |t — ty] + | dy)) eo“ 
verschieden. Dabei beschriinken sich die Voraussetzungen, die tiber 
f(#,t) gemacht sind, auf die Stetigkeit von f(x,¢) und die Endlichkeit von 
f(x" t) — f (wt) 
e—-Zx 

fiir den betrachteten Bereich der Werthe von x und ¢. 

Dieses Ergebniss setzt uns nun in den Stand iiber den Grad der 
Anniherung zu entscheiden zwischen einer Function, die der Differential- 


gleichung ; 
ax 


qe =f (et) 

geniigt und einer Function, die ihr nahezu geniigt und mit jener fiir 
¢ <=, nahezu iibereinstimmt. Ja es ist gar nicht einmal erforderlich, 
dass diese Function differentiirbar sei. Es ist nur nothwendig, dass 
die Differenzenquotienten 

—* Se | te 

[—|* @&——? > 4, 
mit den Werthen der durch die Differentialgleichung vorgeschriebenen 
Differentialquotienten nahezu iibereinstimmen. Wie klein man hier 
die Intervalle machen kann, davon hiingt der Grad der Ueberein- 
stimmung mit der exacten Lisung ab. Jedoch ist, wie man sieht, 
der Uebergang zu beliebig kleinen Intervallen nicht nothwendig. 

Der analoge Satz fiir Differentialgleichungen beliebiger Ordnung 

lisst sich nun in ganz fbnlicher Weise ableiten, Es ist bekannt, 
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dass man jede Differentialgleichung héherer Ordnung als ein System 
von simultanen Differentialgleichungen erster Ordnung schreiben kann 
in der Form: 
dx dy dw 
fe, aeS w,t), a IY: i wt), a = p(x,y> : - wt), 
Die Lésungen kann man nach dem Cauchy’schen Verfahren erhalten. 
Es sind die Grenzwerthe, denen sich fiir unendlich kleine Intervalle 
die Werthe x,y ...w niahern, die aus folgender Kette von Gleichungen 
berechnet werden: 

Hy — Ly = F(X - ~~ Woh) (4, — by), 

a = f(x,y, - o © Wy t) ( — 4), 


o< Xn = f (Tan - Ss Wnty) (t — tn), 
Ys — Yo = G(%oYo + ~~ Woty) (4 —b), - 
Yo— i = 9% ~~. Wt) % — 4), 


y a Yn = G9(XLnYn - 3 Wat) (t — tn), . - 
W,— Wy = P(X Yo - + + Wolo) (t, — &), 
Wy %, = p(y; - ial ty) ( — 4), 


w — Wy = P(LnYr « as Wrt,) (6 — ty). 


Man betrachte nun den Einfluss, den eine Aenderung von 2,y, . 


. Wy 
auf die folgenden Werthe hat. Seien 
Se Be os Wes Seta Frys. -- Wray. 3 BY’... 
die neuen Werthe und sei 
Ly —Lp =, Yr —Y =f ...W —w, =4,, 


Lrss — Lr bp Yr43 — ori = Br4s eee Writ — Wri = O41, 
zo —x& =a yo —y =6 ...W —w =), 
so ist 


Op.) — bp = (f(a Yr +1. Wy ty) —f (ay Ypres Wr t,)) (t,41—t,) ete. 
oder 
f(x, y, ...0, t,) — f(x,y, ...w, t,) 
G41 = a, — me Pevs - oe Oy (tr41—tr) 
—_ r 
4 MES OA BH) oe 0) 
Yy — Yr F 





f(@,.Yp +. Wy t,) —f (#, y,-». w,t,) 


+ ae, — 0,(t41—t,) ete. 
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Wenn nun die Differenzenquotienten 


f(a, y, ...w, t,) — f(a, y,’...,' t,) 
$e s NE, 
XL, — 2, 
fiir alle in Betracht kommenden Werthe der Veriinderlichen dem 
absoluten Betrage nach kleiner sind als C, so ist 
| Or4a|<(14+Clt41—t-|) |@-|+ C(|B-|-+---+]9-|) |fu—4l, 
Br+1|< (1+ C|t41—#-|) | Be| + C(|o-|-+-+> +1 0-|) |G41—b|, 


1844] <(1-+O| trp — b|) | Br] + OC lore] + | Be | **) [fog tr | 

und es gelten analoge Relationen fiir 
Op42 5 By +2 eee 0,423 seep Gy B eee 0. 

Sei |y,| die grésste unter den Gréssen ja,|, |,| ... |d,|, und s 

ihre Anzahl, so sind |@,4:|, |Br4i| ..- |O,41| alle kleiner als 
(1 + 8O|tnys — tr) 2. 
Alsdann sind |a@,42|, |B,42| .-. |O,4,9| alle kleiner als 
1 + 8Oltnps — t)) (1 + 8Cltns — tras) [rel 

und endlich |a@|, |B| ... |d| alle kleiner als 
(1 + 8C|trpa — t|) (1 + 8C|fape — trqal) -». (1 + 80 |t — t|) [pel 


d. i. kleiner als 
: et lt—*l 


. | Pri. 
Das Intervall ¢, bis ¢, werde nun in kleinere Theile getheilt, 


indem zwischen ¢, und ¢, Theilpunkte 4, ¢,. . . 


. fy, eingeschoben 
werden, Seien 


Xy Xoo + + + Tors Yor Yor ++ + Yorr ++ +3 Wor Mon + + + Wor 
die zugehérigen Werthe von 2, y,...w. Dann wird 
Woy — Hy =f (2p Yo - - - Wy by) (tyr — &) - - 


Tog — Loy =F (%or Yor « » + Wortos) (loo — bor)y+ + - 


2,’ — Lor = f (ox Yor: “a Wor tor) (t, —_ tor), eee 
Woy — Wy = P(X Yo - + +» Wy bh) (hor — 4), 
Wya— Wor = P(LorYor - + - Wor bor) Coo — for), 


Ww, — Wor = P(®or Yor eee Wortor) (t, — tor). 


Die hier gefundenen Werthe z,’y,'...w,' sind nicht gleich den vorhin 
gefundenen Werthen 2,y,...w,. Man hat 


By — By = f (ay Yq+ +. Woty) (boy — to) + F(%or Yor «+» Mor hor) (loz — tor) + °° 
+ f(®orYor-+. Wortor) (t, — tor) etc, 
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Andrerseits kann man schreiben: 


Hy — Hy = f (Hy Yo + - « Wyte) (tor — bo) + F(oYo - - » Moto) (tox—tor) + °° > 
+ f(a Yo -. + Woty) (4, —tor) ete. 
Mithin ist, wenn «, die grésste Werthschwankung der Functionen 
f; g, ..-p fiir die hier in Betracht kommenden Werthsysteme be- 
zeichnet, 
|a, — x,| < &,|t, — &| 
und ebenso 
YW — Hi) < & [ty — hl, ~~ 4 |W — | < a |t, — 
Die neuen Werthe z,y, ...w, bewirken nun eine Aenderung der 
folgenden Werthe. Aber wie eben gezeigt ist, kann die Aenderung 
von zy...w nicht grésser sein als 
&, |t, — Gl erelt el, 

Theilt man nun ebenso alle iibrigen Intervalle von Neuem in 
Unterabtheilungen, so wird die Gesammtinderung von zy... w nicht 
grésser sein kénnen als 


P é, | t, _— tp—1| es C|t—tol 


und, wenn ¢ die grésste unter den gréssten Werthschwankungen ist, 
nicht grésser als 
e|t — t,| es¢l#—ol, 

Es sind hier zwei Voraussetzungen gemacht, nimlich, dass f,g...p 
fiir den betrachteten Bereich stetige Functionen ihrer Argumente seien, 
und dass die Differenzenquotienten 

a — 2 

f(y’... wt)—f(xy... wt) 


f(a’y ... wt) —f(ay ... wt) 
; 7 = ? 
fay ...w't) — flay... wt) 

y—y : w —w 
und die ahnlichen der Functionen g,...p in dem betrachteten Bereich 
eine endliche Grenze nicht tibersteigen. Unter diesen Voraussetzungen 
nahern sich also die durch die Gleichungskette berechneten Werthe 
von 2,y... w festen Grenzwerthen, wenn man die Intervalle un- 
endlich klein werden lisst. 

Es seien nun 2’y’...w’ Functionen von ¢, die den Differential- 
gleichungen nahezu geniigen. Wir nehmen die Werthe dieser Func- 
tionen fiir #,¢, ... ¢¢ und bilden die Differenzenquotienten 

Hy —- Xo Hy — & — Wy 


h—&"* &-6"° £4°* G3 





n 


und die ahnlichen fiir y’ ...w’. Diese werden nahezu gleich den 
Differentialquotienten und mithin nahezu gleich den Werthen sein, die 
die Differentialgleichungen vorschreiben. Wir setzen 
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, ’ 
XL, —Xo 


— F (0 Yo +++ Wot) + Ay, 


, 


a’ —2 


Fa Pen Yn ++ 00 tr) + Tony 


yy, — Y oe ia 7 Wy — Wo x, , 
tt, 9% Yo Wy by) +h, +> Ea, PM Yo ++ Wy ty) +m, 


. , , , 
¥~-9, wo-—®, 


Fae 9% Yn > Wnty) hn, ++ = P(%n Yn + +> Wa tn) + Mn. 
Dann ist offenbar 


(2'— %) — (Xp) =[F (Xo Yo +++ Wo) —F(ZoYo+-+ Mo) I(t — &) +, (Ft, —t) 
und daher 
|x — | < | Hq — Xo] + C( | ey — %q|-+ [Yo — Yo | + -++ +] My — |) |t,— ty 
: +k, |t;—t}. 
Sei |y)| die grésste unter den Grdssen 
| — %|, |Yo —Yol --- |My — Wp] 
und |A| die grésste unter den Gréssen 
|| [Rol ~~ |Fanls |%,| [hel .. - [huls . . -3 |, | |omy|... |omn, 
so ist: 
|x — &%| < (1 + sClt, — t]) |vol + 14] 14 — Gl, 
|"q’ — %| << (1 + sClt, — t,|) (1+sC|t,—t|) |r| 
+ (1 + sC\t, — t,|) |, — 6) || 
+ If — 41/4 
etc. 
Grade wie oben finden wir so: 
la’ — | < erOlt—el |yo| + |t — | €*2l*4! [a], 
Und dieselbe obere Grenze gilt auch fiir jy’ — y|...|w’ — w|. Nun 
weichen die Werthe xy...w um nicht mehr als 
g _— ty ese t—to| 
von den Grenzwerthen ab, die die genauen Lésungen der Differential- 


gleichungen darstellen. Mithin weichen z’y’...w’ von den genauen 
Lésungen der Differentialgleichungen um nicht mehr als 


(@. | — ty| + [vo] + [4] |é — &|) esl el 
ab, wenn ihre Anfangswerthe um nicht mehr als |y)| von einander 
abweichen. Es ist auch nicht uninteressant hervorzuheben, dass die 
Differentiirbarkeit der Functionen gar nicht einmal néthig ist, sondern 
dass man nur die Differenzenquotienten zu betrachten braucht. Sind 
diese nahezu gleich den Werthen, die die Differentialgleichungen fir 
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die Differentialquotienten vorschreiben, so lasst sich fiir den Grad der 
Anniaherung eine Grenze berechnen. Es ist hier nicht darauf abgesehen, 
mdglichst enge Grenzen zu finden, sondern es kam mir nur darauf 
an, die Durchfiihrbarkeit der Rechnung zu zeigen. Im besonderen Fall 
muss man natiirlich versuchen die Grenzen so eng wie mdglich zu 
berechnen , und man wird sich dabei aller Vortheile zu bedienen haben, 
die der einzelne Fall gewahrt. Dafiir allgemeine Vorschriften zu geben, 
liegt hier nicht in dem Bereich der Betrachtung. 

Fiir partielle Differentialgleichungen wird vermuthlich ein aihnlicher 
Satz existiren. Es ist mir aber bis jetzt nicht gelungen die analogen 
Erérterungen durchzufiihren. 


Hannover, im December 1893. 


























Ueber die Bedingung, unter der eine Flachenschaar einem 
dreifach orthogonalen Flichensystem angehdért. 


Von 


R. v. LinrentHan in Miinster i./ W. 


Die Bedingung, unter der eine Fliichenschaar einem dreifach 
orthogonalen Fliichénsystem angehért, scheint bisher nur in folgenden 
beiden Fiillen niher untersucht zu sein. Man betrachtet entweder eine 


Flichenschaar als gegeben durch eine Gleichung von der Form 


F (u,v, w)=7, 
wo w,v, w die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes bedeuten, 
wihrend x einen yon Fliiche zu Fliche variirenden Parameter be- 
zeichnet, oder man benutzt zur Definition der Flichenschaar ein 
System von drei Gleichungen 


w=f1(9,¢9,7), \=fh(V,9.7), W=f(p,49,7), 
in welchem 7 dieselbe Rolle wie vorhin spielt. 

Man kann aber noch einen dritten Fall beriicksichtigen, welchen 
die Theorie der Curvencongruenzen darbietet. Die letzten drei Glei- 
chungen kénnen niimlich auch als Gleichungen einer doppelt unend- 
lichen Curvenschaar angesehen werden. Liings jeder Curve der Schaar 
ist  verinderlich, wihrend p und gq constant bleiben. Sind die frag- 
lichen Curven die orthogonalen Trajectorien einer Flichenschaar, so 
muss sich entscheiden lassen, ob dieselbe einem dreifach orthogonalen 
Flichensystem angehért oder nicht. 

In allen drei Fallen handelt es sich um die Transformation ein 
und derselben Bedingungsgleichung. Bezeichnet man nimlich mit 
A, B,C die Richtungscosinus der Tangenten einer Schaar von Kriim- 
mungslinien der betrachteten Fliichenschaar, so gehért letztere einem 
dreifach orthogonalen fliichensystem an, falls der Ausdruck 

Adu + Bdv + Cdw 
durch Multiplication mit einem geeigneten Factor in das Differential 
einer Function von u,v, w iibergeht, oder was dasselbe ist, falls der 
Ausdruck : 


Mathematische Annalen. XLIV. 29 


\ 
' 








450 R. v. Livrenrsat. 


AG2— 39) + 262-2) + 064-2 
verschwindet, wobei es gleichgiiltig ist, welche Schaar von Kriimmungs- 
linien man benutzt, Daraus folgt aber, dass sich die fragliche Be- 
dingung auch ohne Zuhilfenahme der quadratischen Gleichung, von 
welcher die Gréssen A, B, C abhiingen, bilden lassen muss, also im 
ersten Fall rational durch die Function F und ihre Ableitungen, in 
den beiden iibrigen Fallen rational durch die Coefficienten a,, des 
Quadrats des Linearelements: 


du? + dv? + dw* = a,,dp* + a.dq*? + a.,dr? + 2a,,.dp dq 
+ 2a,,dp dr + 2a,,dq dr. 


Die beiden ersten Fille sind von Herrn Weingarten vollstindig 
erledigt worden. (Journal fiir die reme und angewandte Mathematik 
Bd. 83, 5.1. Man vergleiche im selben Journal die Arbeit des Herrn 
Frobenius Bd. 110, 8. 1 sowie den Litteraturnachweis bei Salmon- 
Fiedler, analytische Geometrie des Raumes, Artikel iiber Orthogonal- 
flachen.) 

Fassen wir den dritten Fall in’s Auge, so muss, damit die Curven 
der Congruenz die orthogonalen Trajectorien einer Fliichenschaar seien, 
vorausgesetzt werden, dass der Ausdruck: 

As oom = Se) + Ay3 oe = oe) + ay; a a 3) 
alia. Es soll gezeigt werden, dass jene eh aati einem 
dreifach orthogonalen Flichensystem angehért, wenn die Determinante 


Ay Ay Ay | 
0Ayn OA OAn | 
or or or 
|07Ay 0% Ay 0? * Ars | 
| or? dr =a? | 
den Werth Null besitzt, wo A,,, A,,, A,, der Reihe nach die Aus- 
Articke dy Gg, — 433, 343 — 42 Ag, G4, 433 — ais bedeuten, 

Bei Benutzung der in meinen Arbeiten zur Theorie der Curven- 
schaaren gebrauchten Bezeichnungen (diese Annalen Bd. 32, 8, 545 — 
mit I — und Bd. 38, S. 429 — mit II citirt) stellt sich die voraus- 
gesetzte Bedingung durch das Verschwinden der Grosse e, oder &, 
dar. Alsdann gehen die mit %,, A,, @,; %, 4,, @, bezeichneten 
Richtungscosinus in soleche der Tangenten der Kriimmungslinien der 
betrachteten Fiaichenschaar tiber. Nach II, 8. 437 gehdrt letztere 
einem dreifach orthogonalen Flichensystem an, wenn @, verschwindet, 


d.h. nach Il, 8. 431, wenn > % on =0( ist, was mit einer Be- 














OE NO 
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merkung von Lévy (Journal de I’école polytech, Tome 26, 1870) 
iibereinstimmt. 


Um die Grésse #, unter der Voraussetzung « = 0 durch die 
Coefficienten a,, des Quadrats des Linearelements darzustellen, geht 
man am einfachsten von der Gleichung aus: 


rs is 0 é 
2) A, % = > ny — %, = 
oder (II 8. 433): 


+ 
29) -> Jo (%,) a p4 5 Jo (H)- 


Unter Benutzung der I, S. 549 fiir x, und x, aufgestellten Aus- 
driicke folgt: 


23) = v7, tt, — t,) (> bo9o(E) — es Ep Io (é,)) 
"© (Go (te) — go(ts)) + ¥ (tr 90(te) — tego(ts)) | 


Zur Umgestaltung dieses Ausdrucks ist zunichst die quadratische 


Gleichung, deren Wurzeln t, und t, sind, in eine geeignete Form zu 
bringen. 


Man hat (I 8. 547): 


a) 
ty an Sele 5 Sale. 
: Vass ~ 23g 
Da aber: 
9 A138 
Ou, sou Gig 07 & _ Ou,  —a®w dys 02% ou ” ays 
G; p Oper As, Or or Op or G33 Or or or’ 
so folgt: 
— 9 a8 
or Ags (438) 
P= Van, + s Or 2a 
Assy Ugg 
nnd analog: 
Ou, 


: 7 a Ag 
is or 4§ Ass (433), ! 
a = S Raed 
Vass ov 2 33 


1 < 1 a 1 
C1 = 5 IE), = ly = FHS), Om =F 9(§), 


Dies ergiebt: 


sowie, falls €G— F2?—A _ gesetzt wird: 


u 


&, = 5k (G90(€) — F9o(B)) + 5k (CoB) — Foo), 


rn 


= 


be Ct fe, ~ re ©. C load 
E, on = (Gg (®) — BI (®)) + nr (6 Yo (S) “as ¥90()) i 


29% 
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Nimmt man g(&) g,(G) — g(%)* = A’, so entsteht: 
H = 2. (@ (6) go(d)— EA), & = 2, (9%) (A) — FA), 
¥ = Fi (g0(G) (A) — GA), 


und die quadratische Gleichung, deren Wurzeln t, und t, sind, nimmt 
die Form an: 
(FG0(G) — Ggo(F)) # — (GgGo(E) — Ego (G)) t + Cy (8) — FH (G)—O. 
Fiihrt man nun die Bezeichnungen ein: 
§ % & | 
A=} 9(©) gl8) go(G) |, S= H(A)’ — 444, 
Ioo(E) ool) Joo(S) | 
so ergiebt sich mit Hiilfe der letzten Gleichung: 
A ; 1 GGo(A) — 24q(G) 
t) = ern a 
a) 2 (F 90(G) — Gyo (H)) + VS {, 


falls die Determinante ¥g)(@) — Gg o(%) von Null verschieden ist, 
andernfalls entsteht: 
gt)=0, A=. 


Schon hieraus kann man schliessen, dass die gesuchte Bedingung 
durch das Verschwinden von A geliefert werden muss, da dann die 
beiden Werthe von t unabhingig von x werden und somit sich die 
Kriimmungslinien auf den Flaichen der betrachteten Schaar entsprechen. 

Mit Hiilfe der Formeln: 


1 = 
b Up Jo (Ep) = 3 Joo (©) — H, 
Le 1 ~ 
P Up Go(&a) — > | Ug (Ep) —< Jol) — ?, 
1 tate 
2 Uq Io (Eq) — 3 Ioo(S) —¥ 


> b Hol) — >) be gels) = — ZA. 


Nimmt man die Differenz %g.(G) — Gg,.(%) als von Null ver- 
schieden an, so folgt: 


findet man: 


t t, — ty Gg t = — Bi 9o (A) oe 2A gy (F) : 
1 Io ( 2) 2 Io ( 1) (¥90(@) — @ 90(%))" Vs 
Dadurch entsteht: 
9, V, V2 —___4® —_ 
4 (FG () — & 90 (%)) Vs 
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Beriicksichtigt man nun, dass: 


— AVS 
V. V. aus t —_ t HY — @? —> . 


so erhilt man das gesuchte Resultat in der Form: 
=z: 


Wenn ¥%(G) — Gg.(%) = 0, entsteht  — 0. 

Es ist also, wie oben behauptet, das Verschwinden von A die 
nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass die betrachtete 
Flichenschaar einem dreifach orthogonalen Fliichensystem angehdrt. 

Untersuchen wir nun, welche Bedeutung der Determinanie A in 
der allgemeinen Theorie der Curvenschaaren, wo also ¢, als von Null 
verschieden betrachtet wird, zukommt. 

Ersetzt man in. den oben aufgestellten Ausdriicken fiir & und &, 
die Grésse u, durch x, 6, +- #63, u, durch x,6, + x,6, (I, 8. 550) 
und benutzt die II, 8. 431 fiir on und os angegebenen Ausdriicke, 
so folgt: 


En = % (-- 6,9) + (6,)) + x, (6, B+ (6,)) ? 
Ey = % (— 6,9) + I (6,)) + %, (6, a + % (9,)), 


sowie: 
~ 
o; Os; ra (433), 
P, + nn | ar | 
a Geog 
69 6, _—s agg (433), 
Py + YY . ae: 


Andererseits erhilt man aber nach I, 8. 550, wenn man die sich 
aus I, 8. 555 und 556 ergebenden Relationen: 


VH sin =< 6. ry ~~ =, VH cos T = 6; & —— 2. 

od he hy 
: , 6 7 6 
V¥ sin(t — p) = — 6, & i, V¥ cos(t — ~) = 6,8 — i 


beriicksichtigt: 
6 6; 
Ep = % (— 63% = nD + %, (6, ae i) 
6. 6 
= %, ( — 6,& — 2) + x, (c, &— ): 


sodass die fiir das vorliegende Problem fundamentalen Gleichungen 
entstehen: 
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— 65(6 — %) = 8 + 9(0,), 
6,(& — %) — # + 9(6;), 
— 6,(& — %) = i + 9 (6), 


6, (& — 9) = ie + 9o(,). 
Mit Hiilfe derselben findet man: 
& R G 
IE) (8) Go(B) |= — 4(6,04 — 020;)* (| — 5) (& — %). 
Joo(E) Jol) Goo(G) | 


Diese Formel liefert fiir ¢,— 0 den vorhin gefundenen Werth von A; 
denn man hat: 


. @le ra fil 1 

A = (6,6, — 6,6;)*,  g(A) = — 2(6,6, — 6,6;)? & + i)” 
. E —e 
A’ = 4(6,6, — 6,6) - 
Herr Weingarten geht in der citirten Arbeit von der Bemerkung 
aus, dass sich die in Rede stehende Bedingung in der Form einer 
Integrabilitatsbedingung darstellen lasst. Von dem hier eingenommenen 
Standpunkt aus kann man diese Bemerkung auf folgende Weise be- 


stitigen. Wenn «0, so liefert die Integration des simultanen 
Systems (1, 8. 548): 

ie. Bie 

op G33” 04q Ag, 


fiir r eine Function f(p, q,¢), in welcher ¢ einen Parameter bedeutet, 
der fiir jede Einzelfliche der betrachteten Flichenschaar sich nicht 
aindert. Ist qm eine Function von p, q,r und denkt man sich r durch 
f(p, q, #) ersetzt, so gehen die partiellen Ableitungen von » nach p 


° “ . 0 r ° 
und g in @p, @, tiber und 2? wird uu 22%. Bezeichnet man den 


ot or ot 
u2 evy2 ow\2 ‘ ’ . : 
Ausdruck ey + =) +- (5) mit ass, so ergiebt sich: 
— Ais a n Ao, 
(V%)p _ asdp yn, (May _ (dy Pag 
V %p 2 As or ? V %s 233 or 


Sind nun &, y, € die Richtungscosinus der Normalen der be- 
trachteten Flichen, so kann man nach der Bedingung frager, unter 
der der Ausdruck 


- 09 Op Cg 





_— OS WS 


wTPee 
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lings jeder Flache ¢ = const. ein vollstiindiges Differential ist. Langs 
jeder dieser Flachen wird: 


og i Op oq 
und da hier: 
ap __ “pS — %B dq __ EM — 8% 


ou A ? ou A ? 





so geht E in: 
G 0 @) — ¥ 0 ¥ & io ( ¥) v Fo (E) 
{Pp 4 AG r v9 (§) -+ Po © Io - m) b dp 


G Jo( 0) — ¥9 0 (G) €go(S) — F Go(F) 
" {p Pp ny cz 9 of. Po - xe (¥ dq 


iiber. Die fragliche Bedingung wird daher durch das Verschwinden 
des Ausdrucks 


q A 
G 0 ®) —— ¥ Io (G G 10 (G a o( ) 
{pp HH) FHS) + g Ls I a 


G go(E) — Ko (%) Ego) — FIG) 
{op Soe(S) — SHB) 4 y E 9o(8) —_ 


Pp 
geliefert, welcher bis auf einen von Null verschiedenen Factor von 
Herrn Frobenius in der citirten Arbeit mit A(q) bezeichnet wird. 
Bei Benutzung der II, 8. 433 und 8. 436 angegebenen Formeln ent- 
steht, wenn ¢ = const. oder ©, = 0: 
(9) ~ Jo ~ 
—_ ae S,— sue) S,. 

Wendet man auf diesen Ausdruck die erste Integrabilititsbedingung 
1],$.438 an und beriicksichtigt die beiden ersten Gleichungen II, 8. 439, 
so folgt: 

DIXP) _— J29s(H) W(P) _ Ge(M) __ 0 

hy Ne Rhy Ry he . 

welche Beziechung in Folge von: 


Q (q) - ( ») 
I29\(9) — 1192(9) = — 


durch: 
I9:(9) + 27? = 0 
oder durch: 
929:(9) + 22) = 0 
2 


ersetzt werden kann. In Folge zweier 8. 454 gefundener Gleichungen 
hat man aber: 


(V.4%5)p ieee G et 63 (V.%s)q a G2 _— O4 


V %3 P, P,’ V %s Py P,’ 


n(V.%a) n(Y Ms) 1, 
ya Pr’ Vim 


so dass: 
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Beriicksichtigt man nun die Gleichung (II, 8. 439): 
1 1/1 1 
92 (5)= (5 — i) ei p(x _ ps 
9291 (Vass) + a = — BV dss ¢ on iz)” 


Ks besagt daher das Verschwinden von @, analytisch, dass der Ausdruck 


@ V 433 35 0 yee @ = 
Tae ag +E ay + TE ag 


so wird: 


lings jeder Hinzelfliiche der betrachteten Schaar ein vollstindiges 
Differential ist, aber geometrisch, dass die Tangente in einem Punkte 
P einer Kriimmungslinie der Flichenschaar in ihre lings der Flachen- 
normalen benachbarte Lage durch parallele Verschiebung und Drehung 
um die Tangente der anderen durch P gehenden Kriimmungslinie 
iibergefiihrt wird. 

Um eine Anwendung der gefundenen Bedingungsgleichung A = 0 
zu machen, will ich mit Hiilfe derselben den Ribaucour’schen Satz 
beweisen, nach welchem eine Fliichenschaar, deren orthogonale Tra- 
jectorien Kreise sind, stets einem dreifach orthogonalen Fliichensystem 
angehért. (Vergl Darboux, Lecons Bd. II, 8. 330, Bianchi, 
Giornale di Matem. Vol, 22, 8. 333.) 

Kine doppelt unendliche Kreisschaar wird durch die Gleichungen: 


u=2-+- R(a, cosr + £, sin rv), v=y-+ R(a, cosr + B, sin’), 
=2-+ R(a, cos r + £, sin r) 

dargestellt, in denen 2, y, 2 — die Coordinaten der von den Mittel- 

punkten der Kreise beschriebenen Fliche —, sowie R; @,, a, a5; 

B,, B., B, Functionen von p und g allein sind. Dabei erfiillen die 


. , , . S7 
Richtungscosinus «@,, a, «, und B,, B,, 8, die Relation > «,B, = 0. 
Die Richtungscosinus der Normalen der Ebenen der Kreise sollen mit 
V1» Yo. ¥3 bezeichnet werden. Setzt man nun: 


Ox 

“1= = 2 4. sin 7 > p, 22 Ip “+ cosr > a, Dp? 

Se. Ee r > Ox ir >) 0x 

C1 = Fq + sin 7 B, 3a -++ cos 7 1 59? 
= > Ox i 2 Oe — vs 0B 
Cho = V1 *P + R cos» y; nd + R sin» Y1 ap? 


=>! "1 3q “4+ Reosr > % ce ‘4+ Rsinr r> ?; 6s 


q oq’ 
so findet sich: 
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Up = (a, cosr + B, sinr) cy, + 7; C2, Uy = (a, cosr +B, sin?) Cy, + 7; C22, 


aw, cos 7 -+ B, sin r 0¢ dc a, COS 7 sin r 0¢ dc 
Ee i fy fens ae + ¥1 C2 &, = i oa aa + 1 CO Coq. 


R Or’ R or 


Damit die betrachteten Kreise die aiaaliie Trajectorien einer 
Fiichenschaar sind, muss die oe 


om _ OC Ole 
a) Ou FG + ¢42 oa C21 ou + ¢ C2 Or 


erfiillt sein, welche in aids drei Gleichungen zerfiillt: 
(Suis Sah Dis Tn) 

+a Sa! bp — Db Dy 5 =% 
R(> Op i 94 oad PL Pe) 


oR Ox oR “\Y Ox 
~~ Op - 0” + Od > 1 Op 


R(D nF aR anne nh) 
| — Fa get Ge ae Ogg 9 


Die Bedingung a) bewirkt nun, dass die Determinante: 


= (0), 





& es 
oc OF AG | 
a eg 


ee ak AG 
or= Ort or* | 


proportional wird dem Ausdruck: 


Ore oon 6 * C12 Olen 02 Cy OC 0? Coe OCie 
or? + _ — 2 


or: or. or? Or or. or’ 
welcher in Folge in ersten Gleichung b) verschwindet. 


Miinster i./W., den 31. October 1893. 











Theorie der Flichenelemente héherer Ordnung des Raums 
von 3 Dimensionen. 


Von 


Epuarp v. WrEseErR in Miinchen. 


Der von Hrn. Lie in die Geometrie eingefiihrte Begriff des Flichen- 
elements, der fiir die moderne Theorie der partiellen Differentialglei- 
chungen I. Ordnung fundamental ist, hat in seiner Anwendung auf 
Gleichungen héherer Ordnungen wohl aus dem Grunde noch keine 
ihnliche Bedeutung erlangt, weil er in der sich zunichst darbietenden 
Form keine vom Coordinatensystem unabhingige Bedeutung besitzt, 
dann aber auch wohl desshalb, weil gerade die elementarsten Fragen 
iiber die gegenseitige Lagenbeziehung von Flichenelementen hoherer 
Ordnung und den Aufbau von Fliichen aus solchen noch erst wenig 
untersucht sind. Der Ausfiillung der genannten Liicken ist die vor- 
liegende Arbeit gewidmet. In § 1 und 2 verallgemeinern wir zuniichst 
die iiblichen Definitionen eines Fliichenelements ». Ordnung und der 
vereinigten Lage zweier Elemente. In § 3 zeigen wir, dass die Theorie 
der partiellen Differentialgleichungen unter Zugrundelegung unserer 
Definition eine Gestalt annimmt, die als Verallgemeinerung sowohl 
der Lie’schen Theorie der Gleichungen I. Ordnung als auch der 
Clebsch’schen Connextheorie anzusehen ist. Der letzte § endlich 
enthalt eine neue Interpretation der Gleichungen der Charakteristiken, 


sowie die Verallgemeinerung des Satzes von den conjugirten Tangenten 
einer Fiche. 


Man wird leicht erkennen, dass sich die im folgenden entwickelten 
Begriffsbestimmungen und Siitze, ausgenommen die des letzten §, ohne 
weiteres auch fiir Raume von mehr als 3 Dimensionen bez. Differential- 
gleichungen mit mehr als 2 unabhingigen Verianderlichen aussprechen 
lassen. 
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§ 1. 
Begriff des Flichenelements hoherer Ordnung. 
1. Ist 
(1) = 9(«, y) 
die Gleichung einer beliebigen Fliiche, so setzen wir 
ae ‘ 
@; Bak ay? 


sahye} ou i (0) (1) (1) (2) : ap 
doch schreiben wir fiir a’, «,’, @,', @) ... in der Regel bez. z, p, 


q, 7%... Wir bezeichnen dann als ,,Flichenelement n. Ordnung “ 
oder E™ (xyep _ a”), den Inbegriff der Gréssen a...«’, Durch die 
Angabe derselben ist eine Flache n, O: 


(2) W=0=—=—{+z2 


+ SED () ea 0's 
k=1 i=0 


bestimmt, welche die vorgelegte Fliiche (1) im Punkte wyz n-fach 
beriihrt, deren Schnittcurve mit (1) demnach dortselbst einen » + 1- 
fachen Punkt aufweist. Die » -+ 1 Tangentenrichtungen der Schnitt- 
curve in diesem Punkte sind gegeben durch 

n--1 
(3) P ‘ . ') at da" ‘dy! = 0. 

i=0 

2. Setzen wir der Kiirze wegen 
__ (n+1) (n+2) 


n 1 » ? 


a 


so definirt uns Gleichung (2) eine u,-gliedrige Schaar von Flachen, die 
gegen das Coordinatensystem eine sehr specielle Lage einnehmen. 
Wir betrachten nun statt (2) eine beliebige w,-gliedrige Schaar von 
Flaichen 

(4) U(x, Y, 2%, Gy, Ay,+++ Gy,) = 9, 

die nicht alle derselben partiellen Differentialgleichung mn. O. geniigen 
mégen, und bezeichnen als Flichenelement LE (xyza,.. . au,) jedes 
System von Werthen der Coordinaten yz und der Parameter a,... dy, , 
das die Gleichung (4) befriedigt. Wir kénnen diese Definition leicht 
mit der vorigen in Verbindung setzen, indem wir eine Fliache der 
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Schaar (4) bestimmen, welche die Fliiche (1) im Punkte wyz n-fach 
beriihrt. Nennen wir 6," die Ableitungen der durch (4) definirten 
Function z, so hat man also 


(5) BH =—aM (§G=0,1,...k; k=0,...0) 
oder: i 
U =0, ov +p 5 =0, oy +4 G3 =O 


ed a4 
ome + 2p » +e 


wofiir wir zur prints schreiben: 


r+ro7 0 etc. 


(6) U=0, D® +2 aM =0 (i=0,1...4,4—=1,2... 0). 


Lésen wir diese uw, Gleichungen nach den a; auf, was mit Riicksicht 
auf unsere Annahmen iiber die Schaar (4) stets méglich ist, so erhalten 
wir eine discrete Zahl, sagen wir eine endliche Anzahl w von Fliichen 
der Schaar (4), die alle die Fliiche (1) im Punkte xyz n-fach beriihren. 
Die n+ 1 Tangenten der Schnittcurve einer solchen Fliche mit (1) 
sind durch die Gleichung 


n+1 
a > (+!) certo — ate) aartt-ay' — 0 


i=0 


gegeben, wo B+" aus 
pet) 4 2 U pet) 0 


zu entnehmen ist, Jedem mao E™ (x. rm a”) sind also uw Kle- 
mente “... a, zugeordnet, jedem der letzteren ein bestimmtes der 
urspriinglichen Definition. 


§ 2. 
Vereinigte Lage zweier Fliichenelemente. 
3. Durch totale Differentiation der Gl. (2) nach xyza... alr) 
ergiebt sich fiir die Schnittcurve der beiden zu den Werthen w... a 


und «+ dz...a” +- da gehorigen Flichen W=0 und W+aw—o 
die Gleichung: 


b = (7) (da) — at) da — atin dy) (5 — x-"(4—y)’ 
k=0 v=0 


+> (7?) dae — 2yr-*(g — yk = 0. 


i=0 


Bestehen also die Relationen 
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(8) . da = alt) da + att dy 
(y=0,1,...4,4=0,1,..."—1) 


so beriihren sich die beiden benachbarten Flichen » — 1-fach, wobei 
das n-Tupel der Tangenten ihrer Schnittcurve im Punkte xyz durch 


(9) = (?) dal) dar dy' = 0 


i=0 
dargestellt wird. 


Zwei Flichenelemente, welche die Relationen (8) befriedigen, 
nennen wir wie tiblich vereinigt liegend; die n Richtungen (9) bezeichnen 
wir kurz als ihr Schnitt-n-tupel. 

4, Erleiden beim Uebergang vom Punkte zyz zu x-++- da, y+ dy, 


2+ dz die durch (6) definirten Gréssen a; die Incremente da;, und 
setzen wir 


d= 4 dx +; g 5 YY +2 


uy 
oO 
é = 2 0a, da;, 
i=1 
(10) d=d'+0o0, 


so hat man fiir da einerseits den Werth aft) daz + a&t dy und 
andererseits ‘aus (6) : 


(11) aD® + a d 22 4S dav = 0 
(¢—=0...k; Sea n). 


Die Fliiche U mit den Parameterwerthen a; + da; besitze im urspriing- 
lichen Punkt wyz die Ableitungen «*) + da; dann hat man 
(12) dD® + a 6 4 ae da” = 0, 
Die Grosse 08 (vgl. Nr. 2) hat nun einerseits den Werth 
BE) dx + BEY dy 
und andererseits folgt aus (6): 
a’ DY + ava’ 2S 4 ST apm — 
=0,...5, el past ). 

Aus (10), (11), (12), (13) folgt sofort 

da) — (att) — B)) da + (aft) _ Buy) dy 

(kom 1,2...) 


oder wegen (5): 
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(14) da®—=0, @=—0,...k,K=1,2...n—T) 
(15) Ba) — (at — Bieta da + (aint — pint) dy, 
(14) zeigt, dass die beiden benachbarten Fiiichen sich » — 1-fach be- 


riihren, wie vorauszusehen war; ihr Schnitt-n-tupel ist durch die 
Gleichung 


(16) > (?) d a”) dani dy’ = 0 


gegeben, wo die da") aus (15) zu entnehmen sind. 
5. Zwei Elemente EL (x,...a,,) und E™ (a#+dz,...dyu,+day,) 


nennen wir vereinigt liegend, wenn ihre zugehdrigen F lichen (4) sich 
im Punkte xyz m — 1-fach beriihren, Setzt man 


1 2 
U= U,(§—x) + U,(n—y) + U;(E—2) + 2 (U,, (E—2z?+-- -) ns 
=UH+U@+4... 
indem man die Glieder k'*" Grades in (§ — x)... mit U™ bezeichnet, 
so erhailt man als Bedingungen vereinigter Lage zuniichst 
dU=0, d’u=0, 
U,: U,: U,; = 8U,:8U,:80,, 
ferner hat man fiir » > 2 auszudriicken dass U“ in 
UdU,— U,dU™ fir k=2,3,...n—1 
als Factor enthalten ist. Solcherweise findet man im ganzen u,—; +1 
Bedingungen : 
U=0, sU=0, 
(oder d’7U=0, dDU=0), 


Ln 
> oU @U, oU @U 
: = om ~ a da; = 0, 
_ Ox Oa; 02 O02 0a, 0x 
= 


Hn 

eU @U oU @U 
> (5 Pn A, oe OY 
= oY oa; oz Cz oa; oy 


(17) 





| ete. 


6. Eine continuirliche Schaar von oo' Flichenelementen, deren 
jedes mit dem folgenden vereinigt liegt, nennen wir mit Lie einen 
Streifen (eine Element —M\); die zugehdrige Punktmannigfaltigkeit ist 
entweder eine Curve oder ein Punkt. Eine continuirliche Schaar von 
oo? Elementen, deren jedes mit allen benachbarten vereinigt liegt, 
bezeichnen wir als eine Elementen-M\; das entsprechende Punktgebilde 
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ist ein Fliche, eine Curve oder ein Punkt. Eine Elementen-M\” wird 
dargestellt durch uw, + 1 Gleichungen: 

(18) U(w...@y,)=0, Vi (a... dy,) =0,... Vu, = 0, 
vermége deren die totalen Differentialgleichungen (17) identisch be- 
stehen. Durch Elimination der a; aus (18) erhilt man die Gleichungen 
des Punktgebildes, durch Elimination von xyz aber ein System von 
Hn — 2 Gleichungen, das unsere Elementen-M{" als Enveloppe von 
oo? Filichen (4) definirt, und zwar als Enveloppe n. Ordnung; diese 
Bezeichnung soll andeuten, dass jede der oo? Flichen U mit dem Um- 
hiillungsgebilde ein Element ». O. gemein hat. Damit haben wir eine 
Verallgemeinerung des Begriffs ,,Tangentialgleichung“. 

7. Wir betrachten nun eines der mw verschiedenen Systeme von 
Fliaichen (4), deren jede eine beliebige Fliche (1) in einem ihrer Punkte 
xy2 n-fach beriihrt. Die zu den Punkten vyz und x + d’x, y+ d'y, 
2-+ d‘z gehérigen Fiiichen (2) des Systems bestimmen eine Schnittcurve 
mit »-fachem Punkt in xyz; die » Tangentenrichtungen derselben sind 
nach (15) und (16) gegeben durch: 


(19) é (7) [er — pi") a’ a + (a\sy” — Bit”) d'y| da" dy' = 0. 


Man erkennt in der linken Seite dieser Gleichung die erste Polarform 
des Strahls d’x:d’y in Bezug auf die biniire Form (7). Soll die 
Richtung d’a:d’y mit einem der durch (19) dargestellten Strahlen 
zusammenfallen, so erhilt man Gleichung (7). Bezeichnen wir nach 
bekannter Analogie als ,,Schmiegungsstreifen“ einen Streifen von der 
Beschaffenheit, dass das Schnitt-n-tupel zweier benachbarter Elemente 
“... d, und &©+ dz,.. a, + da,, die Fortschreitungsrichtung 
dzx:dy: dz enthalt, so haben wir das 

Theorem. Bestimmt man ew einer beliebigen Fliche F eine Schaar 
von oo? Flichen U von der Eigenschaft, dass F in jedem seiner Punkte 
von einer Fliche der Schaar n-fach beriihrt wird, so ist hierdurch 
auf I cine Curvenschaar definirt, die jedem Punkte xyz von F n+ 1 
Richtungen, ,,die Schmiegungsrichtungen“, zuordnet, bestimmt als die 
Tangentenrichtungen an die Schnittcurve ion F mit der sugehirigen 
ltiche U. Die den Punkten einer solchen Curve sugeordneten oo! 
Fliichen U bilden einen Schmiegungsstreifen. Schreiteé man von xyz 
aus in der Richtung dx: dy: dz fort, so ist das Schnitt-n-tupel der zu 
den Punkten x... und x+dx... gehirenden Flichen U mit dem 
ersten Polarsystem der Richtung du: dy:dz in Bezug auf dien-+- 1 
Schmiegungsrichtungen von xyz identisch. 

Fiir » = 1 wurde der Satz zuerst von Herrn Darboux*) gegeben. 


*) Solutions singuliéres etc, Savants ¢trangers 27, 1883. p. 60. 
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Stellt in diesem Falle die Gleichung (4) insbesondere die Gesammtheit 
der Ebenen dar, so erhiilt man das Theorem der conjugirten Tangenten. 

Gebraucht man statt (4) die Schaar (2), so folgt fiir die Curven, 
die auf einer Fliche durch Nullsetzen der Glieder ». O. ihrer Taylor’- 
schen Entwickelung, d. h. durch: 


a (7) oes” da"~* dy’ == () 


bestimmt werden, eine geometrische EHigenschaft, welche die niichst- 
liegende Verallgemeinerung des Theorems der Asymptotencurven dar- 
stellt; doch besitzen diese Curven keine vom Coordinatensystem unab- 
hangige Bedeutung. 


§ 3. 
Partielle Differentialgleichungen; Connexe. 


8. Aus der Gesammtheit der oo“"** Fliichenelemente (4) scheidet 
eine beliebige Gleichung 


(20) V (ay 2a, dq... G,) =0 


eine Schaar von cot? Elementen aus, und es entsteht die Aufgabe, 
innerhalb dieser Schaar alle MS” zu finden, d. h. zwischen den Gréssen 
“... Ay, ln — 1 Gleichungen V; = 0 in allgemeinster Weise so zu 
bestimmen, dass das System (17) totaler Differentialgleichungen ver- 
moége 

(21) U=0, V=0, V7; =0... V1 = 9 


erfiillt ist. Man kann dieses Problem sofort auf die Integration einer 
partiellen Differentialgleichung zuriickfiihren, indem man die Gréssen 
@, ..+@, aus (6) und (20) eliminirt, was nach unseren Voraussetzungen 
iiber die Flachenschaar (4) stets méglich ist. Umgekehrt wird jede 
Gleichung : 

(22) F™ (cyep... af) =0 

auf die vorliegende Fragestellung zuriickgebracht, indem man p...a\” 
aus (6) berechnet und in (20) substituirt; dabei kann die Schaar U = 0 
ganz willkiirlich gewihlt werden. 

9. Es liegt nahe, auf das solchergestalt formulirte Problem die 
Terminologie der Connextheorie anzuwenden. Verstehen wir dement- 
sprechend unter ,,Raumelement“ die Combination eines Punktes und 
einer Fiche der Schaar (4), so scheidet eine Relation (20) aus der 
Gesammtheit der co“"** Raumelemente einen aus co“*** Raumele- 
menten bestehenden ,,Connex“ aus. In demselben entsprechen jedem 
Punkte oo“*~* Flichen U, jeder Fliche U co? Punkte. Die Gleichung 
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(4) selbst ordnet jedem Punkte die oo“*~* durch ihn hindurchgehen- 
den Fliichen U, jeder Fliche U die auf ihr liegender Punkte zu; die 
Gesammtheit der Raumelemente, welche die Gleichung U = 0 be- 
friedigen, nennen wir den ,,identischen Connex“. Die bisher gebrauchten 
Flichenelemente sind nichts anderes als die Raumelemente des iden- 
tischen Connexes. Bezeichnen wir ferner als ,,Coincideng“‘ die gemein- 
samen Raumelemente zweier Connexe, insbesondere als ,, Hauptcoincidens“ 
eines Connexes seine Coincidenz mit dem identischen Connexe, so 
kénnen wir der vorher besprochenen Aufgabe folgende Fassung geben: 
,lunerhalb der Hauptcoincidenz eines beliebigen Connexes alle Enve- 
loppen ». Ordnung zu bestimmen.“ 

10. Denken wir uns ein Element E"(a ... a”), welches der durch 
(22) definirten uw, +- 1 gliedrigen Schaar von Elementen angehért, zur 
zugehérigen Fliiche (2) erweitert, so ist auf dieser eine durch den 
Punkt xyz gehende Curve bestimmt, in deren Punkten ihre Ab- 


leitungen p...a{” der Gleichung (22) geniigen, lings welcher sie 
also mit Elementen der Schaar (22) belegt ist, wie wir sagen wollen. 


Substituirt man in (22) fiir zyz---al-.+ bez. Eyg-- eh “4 
wo € und seine Ableitungen aus (2) zu berechnen sind, so erhilt man 
eine Gleichung ©) (yg) = 0, die mit (2) zusammen die gesuchte 
Curve darstellt. Ihre Tangentenrichtung im Punkte xyz, welche wir 
die dem Elemente zugeordnete ausgezeichnete Richtung nennen und 
mit LZ bezeichnen wollen, erhilt man durch totale Differentiation von 
o”) nach &7€. 


Setzen wir 








A® = oFr™ — or” ba or” 
eo Bae\”? ’ st Ox > _ oy 

n—1 k 

M=X-+ >) >) A® oft) 
: k=0 \i=0 
(23) as . 

N=Y+ > > A® oft?) 
k=0 i=0 


und schreiben wir dx dydz statt d§ dy d§, so folgt wegen 
dz=pdz-+qdy 
fiir ZL nach leichter Rechnung die Gleichung 
(24) Mdz + Ndy=0. 
11. Analog ist die zu einem Element zyza,... a,, gehdrige 
Flaiche U lings der Curve 
(25) U(Enga,...a,)=9, VE... ay,) = 0 
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von Elementen der uw, + 1-gliedrigen Elementenschaar U = 0, V = 0 
belegt. Die ,,ausgezeichnete Richtung L’“, d. h. die Tangentenrichtung 
der Curve (25) im Punkte xyz, ist dann durch 

(26) M'dz + N’dy=0 


gegeben, wo 


. oV oV 

M’ =F, +25» 

(21) ee 
, 0 Co 

= Oy +4 De 


und die Werthe p, q aus (6) pag. 460 zu entnehmen sind. Ist nun (22) 
die partielle Differentialgleichung, die im Sinne der Nr, 9 dem Problem 
(20) aiquivalent ist, so haben wir zur Berechnung von M’N’ in (27) 
F™ statt V einzusetzen, und erhalten nach leichter Rechnung die fiir 
das Folgende wichtigen Formeln: 


m= m+ Sar ar, 


(28) 
N’ =N + 5)4)" ait”. 
Hierin sind rechts fiir p...«) ihre Werthe aus (6) pag. 460 zu sub- 


stituiren; die Gréssen £{"*” haben die in Nr. 2 angegebene Bedeutung. 


§ 4, 


Die Charakteristiken; Verallgemeinerung des Theorems der conjugirten 
Tangenten. 


12, Durch Differentiation von (22) nach « bez. y erhalt man die 
beiden Gleichungen 


M+ >) Aa” =o, 


(29) -* 
N +>) A! alti? =0, 
i=0 
die jedem Element E™ (x... a”), das (22) befriedigt, oo” Elemente 


E‘*») zuordnen die jenes enthalten. Wir sagen, dass ein H(t) der 


Gleichung (22) geniigt, wenn es die Relationen (29) befriedigt. 
Die Gleichungen 


(30) dal” == alt) da + atv dy 
kK=0,1...m 
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bestimmen oo! Elemente E+), die ausser EZ) auch noch ein be- 
nachbartes mit ihm vereinigt liegendes Element 


2+ dz--- a + dal) 
enthalten. 
Aus (30) folgt 


n dof}, id n+1—i ¢(n dy ‘abated 
i) eet Shay Ae (Ba) + (— 1h ag (22) 
v=0 
(¢—=0,1...m). 
Durch Substitution dieser Werthe in (29) erhilt man: 


n se n = : da), dy a 
m+ 34 2 7 SE@) 
i=v _y==0 a 
att dy n—i y(n) (dy\"—* | __ 
oe iPS 1)" AS (3 2) =0, 
(n) — = dal”, dy v 
w+ S140] Sw () 


i=1 v=0 
(n-+1) n—t 4(n) oy w—s 
+ Ont Xe 1) A; = 0. 


Eliminiren wir hieraus a+), sible wir die zweite Gleichung mit 


(32) 








oy multipliciren und zu der ersten addiren, so folgt 


(33) Mdx + Ndy + >) A! def? =0, 

i=0 
d. h. gentigen 2 vereinigt liegende Elemente beide der vorgelegten 
partiellen Differentialgleichung, so ordnen ihnen die Gleichungen (29) 
im allgemeinen ein und nur ein Element E+ zu, das sie beide 
enthilt. 


13. Soll die Grésse at) unbestimmt bleiben, d. h. sollen alle 


E+), die sich an die beiden vereinigt liegenden Elemente n. O. an- 
schliessen, der Gl. (22) geniigen, so hat man zuniichst: 


(34) ye 14" (33)""= 0. 


i=0 
Durch Nullsetzen des von a(t) freien Gliedes in der ersten Gl, (32) 
kommt eine Gleichung, der man mit Hilfe von (34) leicht die Form giebt 


5) SP ats (Sr he (BY) -o 


v=0 


30* 
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endlich folgt noch aus der 2. Gleichung (32): 


eo waa (Sour Gh Gy) 0 


i=1 v=0 


Die eine der beiden letzten Gleichungen kann durch (22) oder (33) 
ersetzt werden. 

Kin Streifen x. O., dessen Elemente der Gleichung (22) geniigen 
und der ausser den Relationen (8) pag. 461 auch noch die Gleichungen 
(34), (35), (36) befriedigt, hat also die Eigenschaft, dass alle Elemente 
n-+ 1 Ordnung, die sich an ihn, d. h. an je 2 benachbarte Ele- 
mente derselben anschliessen, die vorgelegte Differentialgleichung 
erfiillen, mit andern Worten, dass durch ihn oo viele Integralfliichen 
von (22) hindurchgehen, wahrend doch ein beliebiger, der partiellen 
Differentialgleichung geniigender Streifen ». O. im allgemeinen eine 
und nur eine ihn enthaltende Integralfliiche festlegt. Jede (nicht 
singulire) Integralfliche ist bekanntlich aus  Schaaren von je oo! 
dieser Streifen aufgebaut; man bezeichnet sie als charalteristische 
Streifen oder Charakteristiken der vorgelegten Gleichung. 

(n) 
dx 
von «...«™ gewihlt werden, oder, etwas anders ausgedriickt: 





Von den Grdssen - kénnen » — 1 als willkiirliche Functionen 


Zu jeder der n Richtungen, welche Gleichung (34) einem beliebigen 
Element E™ der vorgelegten Gleichung (22) zuordnet, gehirt eine 
n — 1-gliedrige Schaar benachbarter, mit E™) vereinigt liegender Ele- 
mente, deren jedes mit E™ zusammen auf einem charakteristischen 
Streifen gelegen ist. 

14. Als Charakteristiken der Hauptcoincidenz eines beliebigen 
Connexes (20) pag. 464 bezeichnen wir dem Vorigen entsprechend solche 
Streifen m. Ordnung, durch die oo viele Enveloppen n. O. der Coincidenz 
hindurehgehen. Ist (22) die zugehérige Differentialgleichung, so gehen 
unsere Charakteristiken vermége der Transformation (6) augenscheinlich 
in diejenigen von (22) iiber. Die » charakteristischen Richtungen, die 
einem Element z ...a,, zugeordnet, sind, werden durch (34) dar- 


gestellt, wenn man darin fiir pg ... a”) ihre Werthe aus (6) setzt, 


Mit Riicksicht auf die Formeln (28) der Nr. 11 verwandeln sich die 
Gleichungen (29) pag. 466 in die folgenden: 


M’ +>) at (at? — Bet) = 0 
N’ +>)4" (at? — Bi". wt) = 0, 


die Gleichung (33) ebenso in: 


(37) 
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(38) M' dx + N’ dy + A das” =0, 
wobei nach Nr. 4 
(15) 0 os” nin (afr — eer) dz + (ast? — e Bt”) dy. 


Diese Formeln lehren , dass man in die Gleichungen (35), (36) nur 
da” statt da” und M’, N’ fir M, N einzusetzen braucht, um die 
Gleichungen fiir die Charaktleristiken der Hauptcoincidenz von V = 0 
zu erhalten. 

15. Wir gehen nunmehr dazu tiber, die Theorie der Charakte- 
ristiken mit den in den ersten beiden §§ entwickelten Principien in 
Verbindung zu setzen. 

Multipliciren wir die erste Gleichung (29) mit N, die zweite mit 
M, und subtrahiren, so kommt: 


(39) Ag” Nag't? > (W AS’ — MAM) of — MAM oh — 0. 


i=1 
Diese Gleichung gestattet eine sehr einfache Interpretation 


Multiplicirt man niimlich die Gleichung (34) mit N= + M, so folgt 


(40) N An (a3) +31 1) (WAM ? mA) (qe) 


sf 


dx 


+ (— 1)" MA,” = 0. 
Betrachtet man die linke Seite dieser Gleichung als binire Form mit 
den homogenen Variabelen dx, dy so erkennt man in der linken Seite 
von (39) sofort die n'e Ueberschiebung dieser Form iiber die folgende: 


(41) att ') aml dan+i—idy! = 0, 


welche gleich Null gesetzt, die in Nr. 5 definirten n+-1 ,,Schmiegungs- 
richtungen“ definirt. Hat man 2 binire Formen k'*" Grades mit ver- 
schwindende bilinearer Invariante, so pflegi man die beiden Systeme 
von k Elementargebilden, die durch Nullsetzen der beiden Formen 
bestimmt sind, als ,,vereinigt liegend“ zu bezeichnen. Da wir diesen 
Ausdruck bereits in einem andern Sinne verwendet haben, so wollen 
wir fiir die genannte Beziehung das Wort ,,harmonisch“ gebrauchen. 

Sind also A,A,...A, die » Wurzeln der Gleichwig (34), Z die 
ausgezeichnete Richtung: so haben wir das 

Theorem. Die Schmiegungsrichtungen, welche die specielle u,- 
gliedrige Flichenschaar (2) in einem beliebigen Punkt einer Integral- 
{liiche bestimmt, sind zw dem aus den n charalteristischen Richtungen 
A; und der ausgezeichneten Richtung L bestehenden n+ 1-tupel von 
Strahlen harmonisch. 
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Dies ist die Verallgemeinerung des von Herrn Darboux gegebenen 
Satzes :*) 


»in einem beliebigen Punkte einer Integralfliche der partiellen 
Differentialgleichung I. O.: 


F(xyzpq) = 090 


sind die charakteristische Richtung: dz:dy = ¢ a a und die aus- 
gezeichnete Richtung: dz : dy = — (5 + q %): CG +- p © a) con- 


jugirt (d. i, harmonisch zu den beiden RS ky eal 
16. Wir schreiben die Gleichungen (35), (36) in der Form 


u+ Si (> (—1)' Al, (38) ) =0, 
N +e (Se 1) AY, (i2)')-0. 


Indem wir die erste dieser Gleichungen mit M, die zweite mit N 


multipliciren und oY A; setzen, folgt durch Subtraction 


da” i Le") 
y +2) ey AMLN _u> (ay Ai, iN | ae 


v=0 v=0 
da! {n) as 
—M- on Sy al? st = 0. 
v=0 
Man erkennt in der rechten Seite dieser Gleichung die n'e Ueber- 
schiebung der Form 


(42) P (7) da dann dy’ 
i=0 


iiber die Form, welche, gleich Null gesetzt, die m Strahlen: 


(43) Ay Ag...» Ava BD, Aegis. + An 
darstellt. 

Dies liefert das Theorem: 

Die oo" Elemente n. O., die mit einem beliebigen E\) der Glei- 
chung (22) vereinigt legen und mit thm zusammen dem i" Charakte- 
ristikensystem angehiren, sind dadurch definirt, dass das Schnitt-n- 


tupel, welches jedes von ihnen mit E™ bestimmt, zu dem n-tupel (43) 
harmonisch liegt. 





*) l. c. p. 24. 
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Setzt man 4% — —~™ so verschwindet nach (33) pag. 467 die n' 

+ W? 3) pag. die 
Ueberschiebung der Formen (34) und (42), also: 

Schreitet man von dem Punkte xyz der Integralfliiche zu einem 
benachbarten x-+-du--+ in der ausgezeichneten Richtwng fort, so 
schneiden sich die zugehdrigen Elemente x... «™ wnd 

a+ da-+- al” + dam 
in einem n-tupel von Strahlen, das zu den n charakteristischen Richtungen 
harmonisch ist. 

17. Nach Nr. 11 bleiben diese Gesetze auch fiir die Charakte- 
ristiken der Hauptcoincidenz eines beliebigen Connexes erhalten, wenn 
wir nur statt der Elemente 2...«) der partiellen Differentialgleichung 
die Elemente ~...a,, der Coincidenz, statt der Richtung ZL die 
Richtung L’ der Nr. 11, statt der Schmiegungsrichtungen (41) die der 
Flichenschaar (4) entsprechenden Richtungen (7) substituiren; dabei 
ist zu beachten, dass im allgemeinen nur eines der u Systeme von oo? 
Fliichenelementen 2 ...d@,,, aus denen sich eine Integralfliiche der 
Hauptcoincidenz aufbaut, der letzteren angehort. 

18, Dividirt man irgend eine algebraische Gleichung: 

m 
(44) > age = (0) 
e=0 
durch 2 — y, wo y eine ihrer Wurzeln ist, so erhilt man 
m—1 


: RY. 
(45) > ApL™—1—@ == 0) 


e=0 
worl: 


0 
oo 
An = S ays. 
’ oe 

i=0 


Die Polare von y in Bezug auf eine beliebige Form m. 0.: 


(46) a (°) boxe a} 
o=0 


ist: 

(47) ae) boy" —1—e == () 
o=VU bs 

worin 


bo = Yoo + dey. 
Man erhilt dann nach einfacher Rechnung die Beziehung 


m—1 


>\(- 1)’a, Dn—1—» =, 1)" dy bm—v 


vy=0 v=0 




















472 E. v. Weser. Flichenelemente des Raums von 3 Dimensionen. 


d. h. die bilineare Invariante der biniren Formen (47), (45) i8t der- 
jenigen der Formen (46), (44) gleich. Indem man m =n + 1 setzt, 
die Form (44) mit (40), ebenso (46) mit (7) identificirt und sich an 
das Theorem der Nr. 7 pag. 463 erinnert, erkennt man, dass die Sitze 
der Nr. 16 mit dem Theorem der Nr. 15 vollstiindig aiquivalent sind; 
tiberdies folgt das Theorem: 

Denkt man sich eine Fliche auf irgend eine Weise aus einer 
Schaar von oco* vereinigt liegenden Elementen xyza,... dy, aufgebaut 
und in jedem Punkte xyz die sugehirigen Schmiegungsrichtungen be- 
stimmt, so besteht zwischen den Strahlen l,... lita eines n + 1-upels 
von Tangentenrichtungen, das zu den Schmiegungsrichtungen harmonisch 
liegt, eine Reciprocitdt in dem folgenden Sinne. Geht man von einem 
Elemente E™ (xy2...@y,) der Fliiche in der Richtung 1; zw einem 
benachbarten Elemente weiter , so bestimmt dieses mit E™ ein Schnitt-n- 
tupel, das zu den n iibrigen Strahlen 1, ... Ua liga .- Inga har- 
monisch liegt. 

Dies ist die Verallgemeinerung des Theorems der conjugirten 
Tangenten. 


Miinchen, den 15. Oktober 1893. 











Ueber die in recurrirender Weise gebildeten Gréssen und ihren 
Zusammenhang mit den algebraischen Gleichungen. 


Von 


Frirz Coun in Kénigsberg i. Pr. 


Kinleitung. 


Daniel Bernoulli giebt im Band III der Comm. Petrop. eine 
Methode an, die absolut grésste und kleinste Wurzel einer algebraischen 
Gleichung, falls diese reell sind, mit Hiilfe der recurrirenden Reihen 
niherungsweise zu berechnen, eine Methode, welche dann von Euler 
in seiner ,,{ntroductio in analysin infinitoruam“ Bd. I, Cap, 17 weiter 
ausgebildet und auch auf den Fall imaginérer Wurzeln ausgedehnt 
wurde. Auch Lagrange und Legendre beschiftigten sich mit dieser 
Frage; ein wesentlicher Fortschritt gelang jedoch erst Fourier, welcher 
in der Einleitung zu seiner unvollendet gebliebenen ,,Analyse des 
équations déterminées“ eine Erweiterung dieser Methode in Aussicht 
stellte, die nach den von ihm gemachten Andeutungen in gewisser 
Hinsicht von Stern*) und Jacobi**) ausgeftihrt wurde, 

In neuerer Zeit ist auf die Methode nur selten niher eingegangen, 
in Serret’s ,,Cours d’Algébre supérieure“ ist sie nicht einmal erwihnt; 
eine Arbeit von Laisant***) enthiilt nichts wesentlich Neues. Auch 
der 2'° Theil der Abhandlung von Schréder}), in der er eine neue 
Methode der numerischen Auflésung von Gleichungen entwickelt, die 
er eine Erweiterung der Bernoulli’schen Methode nennt, ist nichts 
anderes als diese Methode in anderer Darstellung, wenigstens in der 
Erweiterung, die ihr schon Euler gegeben hat. 

Nur eine Arbeit von Runge}7) ist hier zu nennen, in der, ab- 
gesehen von der Ausdehnung auf variable Coefficienten, sdimmlliche 





*) Crelle’s Journal Bd, 11, S. 293: Theorie der Kettenbriiche, 
**) Crelle’s Journal Bd. 13, 8. 349: Observatiunculae ad theoriam aequationum 
pertinentes. 
***) Darboux Bulletin des sciences ... Série Il, T, V, 8, 218—249. 
+) Mathematische Annalen Bd, 2, 8. 333—349. 
+t) Acta Mathematica Bd, VI, 8. 305—318. — Diese Arbeit wurde mir erst 
bekannt, als ich den gréssten Theil der folgenden Entwicklungen, insbesondere 
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Wurzeln auf rationalem Wege dargestelli werden; sie beschsiinkt sich 
jedoch auf den Fall der Potenzsummen der Wurzeln, von dem auch 
Bernoulli ausging, und nimmt keinen Bezug auf die recurrirende 
Berechnung der auftretenden Gréssen. 

Losgelést von dem Gesichtspunkte der Auflésung der algebraischen 
Gleichungen ist die Frage nach den in recurrirender Weise gebildeten 
Gréssen [abgesehen von dem bekannten Satze, dass sie als Coefficienten 
in der Potenzreihenentwicklung einer rationalen Function auftreten] 
niemals behandelt worden. Diese Loslésung soll in dem Folgenden’ 
geschehen, indem die Entwicklungen nicht den besonderen Zweck ver- 
folgen, eine fiir die numerische Auflésung der algebraischen Gleichungen 
geeignete Methode, als vielmehr allgemeiner die Kigenschaften der in 
recurrirender Weise gebildeten Gréssen zu entwickeln, unter denen 
jene specielle von Daniel Bernoulli entdeckte nur eine einzelne That- 
sache ist. 

So werden insbesondere die Bedingungen untersucht, unter denen 
jener Bernoulli’sche Satz gilt. In allgemein giiltiger Form lautet 
derselbe: 

Werden die Grissen P, durch die Recursionsformel 

Prats = @, Papo + ao Papy-2 +--+: +aP, (n=1, 2,---, 00) 
bestimmt, wo die a,, G,,.++5 ay gegebene, reelle oder complexe Zahlen- 
grossen, die Anfangsgrissen P,, P,,..., P, villig willkiirlich sind, so 

> 
nithert sich der Quotient : ae mit wachsendem n einem von der Wahl 


n 
der Anfangsgrissen ganz unabhingigen Grenzwerth, wenn die algebraische 
Gleichung 
f(2) = 2& — ae"! — ae’? — ---—-a, =0 

eine absolut grisste Wureel z, besitet (d. h. nicht zwei dem absoluten 
Betrage nach gleiche, grisste) und in dem durch ay; dy, ..., Gy} 
P,, P., .-+, Py constituirten Rationalititsbereich irreducibel ist, und 
dieser Grenzwerth ist z,. 

Die practische Anwendung, die durch diesen Satz gegeben ist, 
tritt hier nur in zweiter Linie auf. Daneben treten andere Siitze, die 
den Fall einer reducibeln Gleichung, den absolut gleicher Wurzeln, 
sowie die Art der Anniherung an den Grenzwerth betreffen. 

Dazu kommen Siitze iiber die aus den P, gebildeten Unterdeter- 
minanten und die Grenzwerthe, denen sich ihre Quotienten nihern, 
mit deren Hiilfe sich das algebraische Resultat dieses ersten Theils so 
die Siitze iiber die Unterdeterminanten, aus denen sich gerade die rationale Ent- 
wicklung simmtlicher Wurzeln ergiebt, sowie die Ausdehnung auf variable Coef- 


ficienten schon gemacht hatte. Einiges in dem Folgenden ist daher schon in den 
Runge’schen Resultaten enthalten. 
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zusammenfassen lasst, dass sich in jedem Falle sdimmtliche Wurzeln 
einer algebraischen Gleichung durch dic in recurrirender Weise gebildeten 
Grissen P,, auf rationalem Wege mit beliebiger Anniherung ermitteln 
lassen. *) 

Im zweiten Theile werden sodann die Betrachtungen auf variable 
Coefficienten ausgedehnt. Kine solche Ausdehnung ist bisher nur von 
Runge in der erwiihnten Arbeit vorgenommen. Derselbe fasst die 
Coefficienten a,, @,..., ay theils als vollstindig unbestimmte Variable 
auf, sodass sie eine 2v-fache Mannigfaltigkeit repriisentiren, theils als 
in irgend einer Weise auf eine geringere, aus der 2v-fachen heraus- 
gehobene Mannigfaltigkeit beschriinkt. Da jedoch der Fall, in welchem 
die a Functionen einer complexen Variabelu 2 = & + in sind, fast 
alle Kigenthiimlichkeiten des allgemeinen Falls hervortreten lisst, be- 
schrinken wir uns im 2'" Theil lediglich auf diesen Fall, indem wir 
noch die Coefficienten als ganze, rationale Functionen von x voraus- 
setzen. 

Es werden so die Siitze des ersten Theils auf die recurrirend ge- 
bildeten Functionen einer complexen Variabeln ausgedehnt und die 
Beschrankungen dieser Variabilitit untersucht, unter denen die Quotien- 
ten der im ersten Theile gebildeten rationalen Ausdriicke der P, sich 
einem Grenzwerth nahern. Siimmtliche Zweige der algebraischen Func- 
tion ¢ von & werden als Grenzwerthe rationaler Functionen R,.(x) 
(k==1, 2, ..., v) dargestellt, die sich in einfacher Weise recurrirend 
bestimmen; nur in den Punkten einer gewissen, algebraischen Curve 
hért diese Anniherung auf. Die Gesammtheit der v rationalen Aus- 
driicke R,,4(x) stellt fiir alle Werthe von xz, ausgenommen die Punkte der 
Curve F'(€,4)=U, mit wachsendem » die Gesammtheit der v Functions- 
zweige dar. Da jedoch gewisse dieser Grenzwerthe lim R,,,(”) beim 

r= Ow 

Ueberschreiten von F'(&, 4) = 0 Spriinge erleiden, indem sie vorher 
eine andere Wurzel liefern als nachher, so werden die Vertauschungen 
untersucht, die eine Fortsetzung der R,,(”) tiber die Unstetigkeits- 
curve hinaus unter den Wurzeln erzeugt, und gezeigt, dass dieses 
Aufhéren der Convergenz darin beruht, dass sich die Nullstellen der 
ganzen rationalen Functionen, aus denen R,.(#) durch Quotienten- 
bildung entsteht, auf den verschiedenen Theilen der Unstetigkeitscurve 
mit wachsendem » mehr und mehr anhiiufen. ‘ 

Einige Anwendungen der allgemeinen Betrachtungen beschliessen 
die Untersuchung. 


*) Danach sind die Schlusssiitze der Abhandlung von Franz Meyer (Math. 
Ann. Bd, 38, 8.524) zu ergiinzen. 
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I. Die recurrirend gebildeten Zahlengrdéssen. 
Cap. 1. 
Allgemeine Eigenschaften. 


§ 1. 
Darstellung durch die Wurzeln der algebraischen Gleichung und Beweis 
des Hauptsatzes. 


Es sei die Recursionsformel v'* Ordnung 

(1) Paty =O, Papyr+ @, Papa +--+ a Py (n=1,2,--+, 00) 
vorgelegt, in welcher a,, a,,..., a, reelle oder imaginire Zahlengréssen 
irgend eines Rationalitiitsbereichs bezeichnen, die, was wesentlich ist, 
vom Index » nicht abhiingen. Die v ersten Gréssen P,, P,,..., P, 
bleiben hierdurch unbestimmt und _ willkiirliche Gréssen desselben 
Bereichs. Dann ist durch Formel (1) eine unendliche Reihe von 
Gréssen P,.,, P,42,... recurrirend bestimmt, deren jede aus den v 
vorhergehenden durch dieselbe Operation gewonnen wird. Die Higen- 
schaften dieser unendlichen Reihe von Grdssen sollen uns im Folgenden 
beschiiftigen. Es zeigt sich dabei eine nahe Beziehung zu der alge- 
braischen Gleichung 


ian? 


(2 f(z) = # — ae! — +--+ — a =| [ (e—«) =0, 


i=1 


deren Wurzeln wir uns dem absoluten Betrage nach ({2;| > | 2:41! ) 
geordnet denken, sodass wir hiiufig, der kiirzeren Ausdrucksweise 
wegen, sagen werden, dass die Gréssen P, selbst der algebraischen 
Gleichung geniigen. 

Ks gilt niimlich der schon von Daniel Bernoulli bewiesene 


. — ee ; ; ; 
Satz: Der Quotient — nihert sich mit wachsendem n einem festen 
n 


Grenzwerthe — und dieser ist die dem absoluten Betrage nach grisste 
Wurzel 2, von f(2)=0 —, falls nicht zwei Wurzeln den gleichen, 
grossten, absoluten Betrag haben. 

Anmerkung: Fiihrt man, wie dies z. B. Schroder (Math. Ann. 
Bd. 2) und Runge (Acta Math. Bd. 6) thun, noch einen willkiirlichen 
Parameter € ein, indem man z—<¢ — € setzt, so findet die Anniiherung 
des Quotienten an einen Grenzwerth statt, falls nicht die beiden 
Wurzeln, die am weitesten von € [in der complexen Zahlenebene] ent- 
fernt sind, den gleichen Abstand von € haben. Da es sich jedoch 
hier nicht um die algebraische Gleichung, sondern um die durch eine 
vorgelegte Recursionsformel gegebenen Gréssen P, handelt, setzen 
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wir in diesem allgemeinen Theile = 0 und werden nur im 2' Capitel 
gelegentlich darauf zuriickkommen. 

Zum Beweise des Bernoulli’schen Satzes brauchen wir eine 
Darstellung der P, als symmetrische Functionen der Wurzeln der 
Gleichung, wihrend sie durch (1) als rationale Functionen der Coef- 
ficienten gegeben sind. Nun lassen sich bekanntlich die durch eine 
solehe Kecursionsformel dargestellten Gréssen als Entwicklungscoef- 
ficienten einer rationalen, gebrochenen Function ansehen, Setzen wir 
nimlich 





worin g(¢) eine ganze Function héchstens (v — 1)!" Grades bezeichnet, 
die mit f(z) keinen gemeinsamen Theiler besitzt, so folgt sofort, wenn 
wir beide Seiten mit f(¢) multipliciren und die Coefficienten der nega- 
tiven Potenzen der rechten Seite gleich 0 setzen, dass die P, der 
Recursionsformel (1) geniigen miissen; aus den P,, Boe s+ +p So. 
stimmen sich dabei die v Coefficienten von g(z), resp. umgekehrt. 
Andrerseits kénnen wir jenen Quotienten zuerst in Partialbriiche zer- 
legen und jeden Bruch einzeln entwickeln: 


g(z) S 9%) ae) _ 8 
r(@) -Q 70 %) (@— 4) "a7 r(%) » 


) 


EP ce 


n=1 





Sonach ist 


a; g nt Y .a— wt 
(3) Py: -> oe = Oe pty +. -<ee, 


(n= 1,2,..., 00) 


wobei die C,, C,, ..., C, von » unabhiingig sind. In (3) haben wir 
die Darstellung der P, durch die Wurzeln von f(z) = 9, falls diese 
von einander verschieden sind. 

Specielle Fille der P,, die von Interesse sind, erhalten wir 

1) fiir g(z) = 1: 
Dann ist 


? 


P= > = (n= 1,2,..., 00) 


woraus s 
P, =0, P, =-(Q,....2R1=0, i =—1 
folgt. 
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2) fiir g(z) =f (2): 


er 
n—1 
P= >)8i = Sn-1) 


{=a 1 


d. h. die P, werden in diesem Falle die Potenzsummen s,_; der 
Wurzeln. In der That ist fiir diese die Formel (1) nichts anderes als 
die Newton’sche Formel 


Snty = G Satyr ++ + + dySn (n= 1,2,..., 00), 

nur bestimmen sich hier die Anfangsgréssen in specieller Weise 

Sk = Gy Se-1 + Ay Se-2- > fais, f-ak (k—1,2,...,2). 

Anm. Diesen letzteren Specialfall der Potenzsummen fasst 
Bernoulli allein ins Auge, Euler macht schon die Verallgemeinerung, 
wihrend wieder Lagrange einige Vortheile des speciellen Falles bei 
der numerischen Berechnung hervorhebt. Wir lassen g(2) ganz 
unbestimmt. Einen speciellen Fall der P,, stellen auch die Potenzen 
der Wurzeln selbst dar, fiir welche 1) in 2) tibergeht, nur gehdren 
dann P,, P,',..., P, nicht dem Rationalitiitsbereich der Coefficienten 
(ly) Ay, 20+, Gy aD, — 

Mit Hiilfe von (3) folgt nun der Beweis unseres Satzes so: 

Lassen wir » unter der Annahme, dass z, die dem absoluten 
Betrage nach grésste Wurzel sei, ins Unendliche wachsen, so wird 
unter Vernachlissigung verschwindend kleiner Terme 


£ 
(4) lim —t* — g,, 


womit der oben aufgestellte Satz bewiesen ist. 





Nur wenn |z,|=|2,| = @ ist, bleibt die Frage der Convergenz 
gegen einen Grenzwerth noch unentschieden. Wir wollen annehmen, 
dass nicht auch |z,| = @ sei und drei Fille gesondert betrachten, deren 


Trennung sich von selbst ergiebt, wenn wir uns, wie es spiiter zeit- 
weise geschehen wird, auf reelle Coefficienten a, beschriinken: 


@) 24,=48,, b) 24,—— 4, ¢) |2,| = |2,| und nicht 2,2? = z,?. 
Im ersten Falle hat f(¢) mit f’(z), im zweiten f(z) mit f(—2) einen 
gemeinsamen Theiler, welche sich beide, wenn es sich allein um die 
algebraische Gleichung handelt, rational beseitigen lassen. Betrachten 
wir hingegen die P, fiir sich, so gilt im ersten Falle immer noch 


unser Satz, im zweiten und dritten indessen findet keine Con- 
vergenz statt. 


&) % = &£. . 
In diesem Falle tritt an die Stelle des Ausdrucks (3) fiir die P,, 
der nur fiir verschiedene 2; gilt, ein anderer, den wir sofort fiir wu 








lie 
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gleiche Wurzeln 2, = 2, =--+ = 4, aufstellen wollen. Zu den uw zu- 


sammenfallenden Termen z*-!, gt-1,,.., et von P, treten niim- 


lich in bekannter Weise die u — 1 Differentialquotienten 


(n — 1) a, ("5') wre ema a 


hinzu, wie sich natiirlich auch direct aus der Entwicklung von 


2-5 
f(2) ee +3 2 &— % 


k=u-+l 


prone Hee 


ergeben wiirde, Dann hat P, die Form 





‘ ye , = n- —1 er Me 
(3a) P,=C,' et 4a (*T all +: + O5(87 4) 
a C, att Spt +:-:-+ Cyey 


k= 
ale + u—l n—1 —2 n—1 n—1 
= fort! + 0 ("7") +--+; (Rife Doar. 
k=u-+1 
Gehen wir hierin zur Grenze » = oo tiber, so wird der letzte Term 
des Klammerausdrucks, dessen Coefficient C,’ nicht verschwindet, alle 
andern iiberragen. Sonach wird 


3 (2 yi 

2 

R\ W n'+-1 = A— _— ” —— ZA ae 

5 I = ——___—_ 4, =8 
0) =. a ame) on—d m—a+i“t 1? 


sodass unser Satz auch fiir w gleiche Wurzeln Geltung hat. 
b) 4, = — &. 
Dann ist 


i=v 


Paps Ciel + Opel + + Gel (6, + (— I Cadet + Dp Gael. 


Ist nun 
C,2+0,, 


so wird mit wachsendem » das erste Glied alle folgenden iiberragen und 


P ; yn C, 1 
lim —*+! — atts <. ee —%=ae, oder — 4%, 
ame “6 44+(—-0"" G, 
wenn 
Ci, +0, 
6 —0,=% 


gesetzt wird. 
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P 
Der Quotient = nihert sich sonach nicht einem bestimmten 
n 
Grenzwerthe; aber es wird 
| ae 

(6) lm —" — 2,’ 

2,?. 

no iM 


D. h. der Quotient zweier durch ein anderes getrennter P, convergirt 
gegen 2,”. 
Ist aber 
C7.= + C, 
[was eine Bedingung fiir P,, P,, ..., P, enthilt, die z. B. im Falle 
der Potenzsummen erfiillt ist], so wird entweder 


» 
v 
> 
Pati C, 2,” Pris 22,°t! 
D -_— a a = 9 
A 22," 1 P, ( C, 2," 
aiso 
lim = 24? = 2,2 
n=@ n 
oder 
P > 
Puta 2," Pais C, 2,°+ 
y - ? 
; ¥. C,2,"— P, 4 22," 
aiso ‘ 
lim pe = 2,7 
n= n 


n-+2 = 
wt? me a)? + dn, 


so wird 

Pass t A 

ae a? , SS ie eo ye 
P ~~ we + 4,, P — oy + Gay «+05 
n+l n-+2 
wo 
lim 6) — 0 

= n=—@ 
ist. 


Sonach treten hier sogar in der Reihe der Quotienten 


Pr 2 . +3 
¥, ? Fate" 
zwei Grenzwerthe auf, wir kénnten auch sagen 
# t 
° n-+1 ~ n+2 9. § 
(7) lim —5—p = #,74;". 
n=@ n—1“n 
a 
c) |%,| = |2,| 
2=oc', £=—ocr' 
und weder 
Per 
noch 


gp=x+y. 
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Dann gilt zuniichst der Satz: 
Wenn sich der Quotient > — mit wachsendem n einem Grenzwerth & 


n 

niihert, so ist € eine Wurzel von f(z) = 0. 

Unter der gemachten Voraussetzung muss sich nimlich bei 
gegebenem 0 ein Werth von m so gross bestimmen lassen, dass 

D 

| Z a 2 a <0 fir m=2,3,.. 
| ~ 2--m—1 n 
wird, Also 


Poin , 9 
P_ =€+ 0), (m = 1, mys  % 


> 
n-+-m—1 
wo 
, |On| %— 0 
ist. 


Nun wird mit Benutzung der Recursionsformel (1) 


(+95) (E+ Oya) +++ (E+0/) = a,(E + 94) --- (E+90/)+--- 
ie 5 y-1(§ + 9,’) + a 


oder 


f(§ + ia , a ay ir 7 a. &” “Bu eee Ay—1 — a, = Eny 


wobei «, mit wachsendem » gegen Null abnimmt, w. z. b. w. 
Betrachten wir zuniichst den speciellen Fall der Potenzsummen, 
so wird 


Pate a gn tt + ant snl antl 
Pasi at gt e.g” 
Nun isi 


\2t + 23| = @"/(cosn@ + cosnyp)? + (sinng + sinn yp)? 
n(p—¥), 


= 20" cos 
? 2 


Da @ > |2,| ist, wird mit wachsendem » 


n n 
2 Zz 2 | — | n 
n 2 | | &s 





n=O | 23 


werden, mit Ausnalhme einzelner discreter Werthe von » {die Fiille 
=v, p=x-+¥v sind schon erledigt, im letzteren nehmen diese 
disecreten Werthe von » die Hilfte aller Werthe ein]. Also wird im 
Allgemeinen 
yaa orth 4 gett 
n-+2 7 1 = 
P, +1 i+ 





zu setzen sein. Wenn sich dieser Quotient einem Grenzwerth niiherte, 


Mathematische Annalen, XLIV. 81 











482 Frirz Coun. 


so kann es nur ¢, (oder, was dasselbe ist, z,) sein, denn ¢, kénnte 
nur fiir einzelne Werthe von » in Betracht kommen. Da aber 


} at a +1 | a 
| 1 + 


| +8 


a et Ze — &% 


on = ; _— 
at + 23 2 cos = 9) 


— g = | - 
1 


ist, so ist diese Annahme falsch, der Quotient hat keinen Grenzwerth. 
Im Falle der allgemeinen P, lassen sich nun stets die Potenz- 
summen durch die P, linear und homogen darstellen. Denn aus 
= gr-i ee yn+v—1 
a C, art + + C, a ’ 
2 aan ae y—2 1 gn+v—2 
| ola C, at + ies +> C, eet ? 


Pp oan i? ail o 

Pass = C, +---+G24 
folgt: 
sn = et + 23 + a tle + ay — b, Pots + b, Pato-s + r - + b, I ng 
wenn die b,, b,,..., 6, so bestimmt werden, dass 


C, (0,47 + 6, ++ +b, 4 Fb] =H 1 b= 1,2,..,”) 


wird. 


2 
n 


P 
- ° 1 e . eo 
Wiirde nun der Quotient > sich dem Grenzwerth 2, niihern, so 


r 


miisste sich eine Zahl m so gross bestimmen lassen, dass 


2 
Pigs i - F) fii aia ; 1 
Pp —%\ < ir n=m, m+], 

n 


wird, wo 0 eine beliebig vorgeschriebene Grosse bezeichnet, oder noch 
weitergehend so, dass 


} n't, &... 


n=m, m-+]1,..., 00 


Piss 
P,, 


l Mee Vv 
—2¢.|< 0 fiir 7 


wird. Also 


Pati = (2! -{- En+i 0) Fr. ; 
wobei 


| Ent | x 1 
ist. Daraus folgt aber 


Sp—1 = DB, Paty—1 + by Patra +--+ +b, Pra 
= P, {b, a + by ee? eed, +8 (b, bnpr—1 +b Bn —2 
+ +++ 4D, é)} 
— Pale + ont, 
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wobei wieder 0, unter eine gegebene Grosse 0’ gebracht werden kann. 
Folglich 


1 
+8, 
8 =) C, — Pasa 2 


1 iy 
n—-1 af n 
C, + ¥. 


Mit wachsendem » wird demnach, da C, endlich ist [C, = 00 wiirde 
f' (4x) = 0 bedeuten, und in der That findet ja im Falle einer Doppel- 
wurzel Anniaherung an einen Grenzwerth statt] 


? 8 = a 
lim —~-= lim +" = 


n= “n—-I1 n= n 


ZR 


Dieses ist aber unmdglich. Sonach kann fiir keine irgendwie 
gewihlten Werthe von P,, P,,.... P, Anniherung an einen Grenzwerth 
stattfinden, sobald die beiden, grissten Wurzeln 2,, 2, denselben Betrag 
haben, ohne gleich zu sein. 

Analoges ergiebt sich, wenn mehr als zwei dem absoluten Betrage 
nach gleiche, grésste Wurzeln vorhanden sind. 

Fiir den Fall reeller Coefficienten a, spricht sich das Resultat 
kurz so aus: 


P 
- a-+1 eo 
lim > =; 


n= ow n 





gilt stets, sobald die absolut grésste Wurzel ¢, reell und keine andere 
ihr entgegengesetzt gleich ist. 

Die Wahl der Anfangsgréssen P,, P,, ..., P,, d.h. von g(z), hat 
hingegen keinen Einfluss auf den Grenzwerth, wenigstens solange /(z) 
und g(z) keinen gemeinsamen Theiler haben. 


§ 2. 


Fall einer reducibeln Gleichung f(z) = 0. 


Solange g(2)unbestimmt bleibt, kénnen die bisherigen Betrachtungen 
keine Ausnahme erleiden; sobald jedoch g(z) speciell gewiahlt wird, 
kann es vorkommen, dass der Quotient sich einer andern Wurzel als 
2, niihert. Es wurde nimlich vorausgesetzt, dass /(¢) und g(z) keinen 
gemeinsamen Theiler haben, was sicher der Fall ist, wenn /(¢) in dem 
durch a,, @,..., @, P,, P,, ..., P, gebildeten Rationalititsbereich irre- 
ducibel ist. Haben jedoch /(z) und g(z) einen gemeinsamen Theiler h (2), 


so fallt dieser aus dem Quotienten a heraus. 


g (2) = 9, (2) h(®), g(2) __ n(2), 
f(z) = f, (2) he), f@ he 
81° 
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P 
. . ° +1 * 
Demnach wird sich der Quotient > der absolut gréssten Wurzel 
n 


von /,(2) =O niihern. In welcher Weise “dieses an den P,, selbst 
hervortritt, ergiebt sich leicht. Die P, geniigen schon der Recursions- 
formel niederer Orduung 
f, (2) = 0. 

Wir fragen daher jetzt allgemeiner: 

Kénnen die P, zwei verschiedenen Recursionsformeln geniigen? 
Es sei in abgekiirzter Schreibweise 
(1) Pay — O, Papy —+++-— a, Pr = f(z) =0 
(2) Paty — 0, Papua — +++ — bu Pu = (2) = 9. 


Dann gelten die beiden Entwicklungen 

a 
‘ g (2) TP, y (2) 
(3) 5 


Sei nun 7'(f, p) = 7'(z) der grésste gemeinsame Theiler von / (2) 
und g(z), so ist 


(4) f)\=-fKOT), 92)—9,)TE). 
Also 
(5) g@) __ yf) 


A@) (2) 

Da nun /,(z) und g,(¢) theilerfremd sind, muss g(z) durch /,(2), 
y(z) durch g,(z) theilbar sein. Sonach wird 

(6) a a I) 


n=1 


D. h. geniigen die P, zwei verschiedenen Recursionsformeln, so geniigen 
sie auch dem grissten, gemeinsamen Theiler derselben. 

Geniigen die P, «wnserer Recursionsformel (1), so muss die 
Recursionsformel niedrigster Ordnung, der sie geniigen, cin Theiler 
von {(2) = 0 sein. 

Geniigen die P, der Formel (1), so geniigen sie auch allen 
Recursionsformeln 

(2) 9(@) =9, 
in denen f(2) als Factor enthalten ist. 

Sonach folgt sofort: 

Kine rationale Recursionsformel niederer Ordnung als (1) kann fiir 
die P, nur bestehen, wenn f(z) reducibel ist. 

Kiner irrationalen Recursionsformel kéunen die P,  itiberhaupt 


nicht gentigen; denn wiire eine solche niedrigster Ordnung von der 
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ues Ordnung, so wiirden sie auch allen andern w'** Ordnung geniigen, 
die dadurch entstehen, dass wir die irrationalen Coefficienten durch 
ihre conjugirten Werthe ersetzen, da ja die P, rational sind. Daraus 
wiirde sich aber eine Recursionsformel niederer als u‘** Ordnung ergeben, 
was der Voraussetzung widerspricht. 

Ist nun aber /, (2) ein rationaler Factor von f(z), so ist klar, dass 
die P, wirklich der Kecursionsformel /, (2) = 0 schon gentigen, wenn 
nur die Anfangsgréssen P,; P,,..., P, diese EKigenschaft haben. Es 
sei nimlich 

{(é) = #!—(a, +8) 2” — (a, —a,£)2”-! —--» — (ay —ay_-1£) e+ ay 
= (¢— €)(2”—a,2”"'—---—a,) =0 


die vorgelegte Gleichung, so ist 


Prtota = (4, +8) Paty + (@y— 4) Paty + +> 
2+ + (@,—ay-18) Pati — HEP, (n=—1, 2,... 00) 
oder ‘ 
(7) Prtopi—@ Pry —+++— dy Paps =E( Page — a, Pao — +++ — dy Pr) 
=0"(P,4,—a, P,—---—a, P,) =8 A, 
wobei A nur von den Anfangsgréssen P,, P,,..., Pi41 abhiingt. 
Im Allgemeinen sind dann die beiden Recursionsformeln, die zu 


f(z) = 90 und fo =0 gehoren, nicht fquivalent. Ist die zweite 


erfiillt, so allerdings auch die erste, aber nicht nothwendig umgekehrt, 

sondern nur dann, wenn den Anfangsgréssen die Bedingung 

(8) Py = a, Py + a Pyi1+---+a,P, 

auferlegt wird; in diesem Falle sind die durch die beiden Recursious- 

formeln gelieferten Gréssen P, einander gleich. Sonach folgt der 
Satz: Damit die Grissen P, schon einer Recursionsformel niederer 

Ordnung als (1) geniigen, muss f(z) = 0 reducibel sein; damit dann die 

P,, dem rationalen Factor f,(2) = 0 geniigen, miissen P,, P.,..., Py 

dieses thun; dann gilt es allgemein. 


P ; 
In diesem Falle nihert sich der Quotient + natiirlich der ab- 
n 


solut gréssten Wurzel von /,(¢) = 0. Umgekehrt: 
Nihert sich mit wachsendem » der Quotient der Wurzel 2, und 
nicht g,, so muss die Gleichung f(z) = 0 rational zerfallen und die 
P,, geniigen einer Recursionsformel niederer Orduung, deren absolut 
grésste Wurzel % ist. — 
Somit kénnen wir nunmehr in jedem Falle iiber den Grenzwerth, 


P 


° ° Ly 
dem sich der Quotient —4* 


p> mit wachsendem » nihert, Bestimmtes 
n 


aussagen und unsern Hauptsatz so aussprechen: 
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) 
Satz: Der Quotient =a der durch die Recursionsformel 
n 
Paty = @, Papy-1 + +--+ av Pr (n= 1, 2,..., 00) 
definirten Grossen P, nihert sich mit wachsendem n der absolut grissten 
Wurzel von 
f(2) = 2” — aye”! — ---a, =), 
falls f(2) in dem durch a,, d.,..-,a, [und P,, P,,..., P,, falls wir diese 
einem erweiterten Bereich entnehmen wollen,| gebildeten Rationalitits- 
bereich irreducibel ist, auch noch wenn 2, = 2%, ist. Nur wenn bei 
serfallendem f(z) P,, P.,-.-,P, schon einem rationalen Factor von f(2)=0 
geniigen, kann ein anderer Grenzwerth auftreten. Ist endlich |2,|= \2.|, 
ohne dass 2, = 2%, ist, so findet keine Anniiherung an einen Grene- 
werth statt. , 

In den beiden oben erwibnten Specialfillen g(z) = 1, g(#) =f" (2) 
kann stets nur die absolut grésste Wurzel als Grenzwerth auftreten, 
und auch sonst kann nur im besonderen Falle die Wahl von P,, P,,...,P 
auf den Grenzwerth von Einfluss sein. 

Heben wir hier noch den speciellen Fall hervor, dass f(z) ein 
Factor von z* — a sei, sodass simmtliche Wurzeln denselben absoluten 
Betrag haben. Die P, geniigen dann nicht nur der Recursionsformel 
f(2) = 0, sondern auch 


z&#—a=0Q, 
d. h. es ist 

Pitz = oP, (m=1, 2,..., 00). 
Die P, wiederholen sich dana periodisch unter Multiplication mit dem 
constanten Factor a. Umgekehrt kénnen sich die P, nur dann 
periodisch (abgesehen von einem constanten Multiplicator) wiederholen, 
wenn die Recursionsformel niedrigster Ordnung, der sie geniigen, ein 
Factor von 2* — a = 0 ist. 


Es tritt nun weiterhin die Frage auf, in welcher Weise die An- 


:' Pas :; 
niherung des Quotienten—**' an den Grenzwerth stattfindet. Setzen wir 


: wi 
> 
(9) qd = 34, 
n b A ; 

also 

lim gi) = 4, 

i= WD 
und 
(10 jv) Pott Pa = g®) : (1) #, 12, 1 Fa 

) n P, ee dn _~2" PP 
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e (1 ° ome ° e . 

so giebt d)’, die Differenz zweier aufeinanderfolgender Quotienten 
oder auch zweier aufeinanderfolgender Abweichungen vom Grenzwerthe, 
ein Mass fiir die Schnelligkeit der Anniherung. Nun war 


, = S399) 9 
i=1 r( a) 
9 Fs coal rG ws) 9(%) 
f. ) A ne = os a . &— ah . oe 
+1 1 > ( i k k YF z) F (*%) 
(i, Kanl, 2,..., 9). 
Sonach wird fiir wachsendes », wenn 


|2,| > |#| > [4s 


Also 





ist, 
2 n—2 n—2 so 9 (4) g (2) a8. - 
Pras Fouts — Ps = fy a3 (z — &)° oat , (é,) = C 4 gy £3 sr 

_. Piso? — Pie 
(11) lim —°3°—* Soe 5, 85, 

azo P,.,P,.—P, 7 

(1) 2 

(12) lim gi? = = lim nt = lim Pate? Patt Pat om 

n=@ =o OY nee Pai Py, —P? Pag 4 


Satz: Die Differenzen eweier aufeinanderfolgender Quotienten nehmen 
im Verhiiliniss 2 ab, sodass die Anniherung um so schneller vor sich 
geht, je mehr 2, die Wurzel z, iiberragt. 

Um nun auch weiterhin die Anniherwig zu bestimmen, mit der 
sich der Quotient g® dem Werthe : nihert, miissen wir einige all- 
gemeine Siitze einschieben. 


§ 3. 
Einige allgemeine Satze iiber recurrirende Reihen. 


Satz 1. Geniigen zwei Reihen von Grissen P,, Qn den Recursions- 
formeln 


Pat, a Pato “oe Say tty, E a = f (x) om (a — x) = 
faz] 
(1) k=, 
Qn4r, — Oy Qntr—-1— +++ — Oy, Qn = (y) =| | (y—%) = 9, 
kanl 


wobei f(z) und (2) keinen gemeinsamen Theiler haben, so geniigt 
a) die Summe oder Differenz 
(2) Ry, — P, + Qn 
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der Formel 


(3) Rar —€, Rate —---—¢h, = f(2) ¢ (2) 
i=" k=", 
=[] (2 — x) | [ie—w = 0, 
i=1 k=1 


(v=v,+ %), 
b) das Product 


(4) ps =—_ Fu On 
der Recursionsformel 
(5) Ra+y = Gy Ra+y—s —---—¢,R, = | | i, Xi Yr) = 0 


é=1,2,---9, 
heli 
(v=, ¥,). 
Beweis zu a): 
g(a) 2 vy) __ HV@n 
f(x) y) ; 
9(2) + y (2) aia g(2) p(2) + y(2) F(2) = 7 
f(2) — (2) f(2) (2) ahd 


sodass R,, nach dem Friiheren der Recursionsformel 
- f(2) p(2) =9 
geniigt. 


. Haben f(z) und (2) den gréssten gemeinsamen Theiler 7'(/, ¢), 


so fallt dieser aus dem Quotienten oe Lyf heraus, und es geniigen 


die R, sonach schon der Formel 


f(2)9@) __4 
T(f, 9) : 
Ferner folgt, dass, wenn eine vorgelegte Recursionsformel zwei 
rationale Factoren besitzt, und die P, dem einen, die Y, dem andern 
Factor geniigen, P, + @, dann der vorgelegten Formel geniigt. 
Beweis zu b): 


Aus 
i=”, k Yo 
ay 
) n—1 \) n—1 
Pi, > Ait, Q. = > Bry? 
f=a i k=l 


ergiebt sich 
R,, = P, Qn = >. A, Be (2% Yx)" : 
¢=1,2,-+-,%, 
uate) 


Hieraus aber folgt unter Anwendung des eben bewiesenen Satzes 
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auf irrationale Factoren, dass R,, einer Recursionsformel geniigt, deren 
zugehorige, algebraische Gleichung die Wurzeln 2; y, besitzt. 

Wir kénnen iibrigens auch so schliessen: Da von den Producten 
P,Q, nur v,v, linear unabhiingig sind, so muss fiir die R, eine 


rationale Recursionsformel yv, vy," Ordnung h(z) = 0 bestehen. Da 
nun 
- Ras a a . @ 
lim —"t* = lim —“# lim 4" = a, y 
~ ae fa) ivi 
n= n n= n n=n Un 


ist, so ist a, y, die absolut grésste Wurzel von h(z)—0; dann 
miissen aber auch alle iibrigen Combinationen 2; y, Wurzeln von 
h(z) =9O sein, und da ihre Anzahl = ,y, ist, so wird 


h(@) =] [i — Xi Yr). 
(a3) 
Satz 2. Besteht die Recursionsformel 
(6) Parry = G, Pragya + ay Pape — +++ a Pr (n=1, 2,--+ 00), 


so geniigt die Unterdeterminante k'er Ordnung 





| Pp 
| n+k—1) Prtpi-2; a | n 


(7) | Prti-2; } k-3) +e 99 Pax er + | Prty—a sic Pre 
| ° tos <a ae vb ee eae (9, h = 1,2, sow 
Fas P,-1) eee P,, k+1 


einer Recursionsformel 
(8) fel) =, 
deren Wurzeln die Producte der Wurzeln der urspriinglichen Gleichung 
zu je k (verschiedenen) sind: 
(8a) f(z) = | ] (¢—4%,2,...%,) =O (K=—1,2,...). 
oes 
( ig <i 


ad 


‘ 


Daraus folgt dann weiter sofort 
° ol - 5 
(9) lim —2t!* — BySg « > Me; 


falls |2,| > |Z41| ist. 


Beweis. Aus 


folgt 


ees: 


Seren apes ye 


———— ne eras 
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Pru Pr = P* os > Cyn (Z4n)" -, 


g4 
g<h 


woraus sofort die Richtigkeit des Satzes fiir k = 2 erhellt: 
Die Unterdeterminanten 2'* Ordnung geniigen der Recursions- 
formel 
(2 om 2) — 0, 


- = 1, 2,---9 
g<h 


deren Wurzeln die Producte der Wurzeln von /(2)==0 zu je zweien sind. 
Auch den allgemeinen Fall wiirden wir aihnlich beweisen kénnen ; 
doch ist der Beweis noch kiirzer mit Hilfe des Determinanten - Satzes 





| Pata, o 0 % Puss | Patt “ly * © 99 P, 
1 | | 
ibe . ° a“ | ~~ a ee < - |] 
1 Patt, «+ + Ponte | Lon» oy Eines | | 
Bott-t> e 2- 9 Fe Fatt-8> ee 99 pA -1 | 
Peat 6 6 8" se ohy a ee . as, 4 
Fas ° " Fe. k+1 Ponts oc 0 % Pos | | 
| Pati, *e 4 Fe | Pati 2p * * 9 a | 
lp > i > 
P.,; «gy Oe k | Pos ae | P,,-x-42 | 
oder 


Pots k—1 P | 
. ’ n, k—1 
ne i= Pi, i Re k—2) 


(10) 
| or Pet, i | 


durch den die Determinante k'* Ordnung P,,, auf solche (&— 1)‘ und 
(& — 2) Ordnung zuriickgefiihrt wird. Mit Hiilfe des soeben fiir k = 2 
schon bewiesenen Satzes und der Umkehrung von 1b) folgt hieraus, 


dass Satz 2) fiir allgemeines & gilt, wenn er fiir k — 1 und k —2 
gilt. Nun ist er fir k= 1 und k = 2 bewiesen. Also gilt er 
allgemein. 


Sonach wird auch 


/ . Pe -1,k 
(9) lim a == 2,8, ... Sky 
falls nicht 


|2:| = 2-41 | 
. . = : ° ~ ° pay ' 
ist, und die Anniiherung geschieht im Verhiiltniss “**, falls 
“h 


F Sr41| > | Ze+2| 
ist. 
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§ 4. 


Die Art der Anniherung an den Grenzwerth. 


Setzen wir 


r. 
ne ce vl (1) — git) — gM 
P, =a) Pa ee ot ’ 
ji) 
atl __ (2) mn. Ad. 2a 
(1) 6”) ae Gn ? sp qn 7 d( , 
n 
(2) 
On4t a= gf?) g®). — g) <= §@) 
g@) Pa bs +1 n? 
n 


so wollen wir zeigen, dass die 0, mit wachsendem » im Allgemeinen 
gegen 0 abnehmen, die qg, aber sich festen Grenzwerthen nihern. 
Oben fanden wir schon 


° ; . 3 Be 
(2) lim q)=2,, limg)=-=, 
n—s ~!1 
wenn 
~ |2,| - | Z| a &s | 
ist. 


Die Bestimmung von q‘) wird schon complicirter. Aus 


(3) q(?) = Puts P a — mH *. -1 Pb Pat 
Posatens— a Pst Pao Past 
folgt . 
Prive Py Poit,s Pant 
y Potty? Pit Pas Py 
Pao Papi P12 Ps 


gegen welchen Grenzwerth dieser Ausdruck con- 


Ks fragt sich, gege 


> 


, : rus ‘ , 
vergirt. Der Quotient —_ nihert sich dem Werthe 2, im Ver- 
hiltniss = (d.h. so, dass die Abweichungen im Verhiltniss ~ abnehmen), 

“1 


% 
"ott, 2 
a ). 


n,2 








: I i ———— 
der Quotient dem Werthe 2,2, im Verhiiltniss = (|4,| > |4, 
2 Ze 


Ist nun 
29| 25| 
a) \22 > Ree 
14 |#2 


so wird die letztere Anniiherung schneller vor sich gehen; man wird 
bei wachsendem » 


Pr42,9 =. Pri pe Pia 


,) ) ? * 
d n-+1,2 I n, 2 i n—1,2 








a 
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setzen kénnen und erhilt dann 


4 li (3) —— li Fi P ! —, 
(4) im q!? = lim 5, — = 


nrn—@w n-—D n 





so wird umgekehrt die erstere Annaherung schneller vor sich gehen, 


also 
> > a) > 
5) lim g®) = lim Pata? Pati2)\, (Putte Pao \_ % 
(: q. — P P . P Pp = - 
r= @ n=o n-+1, 2 n, 2 n,2 n—1, 2 “2 
werden. 


D.h. Die Anniherung des 2'" Quotienten q°) an den Grenzwerth 


2 » ° , ee . 2 z. . ° 
— erfolgt im Verhiiltniss 2 oder *, und zwar immer im langsameren, 
i “4 Ze 


d. h. grésseren, — 
Der Grenzfall 





ist noch besonders zu behandeln. 

Nun wird 
— (41% + 8p) (21H epi) — (41% + ena) (eng) 
(4142+ 81) (2 ene) — (4122 + 8, 2) (41 + &,) 
En a 1 + %2(F__4 re ®n41) 


A el &, 2 + ®(En- = @,)’ 


(35) - 
Gn 


wenn 
z P ‘ 
n+1 n-+-1, 2 a , 
_ om 6, + En» -. — 1 “2 + En—1 
n n,2 
gesetzt wird und kleine Gréssen héherer Ordnung vernachlissigt werden. 
Ferner ist aber 


. é z ‘ é z 
lim ———, lim — = 2. 
n=o@ “n—1 2 n=o ®*n—1 a 
Sonach 
~ ~ ~ ~ WA 
&3 (&s ? » 2 &2\* 
7a. G 7 i) En—2 + 3 © (1 (*) ) En—2 
q'3) == 2 2 % a? . ; 


Co)eata (HQ) as 


Wir wollen nun die beiden Specialfille 


fg Ss ‘i 
a in ao 
% ra a 2 


vorwegnehmen, weil sie bei reellen .Coefficienten allein auftreten 
kénnen, [Ist niamlich 


|2,| > |£2| > |25| > lal, 
so miissen in jenem Falle z,, 2,, 2, reell sein]. 
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a 2 Z . . 2 2 
Fir 2=—+2+ wird lmg)=—2=—4, 
od 4, n=o ” & &, 
a ge) 
= —-= wird fim 8) 9g?) = tim Outs ® 
Gn+ 
Zs Be ae) 


Ist hingegen 


m 








|) | 
| % | &g | 
ohne dass 
a 25° 
% 2," 


ist, so niahert sich g® keinem Grenzwerthe. 


So verschiedenartige Fille treten zB. schon bei Gleichungen 
3'= Grades auf, wie wir spiiter noch an einigen Beispielen sehen werden. 

Wir kénnten nun ebenso wie g® auch die folgenden Quotienten 
untersuchen; da jedoch aus der Art der Ueberlegung an sich klar ist, 
dass die Trgnnung in verschiedene Unterfiille sich mehr und mehr 
steigert, so fiihren wir nur noch das Resultat fiir g, wie es eine 
Discussion der vereinfachten Ausdriicke fiir q® ergiebt, an: 











limg® =¢,, limg®@=—2, 
% 
a) |2|>|*|, limg®—*, limg = 
. as| ~ |ee\? qs. Th 2,’ 
" \"2 1 1 
2 | lz , 2 
b) [2] < [fp lima — 2, 
. 2, 8, 
(6) we ee ‘ 
#8) | "4 ; (® ao “8 
ri > |S lim g® = ~ 
) a |25|? In fy? 
&| | 24| li (4) — *4 
|< |= im g) = + 
B) A ~ [esl In &% 


Es lisst sich dieses Schema dann leicht erweitern: 


: . ‘ fe 
limg® =2,, limg® ==, 




















i 
| — |% _ @ ‘ 
2 }“3 a bana 24 
a) oa > Fat lim g\ 3 (k=3,4,...) 
le le ~ 
“2 “3 > ae 
b) |2|< ||, lim @ = %, 
(7) “a1 1-2 ba 
‘ &s| % : k) — %38 — F 
@) a > lS) lim gi} ==, (k= 4, 5,...) 
2 #3! “2 
B) || < |%|, lim gi?) = 
lel > |23|’ _ a, 
Doch gilt dasselbe nur unter gewissen Beschrinkungen, die theils 
die Irreducibilitit der Gleichung f(z) = 0, theils die Wurzeln 
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selbst betreffen. Wird niimlich die vorgelegte Gleichung reducibel, 
so kann z. B. 

; ) ons 

lim q) = ¢,, 

a=@ 
aber 

lim g®) = = 

a=o “= 
werden ; nach dem Friiheren geniigen dann die P,, schon einem rationalen 
Factor von f(z) = 0, welcher die Wurzel 2, nicht enthilt. 


Zum Schluss dieser allgemeinen Betrachtungen wollen wir noch 
einige Folgerungen fiir den Specialfall von lauter reellen Coefficienten a; 
ziehen, bei dem wir uns etwaige gleiche oder entgegengesetzt gleiche 
Wurzeln beseitigt denken. Die Anniherung der verschiedenén Quotienten 
an ihre Grenzwerthe geschieht dann bei lauter reellen Wurzeln in 
geometrischer Progression und ist um so schneller, je verschiedenere 
absolute Betriige die Wurzeln haben. * 

Treten hingegen imaginiire Wurzeln auf, so findet eine durch- 
giingige Convergenz gegen Grenzwerthe nicht mehr statt. Ist z. B. z, 
imaginar, so nihert sich g) nicht einem Grenzwerthe, da ¢, dann 
denselben absoluten Betrag hat. Dagegen wird 

Puta Pa — Pw 


lim att = oy 2o 
rn—=@ Puss P “a Ppa 


- n—1 ‘ 
sein. 

Ist aber 2, reell und 2, imaginiir, so wird zwar 

hd qn’ pa " 
sein, aber die Anniherung wird nicht mehr in geometrischer Pro- 
gression stattfinden. 

Es ergiebt sich hier also ein Zusammenhang zwischen den auf 
rationale Weise gebildeten Gréssen P, und den Realitiitsverhiltnissen 
der Wurzeln der algebraischen Gleichung, indem die Bedingungen 
der Convergenz gewisser Reihen von diesen Realitiitsverhiiltnissen ab- 
hiingen. So convergirt z. B. fiir » = 2 der Kettenbruch 


b 


+ c40 
a+-:. 
oe 4 : . ‘ 
fiir | > b. Sind allgemein ¢,, 2,,...,2 die y ihrem absoluten Betrage 
nach geordneten Wurzeln von f(z) = 0 und 4, 2, ... Zu-1 reell, 
2, hingegen imaginir, so wird 
- 


‘ ib tet 3 
lim —*t2* fir ke 


> 
N= Pik 








hn 
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einen Sinn haben, hingegen nicht mehr fir k =u. — Umgekehrt 
lisst sich daraus der Schluss ziehen: 


nt : e ? | ey ae 
Nihern sich die Werthe des Quotienten es mit wachsendem 
n,k 


einem Grenzwerth fiir k= 1,2, ..., w—1, dagegen nicht fiir 
k =, so sind die Wurzeln 4,, 2, ..., 4.1 reell, dagegen sind z, und 
S41 Conjugirt imaginiir. Daher muss dann wieder fiir k = w + 1 ein 
Grenzwerth existiren. 

Dieser Satz bietet ein Mittel, die Anzahl der reellen und imagi- 


niren Wurzeln einer vorgelegten Gleichung zu bestimmen. Denn es 
folgt sofort der 


. . , : Poses 
Satz: Niéhern sich von den Quotienten —"*"* mit wachsendem n 


) 
keinem Grenzwerth die fiir si 
k= wy, May +++ Ury 
so existiren | Paare conjugirt complecer Wurzeln, und dieselben sind 
Buyy Suppl) Suge Burtt) ++ +3 Says Surry 
wenn die Wurzeln so geordnet sind, dass 
|2,|>\|e| fir g>h. 

Alle iibrigen v — 21 Wurzeln sind reell. 

Wenngleich sich nun strenge die Existenz eines solchen Grenz- 
werthes nicht anders feststellen liisst, als eben dadurch, dass die be- 
treffende Wurzel reell ist, so wird es doch in jedem Falle leicht zu 
erkennen sein. Daher wird sich die Bestimmung “der Anzahl der 
reellen und der imaginiiren Wurzeln einer Gleichung nach diesem Satze 
[oder nach dem analogen aus der unten zu besprechenden Griffe’schen 
Methode folgenden Satze] hiufig einfacher bewerkstelligen lassen, als 
nach dem Sturm’schen Satze, der sonst denselben Zweck verfolgt, 
zamal hier nicht nur die Anzahl, sondern auch die Lage der imagi- 
niren Wurzeln, wenn simmtliche Wurzeln ihrem absoluten Betrage 
nach geordnet werden, sich ergiebt. 

Durch das Bisherige sind die Fragen, unter welchen Umstiinden 


der Quotient a der durch die Recursionsformel 
n 
Paty = O, Paty—1 + dy Paros +-+a,P, (n=1, 2, +++, 00) 
gebildeten Gréssen P,, sowie ihrer Unterdeterminanten gegen einen 
Grenzwerth convergirt, welches diese Grenzwerthe sind, und in 
welcher Weise die Convergenz vor sich geht, erledigt und der Zu- 
sammenhang mit den Wurzeln der Gleichung 


f(z) =,” — a, 2” ss a, 2" ee dy = 0 
hergestellt. 
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Cap. 2. 


Anwendung auf die numerische Bestimmung der Wurzeln einer 
algebraischen Gleichung. 


Die im ersten Capitel abgeleiteten Higenschaften der’ P, sollen 
hier dazu dienen, sdéimmtliche Wurzeln einer beliebig vorgelegten, alge- 
braischen Gleichung mit reellen oder imagindren Coefficienten auf ratio- 
nalem Wege mit beliebig grosser Anndherung zu bestimmen, und zwar 
soll zuniichst nachgewiesen werden, dass die Bernoulli’sche Methode 
[wir wollen ihr hier diesen Namen geben, weil wenigstens die erste 
Idee derselben von Daniel Bernoulli herrihrt] dieses in jedem 
Falle erméglicht. 


$1. 
Bestimmung simmtlicher Wurzeln durch die Methode von Bernoulli. 


Es sei eine algebraische Gleichung 


(1) f(e) = 2 —a,e?—----—a,=0 

vorgelegt, in der wir uns etwaige gleiche oder entgegengesetzt gleiche 
Wurzeln beseitigt denken, Wiirden wir eine angeniiherte Kenntniss 
der Wurzeln voraussetzen, so kénnten wir stets durch die Substitution 





gz’ —€ 
jede Wurzel zur absolut gréssten machen und sonach allein durch die 
;, . Pott ; a 
Bildung der Quotienten aa jede Warzel mit beliebig grosser An- 
n 


niherung auf rationale Weise ermitteln. Abgesehen jedoch davon, 
dass dieses fiir den allgemeineren Fall variabler Coefficienten, der im 
zweiten Theile behandelt wird, nicht angeht, ist es gerade ein Haupt- 
vorzug der Bernoulli’schen Methode, ohne irgend welche Kenntniss 
der Wurzeln ihre Bestimmung zu geben. 

Hingegen kénnen wir von vornherein annehmen, dass nicht zwei 
Wurzeln der vorgelegten Gleichung denselben absoluten Betrag haben; 
denn wenn dieses doch der Fall ware, so kénnten wir diesen be- 
sonderen Fall durch jene Substitution 


exe’ —é 


leicht beseitigen, wobei nun § irgend eine dem Rationalitiitsbereich 
angehérige reelle oder complexe Grosse bezeichnet. Wir brauchen 
hierbei von den Wurzeln selbst nichts zu wissen; nur muss € so ge- 
wahlt werden, dass jetzt nicht zwei Wurzeln denselben absoluten Betrag 
haben; dies wiirde allerdings die Méglichkeit der Entscheidung voraus- 


setzen, ob zwei Wurzeln denselben absoluten Betrag haben. Da aber, 
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wie leicht zu iibersehen, nur fiir eine einfache Mannigfaltigkeit von 
Werthen € aus der zweifachen, aus der £ gewahlt werden kann, dieser 
Fall eintreten wiirde, wollen wir € zweckentsprechend gewihlt an- 
sehen. Dann finden wir 


> i 

(2) 4,=lim —— 
nur durch Bildung dieses Quotienten. Ebenso wie z,, die absolut 
grésste Wurzel, lisst sich auch die absolut kleinste, 2, be- 
stimmen, wenn man ¢ = = setzt, da fiir die transformirte Gleichung 


1 . . 
Y, = — die absolut grésste Wurzel ist. 


~ 


¥ 


In anderer Art folgt dieses auch so: 





Wir entwickeln den Quotienten ae nach steigenden Potenzen 
von 2 
i= ‘ v 
1) >) <: a | SF 
12) ed (@ — 4) fF (4) ae f(s) ,_ 8 
n=O i=v 
= — > grt = 9(%) 
nm gt 7 
, n= fa % F (4) 
Setzen wir also 
noo 
‘ g(z Py ’ 
(3) a ——_ Fr y, 
n=1 


so wird 


r AY , 9 (4; ’ —n —n —n 
(4) P= > 20 aga + a te + Oe 


(n = 1,2,+--+ co) 





(5) lim -—~ = fy, 

. ° ’ 1 ° ° 
wobei die P,; der durch z= rs transformirten Recursionsformel der 
P, geniigen. 

Anmerkung. Wir kénnen hier kurz zeigen, dass die von 
Schréder (Math. Ann. Bd. 2) eingefiihrten Functionen C!(£) nichts 
anderes sind als diese Functionen P,, wenn in diese durch 

exe’ + 
ein willkiirlicher Parameter € eingefiihrt wird. Dort ist namlich 


i=v 


a 
1) (py i u(%) 
Go (f) — 2 (2;- grt 





Mathematische Annalen, XLIYV. 
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Setzen wir nun in die obige Entwicklung 


@) «So ST 9 
fiz) = pA o Zz antl ¢” (2; ) — z Pati & 
e+ 6 fiir z, so folgt 


g@+s) _ 9(;) 
fet ->- > (2; — gen (4%) 


r= i=1 


Unsere Gréssen P,4; sind also fiir 


an a 
x (2) ane: a, 
worin, da ¢ 9 (2) beliebig ist, keine i fiir x(z) liegt, direct 
identisch mit jenen qeacteleten Functionen “CO (€). — Nun ist es 
o@+)) 
klar, dass je nach der Wahl von € der Quotient , die eine oder 


co“ 
die andere Wurzel der vorgelegten “Gleichung liefort, sowie dass es 
nur gewisse Ausnahmelinien fiir € giebt, fiir welche die Convergenz 
aufhért, wenn niimlich durch die Transformation 
eae +eé 

zwei Wurzeln denselben kleinsten absoluten Betrag erhalten, d. h. 
wenn € von zwei Wurzeln gleich weit entfernt und ihnen niher als 
jeder andern Wurzel ist. 

Sonach ist dieser Theil der Schréder’schen Entwicklungen 
(S. 3833—349) nur eine andere Darstellung der Bernoulli’schen 
Methode. — 

Zur Bestimmung der andern Wurzeln dient der Satz iiber die 
aus den P, gebildeten Unterdeterminanten. Ks war 

P 


P. 1,k P +1,h k-1 
(6) lim m == #8, .-- %; Ah &=lim ~~ 5 . 
n=O n,k n= @ n, k n+1, k—1 


(k= 1,2,...%) 
Hierdurch ist die Miglichkeit gegeben, auf rationale Weise alle 
Wurzeln der vorgelegten Gleichung zu bestimmen. 


Wir wollen jetzt jedoch noch zeigen, dass man auch, ohne irgend- 
wie von der Transformation = 2’ — € Gebrauch zu machen, doch 
simmtliche Wurzeln mit Hiilfe der P,,, allerdings nicht mehr rational, 
bestimmen kann, auf eine von Jacobi*) angegebene Weise, der sich 
dabei im Wesentlichen auf Andeutungen Fouriers stiitzt. 

Wir fanden oben 


(7) P, = C, ei + Cree +---+ C2). 


*) Crelle’s Journal Bd. 13, 8, 349. 
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Dadurch dass Bernoulli fiir grosses » 


setzt, indem er alle iibrigen Glieder vernachliassigt, werden die P,, 
als die Glieder einer gewdhnlichen geometrischen Reihe angesehen, 
da dann 

Pass = % P,, 


ist. Da ferner der Exponent dieser geometrischen Reihe die absolut 
grésste Wurzel ¢, der Gleichung ist, gelingt es, z, aus P, und P,44 
niherungsweise zu bestimmen. Vernachiliissigen wir nun nicht alle 
auf das erste Glied folgenden Glieder, sondern nehmen die ersten 
k Glieder zusammen, sehen wir also, wie Jacobi es ausdriickt, die P, 
fiir grosse Werthe von als die Elemente einer geometrischen Reihe 
hoherer, nimlich k'** Ordnung an, so werden wir erstens eine gréssere 
Genauigkeit erlangen und zweitens die Fille, in denen jene erste 
Vernachlissigung unstatthaft ist [, wenn etwa die ersten k Wurzeln 
denselben absoluten Betrag haben, | mit behandeln kénnen. Dadurch 
gelingt es, gleichzeitig jene k Wurzeln aus den P, zu bestimmen, 
indem niimlich, wie sich oben 2, aus einer linearen Gleichung be- 
stimmen liess, jetzt die k gréssten Warzeln als die Wurzeln einer 
Gleichung ke" Ordnung auftreten werden, deren Coefficienten ganze, 
rationale Functionen der P,, sind. Setzen wir zu dem Zwecke 


(8) Pass = C28 + Crete +--+ Qe 
und 
ik 
(9) Il (¢ — 24) =fi(e) = #& — At —.--- =e 


i=1 


so werden die P, schon der Recursionsformel /,(¢) = 0 n&herungsweise 
gentigen, wie oben niiherungsweise 


Pasa ae P.. = (0) 


war. Eliminiren wir nun die unbekannten Gréssen A,, A,, ... Ax 
aus dem folgenden Gleichungssystem: 


at — A, gt —:::— A = 0, 
Park = A, Pur Se ee A, P, — 0, 
Pate gi A, Pari creme Ay Pass “er 0, 


Prax — A, Pu+ox-2 Sao -e e A, Pat = 0 


so geniigen der algebraischen Gleichung hk‘ Ordnung 
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gk ann 1 
2 ; 2 p eee 
Protas . Pratr-1 , 78% pA 
(10) Prtnps ? Putt g°e% Prt = 


| 

+a 

| > | 

| Pussk—1; Prick, Es Puse-1 

niherungsweise die k absolutgréssten Wurzeln von /(z)=0. [Bei- 
liufig folgt hieraus ein einfacher Beweis unseres friiheren Satzes 

_ Petite 

lim —2t* 


n==@ n,k 


—= B,%. +°* hl. 


Dieses gilt nun zwar allgemein, auch wenn 2,, 2, ... 2 ver- 
schiedene, absolute Betriige haberi; doch wird dann die Berechnung 
unndthig complicirt. Der Vortheil dieser Jacobi’schen Entwicklung 
wird gerade der sein, dass sie, wenn 


[a | = [8] +++ = [ee] > [Zeta] 
ist, die Bestimmung von 2,, 2, ... 2, nur von einer Gleichung k'*" Ord- 
nung abhiingig macht. Ist z. B. k = 2, haben also 2, und z, den- 


selben absoluten Betrag, so lautet die quadratische Gleichung, welcher 
2, und g, niherungsweise geniigen 


(11) 2 (Pays } —_ P,) anal (Pits P, ia Pras P,) 
+ (Pare Poe = Pi.) == (), 
Diese Gleichung hat auch schon Euler fiir die Bestimmung der 


imaginiren Wurzeln einer Gleichung abgeleitet, jedoch auf anderem 
Wege, und nur fiir den Fall reeller Coefficienten. 


Diesen in der Theorie der algebraischen Gleichungen gewdbnlich 
nur behandelten Fall einer Gleichung mit reellen, sonst beliebigen 
Zahlencoefficienten wollen wir jetzt noch kurz erértern, da er allein 
in Anwendungen vorkommt. 

Sind in diesem Falle alle Wurzeln reell, so wird einfach 

] 
(12) &, = lim =gite att. (k—=1,2,...%). 
n= ow n,k n-+-1, k—1 

Wenn jedoch mehrere Wurzeln denselben absoluten Betrag haben, 

so wiirden durch die Substitution 

ee —€ 
imaginare Coefficienten eingefiihrt werden, was vermieden werden soll. 
Sind nun z. B. 2, und 2, conjugirt complex 

f 2, re?!, g,—re-?, 
so wird, wie bisher 

2 Prise P, Pa 


(13) lim — - —~ = ff, == 7? 
aeumatess Pris P ~25 


n—1 
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werden, wodurch yr schon bestimmt ist. Um @ zu bestimmen, setzt 
Euler 


, - 1 
lim P, = C, zf~ + C, 2 
ru=@ 


= r"-![A cos(n—1) p + B sin(n—1) g]. 


188 


Durch Elimination der unbekannten Gréssen A und B aus mebhreren 
solchen Gleichungen folgt leicht 





(14) 2 cos p = lim rP,s; 


=ln — ——=-=— » 
ae V (Puss i.> P33) (Pass ?..1 — pt 
was ebenso aus der quadratischen Gleichung (11), die wir soeben fiir 
2, wid 2, aufgestellt haben, sich ergiebt. 
Sind zwei andere als die absolut gréssten Wurzeln conjugirt 
complex, etwa 





: ; |2u| = | Sua l, 
so bestimmen wir 


a ee 
wie bisher. Aus der Reihe der P,,, (fiir welche jetzt nicht 
P 
: +1,/ i o 
lim -— = 2,8 °° Sy 


r= @D my, 
ist) bestimmen wir dann nach Euler’s Methode die Producte 
(8,2... S-1) 4, und (2,8). .+ Su—1) Seti» 
wodurch dann ¢. und 2,4; selbst bestimmt sind. 

Nur wenn mehrere Paare complexer Wurzeln von gleichem abso- 
luten Betrage auftreten, wird diese Berechnung nicht modglich sein; 
auch wird es dann praktischer sein, nicht die Jacobi’sche Methode zu 
verfolgen, sondern auf den Vortheil der reellen Coefficienten zu ver- 
zichten und z= 2’ — € zu setzen. 

Wir kénnen tibrigens noch in einer andern Weise mit Benutzung 
eines Satzes von Kénig*) die imaginiiren Wurzeln bestimmen, wenn 
wir die P, als die Potenzsummen der Wurzeln annehmen, also 
P,, P.,...P, speciell so wiihlen, dass 


P,, = a, Ps + 2) Pes + 9 -|- On—1 P, -{- Ann 


; (== 1,2, ... 9) 
wird. Ist dann wieder 
4, re?!', £=re—%, 
so wird 
lim 2, == 2r" cos ng. 
nrn—@ 


*) Math. Annalen, Bd. 9. 8. 530— 540. 
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Da sich ry? nach (13) bestimmt 


> _p?2 
St ote lim Pus P, Pas 
2? 
a= @ Puss Fe -1~ Fe 
so wird 
P 
( 28 —_ bed 
(15) cos np = > 


und es handelt sich nur darum, @ aus cos ng eindeutig zu bestimmen, 
wihrend es zuniichst n-deutig bestimmt ist. Wir kennen aber auch 

Pit, Pao, .. +, also cos(n—1)q, cos(n—2)p... 
und mit ihrer Benutzung wird die Bestimmung von 9 eindeutig. Am 
einfachsten diirfte dies mit Hiilfe des Satzes von Konig werden, den 
wir hier nur zweckmiassig umformen. Wir kéunen stets annehmen, 
dass O< p< 27 sei. 


Ist dann 
1, cos @, cos2g, ..., cos(l,—1)@ -}- 
cosl.p,  cos(l,-+ 1), . ++, cos(l,— 1) 
coskkig, cos(k_1-+-1)9, .+ + cos(k;—1)p (—1)** 
cosl,@ = cos nm, (— 15, 


was das Vorzeichen betrifft, so folgt 
(;—1) p< : ’ Lge> ; 


, 3 ? 3 
(l, —1) 4 . ? Lg > = 


2k—1 


2k—1 
(k;—l) p< ———s, kg > >a. 


Dabei kénnen wir k als die Anzahl der Zeichenwechsel der Reihe 
(1) cos pm, cos2m, ..., cos nm 
ansehen; wir bezeichnen sie mit w,. 

Daraus folgt 


o 


J Wn 1 
(16) - tonne ; x + @. 


9 — ean 
2W,, 1 


Da hierdurch g in ein Intervall von der Grosse * eingeschlossen ist, 


welche mit wachsendem » gegen Null abnimmt, so folgt hieraus die 
Formel von Kénig 
at 


C ° 
P = lim 
4 n 


nu=D 
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Wir wollen indessen von diesem interessanten Resultate, das 
kaum eine practische Anwendung zulassen diirfte, nur insoweit 
Gebrauch machen, als wir aus (16) den Schluss ziehen, dass nm 
allein durch die Vorzeichenreihe von 


1, cos ,..., COS NM 


in ein Intervall von der Grosse pm eingeschlossen ist. Kennen wir nun 

noch den Werth von cos mq, so ist hierdurch nq, also g, ein- oder 

héchstens zweideutig bestimmt. Es ist dann aber leicht zu sehen, dass 

die Hinzunahme des Werthes von cos (w—1)@  eindeutig bestimmt. 
Sonach kénnen wir sagen: Brechen wir die Reihe 


1, cos m, cos2p,..., cos (m—1)q, cosng, 


mit einem Zeichenwechsel ab, so ist p durch den Werth von cos np 
und die Vorzeichen der iibrigen Glieder ein- oder zweideutig bestimmt. 
Im letzteren Falle wird es sicher durch den Werth von cos (n—1)p 
eindeutig bestimmt. 

Wenngleich wir nun auch durch P, nicht den genauen Werth 
von 2r"cos qm finden, so wird doch  stets sehr schnell und mit 
Sicherheit sich bestimmen lassen, wie ein spiiteres Beispiel zeigen wird, 
sodass diese Methode vielleicht noch schneller als die Euler’sche zu 
der Bestimmung der imaginiiren Wurzeln fiihrt. 

Wir gehen nunmehr zur praktischen Anwendung des Bisherigen 
iiber. 


Anwendung der Methode; Beispiele. 

Nachdem in dem vorigen Paragraphen gezeigt wurde, wie es in 
jedem besonderen Falle méglich ist, simmtliche Wurzeln einer vor- 
gelegten, numerischen Gleichung mit reellen Zahlencoefficienten mit 
Hiilfe der Bernoulli’schen Methode niiherungsweise zu bestimmen, 
wollen wir hier noch einige praktische Vorschriften geben, welche 
dieselbe befaihigen, die an eine brauchbare Methode zu stellenden An- 
forderungen der Schnelligkeit in der Erzielung der verlangten Genauig- 
keit und Einfachheit der nothwendigen Rechenoperationen zu erfiillen, 
und die theilweise schon Euler gegeben hat: 

1) Da die Wahi der P,, P,,..., P, beliebig ist, kénnen wir 
sie von vornherein so wihlen, dass sie ungefibr im Ver- 
haltniss von z,, falls dies niherungsweise bekannt ist, zu- 
nehmen. 


2) Da die Anniherung an z, im Verhiltniss = geschicht, ist 


% 


es praktisch, dieses Verhiiltniss méglichst klein zu wiihlen, 
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ferner aber auch negativ, da dann die Abweichungen vom 
wahren Werthe wechselndes Vorzeichen haben, also ein 
Herumpendeln um den wahren Werth derart eintritt, dass 
2, zwischen zwei aufeinanderfolgenden Quotienten liegt, und 
man einen Massstab fiir die erlangte Genauigkeit hat. Beides 
kann man durch lineare Transformation erreichen. Ist z. B. 


: . 1 
a ein Naherungswerth von 2,, und setzt man ¢—a-+ os 


y 
so wird y, sehr gross im Verhiltniss zu den andern Wurzeln 
werden. — Auch kann man noch bemerken, dass die Be- 


stimmung von 2, ja auch haufig von z,, einfacher aus den 
Quotienten g®, g®,... als durch die Quotienten der Unter- 
determinanten werden wird, wie es einige Beispiele zeigen 
werden. 


3) Endlich kann man auch durch Anbringung einer Correction, 
indem man die Reihe der P, beliebig abbricht, einen 
Niherungswerth von 2, finden, den man sonst erst durch 
bedeutend grésseres » erzielen wiirde. Da niimlich die Ab- 
weichungen in geometrischer Progression abnehmen, so foigt 
durch einfache Interpolation 


(1) (1) 
P (1) + 0, _ 2 on 


a1 = Un ae n gs 


1+q 1+ 


be PL 
— nw 


Zo : . es ° 
Analog kann man auch den Werth von = interpoliren, ihnlich 


bei den Gleichungen der Unterdeterminanten. Natiirlich ist diese 


Interpolation nur mdglich, wenn die in Betracht kommenden Wurzeln 
reell sind. — 


Die Anwendung, welche Stern*) von der Bernoulli’schen Methode 
zur Bestimmung der Wurzeln transcendenter Gleichungen macht, iiber- 
gehen wir hier, da sie auf einige, wenige Gleichungen beschrinkt ist. 

In gewisser Hinsicht wird allerdings der friihere Satz auch fiir 
transcendente Functionen bestehen bleiben. Ist nimlich a der absolut 
kleinste Werth, fiir den die in der Umgebung von z = 0 holomorphe 
Function f(z) Null oder oo wird, und entwickeln wir 


so wird der Quotient pr sich mit wachsendem n dem Werthe a 
n-+1 


*) Crelle’s Journal Bd. 22. 
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niihern,*) aber die recurrirende Berechnung der P,, die im Obigen 
den Hauptvorzug bildete, geht hier verloren. 


Um nun einen Massstab fiir die Genauigkeit, welche die Methode 
giebt, zu haben, wollen wir einige Beispiele durchrechnen und dann 
einen Vergleich mit andern, bekannten Methoden anstellen. 

Fiir den Fall von lauter reellen Wurzeln wihlen wir die beiden 
Gleichungen 

28 — 102 — 10 =0 
und 


# —Te—TF und 


welche die beiden Haupifille fiir gq 


? 








bet a | ol 
& > |% &e| — | #3) 
2 lw. |? ai Ile 
| 2 2 | 2 Be 


darstellen. 

Ueber die Bildung des Schema’s der P, ist zu bemerken, dass 
Potenzen von 10 (resp. 7) als Factoren von P, fortgelassen sind; die 
Horizontalzeilen werden daher in kiirzester Zeit nacheinander so gebildet, 
dass jede Zahl die Summe der direct und der rechts iiber ihr stehen- 
den ist; die letzte Zahl jeder Zeile ist immer das zehnfache (resp. 7- 
fache) der Summe der ersten beiden Zahlen derselben Zeile. Die 
besondere Einfachheit der Berechnung beruht hier natiirlich auf den 
speciellen Zahlen der Gleichungen. 

Im zweiten Beispiele waren von vornherein die reciproken Quotien- 
ten ro 3 gebildet, deren nachtriigliche Umrechnung unniitze Miihe 

n 


n 
gemacht hatte. Ferner sind in den Differenzen eine Anzahl von Nullen, 
die direct euf das Komma folgen, wohl olme Gefahr eines Missver- 
stiindnisses, fortgelassen. 


1) ®=—10¢+10 2,— 3,57708944 , 
) + ; : #2. — 0,677 540 27 


#, == —2,493 62214 5 
a= —1,108.467 30 || 5 1 
| & | Bo | 


Es muss sonach werden 


lim g) = ¢ 


a= @ 


im q@ <= 
lim g& 


, é 
n= w i 


: (3) —_ * 
lim g) = =2, 
N= a, 


*) Jablonski: Comptes Rend, Bd, 106, S. 19-21. 


i 
| 


—_= —— 
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Fe 
2 7 25 90 
9 32 115 410 
41 147 525 1880 
188 672 2405 8600 


860 3077 11005 39370 
3937 =14082 50375 180190 
18019 64457 230565 824760 
82476 295022 1055325 3774980 


—0,677 541 8603 | 


| | 
(1) (1) (2) (2 (3) 
qn On q n 0). Gn 
_ | | 
54457 | | 
: 19 — 3:57 168 544 314 335 | | 
nal a.nre con. cus ate c08 | — 0,000 132 690 954 731 | 
5 5 5 4 __ near? Ree « 
8 577 198 756 204.320 | + 01000 089 902 934 716 witome st 
nd < 90 204 on = RAS q = oy 
8.577 064.843 105.873 | ~ 000080 918 188 447 OTE ses | 
sh unl -0,677 538 2389 — 0,6354 
| + 0,000 041 271 014 430 ’ se ; 
3,577 106 114 120 303 ballin : + 36214 | 
77 


— 0,000 027 962 839 892 
078 151 280 411 


3,5 
| | 


Interpoliren wir am Schluss, so ergiebt sich 


0,000027963 


ee 2A77 _ - 27 QQ , 
2,= 3,577 106 114 1+ 067754 = 3,077 089 44 
(auf 8 Stellen richtig), 
9. 677 538 94 .9:000008621 ane ray ar 
= 0,677 538 24 i + 0,6381 = 0,677 540 45 


(18 Einh. der 8" Decimale zu klein). 
Aus Beidem 
2, = — 2,423 622 80. 


2) ®—Te+7 = 3,04891734 , ani 
_—— ene ae CF 


&o 
ne Onk 2 ey} & 
2,= — 1,356 895 87 “2 — + 1,246 979 6 . “ 
“— 
Sonach 


lim gq") = 4,, 


r= @ 


& 


i (2) —— 
lim g 


r= @ 


ma! 


im g@) == 3 
lim g() = ? 


a= @ 





3,0: 
3,0 
3,0: 
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P, 
l 3 9 28 
4 12 37 112 
16 49 149 455 
65 198 604 1841 


263 802 2445 7455 
1065 3247 9900 30184 
4312 13147 40084 122213 

17459 53231 162297 494830 
70690 215528 657127 2003526 
286218 872655 2660653 8112111 


3) 


| 





3,048 917 384 304 221 03 
3,048 917 314 659 22088 


| 
| (1) 
qt) 7 Pes ot) a 1 oe o, | 6°) Jd 
So ¥ | 2) 3) | - (3) 
ad In n+ In 
1434 | | 
5354 3,048 914 599 919 812 
Senet — 0,000 004 263 148 701 . ; | 
3,048 918 863 068 513 attains | 1,798443723 | | ‘aati 
3,048 916 492 603 067 vane ion | 1,799141078 | wail na ses 1,25387 
9035 9D | O, 55 Y 
3,048 917 810 157 023 6 K : | 1,799697238 | 1,24742 
‘ 0,000 000 732 097.560 3 (),000 445 848 
3,048 917 078 059 463 3 nian « 1800143086 | | nnn sngass | teeee 
$,048 917 484 748 001 |5 canal a " 1,800 499520 | “a ent a 1,24764 
225 875 393 § | 285 6§ 
3,048 917 258 872 607 59 1,800785207 | ’ 1,24913 
125 431 613 44 | | 0,000 228 708 
| 


: 1,801 013 915 
— 0,000 000 069 645 000 15 | 


| 
Interpolirt man hier zum Schluss, so erhilt man fiir z, 10 richtige, 
fiir z, allerdings nur 5 richtige Stellen, was daran liegt, dass z, und ¢, 
. ° me . ‘ 1 
nahezu gleich gross sind. — Wiirden wir ¢ = 3 + > setzen, wodurch 
die Gleichung in 
y = 2y" + 9y + 1 
iibergeht, so wird 


P, 


l 


1, 20, 400; 8181, 167240, 3418829, 


167240 6 Kinheiten in der 
5, = 8 oe... 3.048 917 384 ( ; ): 
. 3418829“? . 9'en Stelle zu klein 


Um auch noch den Fall imaginiirer Wurzeln zu behandeln, wahlen 
wir als drittes Beispiel 
3) 8 +2—1=—0, 2, = -+ 0,682 327 81 


21) 9 conjugirt complex. 
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Bilden wir hier die Potenzsummen der Wurzeln, so wird 
P, : 3, 0, —2, +3, +2, —5, +1, +7, —6, —6, + 13, 0, —19, 
+13, +19, —32, — 6, +51, —26, —57, +77, +31, —134, +46 
P,, = + 46, 


> 31,46 —1342 16530 
= —T34.77—31? 11279” 


r = 1,21060 (' Kinheit der 5'» _— 


zu klein 
Nach der Euler’schen Methode wird dann 
— 7696 . o 
008 9 = —________—., g = 106° 22’ 7”. 
2 .V 16530 . 11279 


Die andere Methode giebt zuniichst 


46 23 
ee = 
cos 239 = 5 a on 
Nun ist 
W,, = 14 
und sopach wird 
272 27x 
—_ Q 
6 PS 


oder 
1 


A 
“ 


Qn < 469 < 2Ix-+ 2 


log cos 23q = 9,4527014, 


uy, 


917 


239 = 14a — 73° 31 30” == 2446° 29’ 30”, go = 106° 22’ 5”. 
Beide Werthe stimmen sonach sehr genau iiberein, der wahre Werth ist 
gy = 106° 22’ 6”,2. 


Fassen wir die hier gewonnenen, practischen Resultale zusammen, 
so kénnen wir sagen: Die Bernoulli’sche Methode ist stets mit Erfolg 
anwendbar, wenn ihre Eigenthiimlichkeiten in passender Weise ver- 
werthet werden; insbesondere fiihrt sie auch sehr schnell zur Bestimmung 
der imaginiren Wurzeln. 


Vergleichung mit einigen anderen Methoden. 


Die verschiedenen Methoden der numerischen Berechnung der 
Wurzeln algebraischer Gleichungen kénnen wir in zwei Classen zerlegen, 
je nachdem sie durch eine einzige Operation simmtliche Wurzeln (aber 
auf verschiedene Art) oder jede Wurzel einzeln durch Wiederholung der- 
selben Operation liefern. Zu der ersten Classe gehéren die Bernoulli’sche 
und die Griiffe’sche Methode. 
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1) Das Princip der Gréiffe’schen Methode ist es, die k'" Potenz- 
summen s, der Wurzeln zu bilden und unter Vernachlissigung kleinerer 
Terme 

ky 
lim /s, = 2 
k=o@ 
zu setzen; sie ist sonach unserer Bernoulli’schen Methode sehr nahe 
verwandt, ja, da die P, im speciellen Fall in die Potenzsummen iiber- 
gehen, eigentlich nur eine andere Benutzung derselben Idee. Oben 
fand sich niimlich niherungsweise 
> — 9 (4) m—1 m—1 
Pa = FG) == C, -. 
Den unbekannten Factor C, kinnen wir nun auf zwei Arten beseitigen ; 
1 5 ? 
erstens durch Division zweier aufeinanderfolgender P,: 





P 
lim —*t? — g,; 
13 
nrn=—@ 7. 
dann aber auch, indem wir 
9) =f () 


setzen, wodurch 


" n—1 n—1/,— 
Py = Sn-1, lim P, = ef = VP, 


a=—@ ’ 
wird. 


Dieses wiire nun kein besonderer Vortheil, wenn nicht die Potenz- 
summen s, eine besonders bequeme Berechnung zuliessen. Statt die 
Recursionsformel 

Sn4y == A, Sntv—-1 ++ + GySn 
anzuwenden, bestimmt man direct s., aus s,. Ist niamlich 
f(2) =0 
die vorgelegte Gleichung, so setzt man 
c= Vy. 
Die neue Gleichung laute in rationaler Form 
fs (y) none 0, 


so geniigen ihr die Quadrate der Wurzeln der urspriinglichen Gleichung; 
geht man so weiter bis 


froa(u) = w — b,w-t—--- — b, — O =| [ (u—w), 
i=1 
so ist 


k 
u= ee 


und sonach finden wir fiir die Coefficienten D,, 
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lim b, = + 2,” 


k=o@ 


. To 2 ok 
jim by om + (6142) ., falls alle Wurzeln reell sind. 


lim by = ++ (4, 29+ + 2y)™ 


k=o@ 








Die b,, 6,,..., 6, sind also Analoga zu unsern Unterdeterminanten 
P,,.. Die 2 selbst bestimmen sich dann durch Ausziehen von 2*'" 
Wurzeln. 

Die Bedingungen der Anwendbarkeit dieser Methode sind daher 
iihnlich, wie bei der Bernoulli’schen Methode. Ihr besonderer Vortheil 
ist der, dass sie mit einem Schlage simmtliche Wurzeln liefert und 
auch durch einfaches Betrachten der 0, die Anzahl der reellen und 
der imaginiren Wurzeln angiebt. Auch ist die Annaherung eine 
ungemein rasche, mehr als bei jeder andern Methode. Ihre Nachtheile, 
die ihren Gebrauch sehr einschriinken, sind, dass man auf Logarithmen- 
rechnung beim Ausziehen der 2**" Wurzel angewiesen ist und daher 
nur eine beschriinkte Genauigkeit erlazgen kann, sowie die Unférmlich- 
keit der auftretenden Zahlen, wihrend die Bernouilli’sche Methode nur 
die Division zweier ganzen Zahlen erfordert. 

Ausserdem tritt noch ein besonderer Uebelstand bei der Bestimmung 
imaginaérer Wurzeln auf. Ist nimlich 

s,<—rer!, 2.=re?!, 
so wird 


lim b, = 2r" cos 2*p, limb, = gett 


Aus der zweiten Gleichung bestimmt sich 7, aus der ersten cos 2’ q, 
woraus aber eine eindeutige Bestimmung von » unmodglich ist. Wenn 
Encke (Crelle’s Journal Bd, 22, 8. 193—248) dennoch nach dieser 
Methode auch die imaginaéren Wurzeln zu bestimmen versucht, so benutzt 
er die Griiffe’sche Methode doch nur zum kleinen Theil. Er entnimmt 
ihr nur den Werth von und bestimmt , indem er die beiden Theile, 
in welche die algebraische Gleichung durch Zerlegung in ihren reellen 
und imaginiiren Theil zerfallt, in geeigneter Weise combinirt. Zur 
Bestimmung der imaginiiren Wurzeln diirfte daher nur die Bernoulli’sche 
Methode geeignet sein. 

Als Beispiel wihlen wir die oben behandelte Gleichung 


e&—Tz—T=0. 
Dabei bilden wir die transformirten Gleichungen nach dem Schema 
2 —a,22*-+b,2—ce, =0, ay, 
y® — (a? —2b) 4+ (0? —2ac)y—e =0=—y> — ay’? + by —¢,. 
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Potenz aj b; Ci 
i 0 —7 7 
2. 14 49 7 
4. 98 1029 7 
8 7546 588245 78 
16. 55765626 [12,4133497] Y fod 


32. [15,4926608], [24,8020203], [27,0431360]. 
Daraus folgt 
a — — &s 
3,15 1,8001 1,236 
3,05291 1,7238  1,3302 
3,0489328 1,69506 1,35445 
3,0489172 1,69207 1,35686. 


An diesem Beispiele treten die besonderen Vorziige der Bernoulli’schen 
und der Griiffe’schen Methode, dass .sie niimlich siimmtliche Wurzeln 
gleichzeitig liefern und nicht von einem Niaherungswerthe der Wurzeln 
ausgehen, klar hervor. 


Die andern Methoden liefern jede Wurzel einzeln durch Wieder- 
holung desselben Verfahrens, wodurch die Rechnung wesentlich ver- 
lingert wird. Wir wollen dieselben nur kurz erwihnen und auf 
dasselbe Beispiel 2? — 72 — 7 — 0 anwenden. 

2) Die Newton’sche Methode. 

Ist a ein Niiherungswerth einer Wurzel z,, so ist ein genauerer 
Werth 

a 
nme fe, 
falls das Fourier’sche Criterium iiber die Genauigkeit von a erfiillt 
ist. Diese Methode ist, wenn auch nicht gerade bequem, zur Bestim- 
mung imaginiirer Wurzeln verwendbar, 

3) Die Laguerre’sche Methode. 

Laguerre giebt*) die folgende Formel fir die Bestimmung der 
Wurzeln einer algebraischen Gleichung mit lauter reellen Waurzeln 


__ vfia) _ 


10+ FO iV e HF — oo — Dhara’ 


wobei die Wurzel das Zeichen von — /’(a) hat. Sie stellt offenbar 
eine Verbesserung der Newton’schen Methode dar, in welche sie bei 
Vernachlissigung des 2'" Gliedes unter dem Wurzelzeichen tibergeht. 


*) Nouvelles annales de math. Série II, T. XIX. 





512 Frirz Conn. 


Ein grosser Vortheil dieser Methode ist, dass sie stets, wie auch a 
gewihlt ist, gegen die a@ nichst gelegene Wurzel der Gleichung con- 
vergirt. Indessen hingt die Schnelligkeit doch wesentlich von der 
Wahl von a ab, ein Nachtheil, von dem die Griiffe’sche Methode —, 
die tiberhaupt von einem Niaherungswerthe gar keinen Gebrauch machen 
kann — ganz, die Bernoulli’sche fast ganz frei ist. 

Merkwiirdiger Weise tritt tibrigens die grosse Schnelligkeit der 
Methode von Laguerre bei ihm selbst in Folge mehrerer Rechenfehler 
gar nicht hervor, sodass sie dort ungiinstiger als die Newton’sche 
Methode erscheint. 

Als Beispiel waihlt Laguerre auch 


=—=%Tz2-+7 
Die Newton’sche Naherung giebt dann fiir 
a= 3, 2, = 3,05, 
a = 3,05, 2, = 3,048 917 9, 


a = 3,048918, , = 3,048 917 339 522 496. 


Nach der Laguerre’schen Formel folgt fiir 


. 2s iin na nur 8 Kinh. der 9'" Decimale’ 
a=), £,=09, )48 917 332 2 ; 
zu klein 





i so ~ (nur 82 Kinh. der 15'*" Decimale 
a=3,05, 2,—=3,048 917 339 522 387 ( . 
ZU gross 
also eine tiberaus grosse Genauigkeit, die die Newton’sche Niherung 
bedeutend iibertrifit. Laguerre giebt hingegen fiir @ = 3,05 einen viel 
weniger genauen Werth an 


2 nk 0,06787 y 
2, = 3,05 — —— Ae - == 3,0489154. 
20, 9075 + 1745, 665 
Statt 1745,655 muss es 1746,0080004 heissen; aber auch in der Aus- 
rechnung des angegebenen Ausdrucks findet sich noch ein Rechenfehler, 
der die Genauigkeit vermindert. 

Uebrigens lisst sich die Laguerre’sche Methode auch auf die 
Bestimmung reeller Wurzeln von Gleichungen, welche auch imaginiire 
Wurzeln besitzen, anwenden; so liefert sie fiir a = 3 als Wurzel von 

2—62—6=0, 
7 4V10 —7 
4,=3 — —_— = 3 — —_— 
7+4V10 37 
einen nur um 7 Einheiten der 7'" Decimale zu kleinen Werth —, ist 
jedoch stets auf die Bestimmung der reellen Wurzeln beschrankt. 
4) Die Kettenbruchmethode von Lagran ge. 
Nach dieser Methode wird die Wurzel in einen Kettenbruch ent- 


= 2,8473214, 
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wickelt, dieser nach einigen Gliedern abgebrochen und nun durch ein 
Schlussverfahren ein genauerer Werth erlangt. Legendre hat eine 
recht interessante Vermischung der Lagrange’schen und der Bernoulli’- 
schen Methode gegeben, indem er die bei Lagrange ziemlich miihsame 
Kettenbruchentwicklung nach der Bernoulli’schen Methode fiir den 


, ¥ , P 
Quotienten =e vornimmt und dann sogleich das Schlussverfahren an- 
n 
wendet. 
Nach Lagrange setzt man in 


a2—is—T=0, e=3+5, y = 204 :. 


Wendet man jetzt schon das Schlussverfahren an, so wird 


509962, oi 
nach der Berechnung ist der Fehler 
A < 0,000001. 


Uebrigens ist auch diese Methode. nur zur Bestimmung der reellen 
Wurzeln verwendbar. 


II. Die recurrirend gebildeten Functionen. 


Cap. 1. 
Der allgemeine Fall einer Recursionsformel v'* Ordnung. 
$ 1. 
Verschiedene Formen der P,,. 
Es mégen jetzt die a,,a,,...,a, nicht mehr Zahlen, sondern 
Functionen einer Verinderlichen x bedeuten 
(1) ay = 9x (x) (ka=1,2,...%), 
wo nun g,(“) eine ganze rationale Function des complexen Arguments 
(2) a= & +.in 


sei, Wiahlen wir die P,, P,,..., P, ebenfalls als ganze Functionen 
von «, so haben alle P, diese Eigenschaft, Ferner sind dann die 
Wurzeln der als irreducibel vorausgesetzten, algebraischen Gleichung 


8) fe)" —g@)e4—---—9(@) =] [e—#) =0 


ganze, algebraische Functionen von 2. 
Die P, sind dann einmal durch die Recursionsformel 
(4) Pry (®) = 9 (%) Pntv—a(%) + ++ + + gr(@) Pa (2) 
(n= 1,2,..., 00) 


Mathematische Annalen, XLIV. 33 
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als ganze Function von x, andrerseits aber auch, da sie die Coef- 


ficienten der Entwicklung von oa i nach fallenden Potenzen von ¢ sind 





s @) "SPs -, 
(3) 72) 


durch die Wurzeln von f(z) = 0 in der Form darstellbar 


(6) P.(2) =" ge Fe (n= 1,2, ..., 00). 


i=1 


Bilden wir nun verschiedene Functionenreihen 
(1) (2) 
Fa Gh, Fe), « «+s 


indem wir von verschiedenen Systemen von Anfangswerthen ausgehen, 
so besteht der Satz: 


Aus n linear unabhingigen Functionenreihen 
(1 (2) 7. () 7» 
Ps" a), BE"), ..-, Fa’ (s), 
die derselben Relation 


(7) Prato (2) -»> gx (2) Prtv—x(2) (m — 1, 2, wey 00) 


geniigen, liisst sich jede andere F'unctionenreihe derselben Eigenschaft in 
der Form darstellen 


k=y 
(8) F(x) ->! A; (x) P™ (x) (n= 1, 2,..., 00) 


k=1 


wobei die A,(x) rationale, von n unabhingige Functionen von x be- 
zeichnen. — 


Denn in jeder einzelnen Functionenreihe lassen sich alle Elemente 
linear und homogen durch die v ersten darstellen 


PO == ay, PO + ans Pet. ++ aay PI’, 
P® o- On oF +e ee <a >(2) 


Beit os eat i+ . 1 hatiay Bi 
fF, = Anil’, ¥ + ne Fy1 aie + An,» F. 


Durch Elimination von @y,1, dn2,...-, Gn» folgt daraus 


(9) F, (2) = A; (2) P® (a 


k=1 
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Hiebei sind die an, Gn, -.+, Gn» ¥v specielle Functionenreihen 
P,, namlich die den Systemen 0;;, als Anfangswerthen entsprechen- 
den, wobei 
é.:=1, 6.=—0 (i 2k) 

(t,ko=1,2,...,%) 
ist. 

Aus diesen speciellen v, offenbar linear unabhingigen Functionen- 
reihen lassen sich alle andern linear und homogen zusammensetzen, 
und umgekehrt. Jede Function F’,(x) von dieser Form befriedigt die 
Recursionsformel. 

Das Bisherige gilt iibrigens ganz allgemein, auch wenn die Coef- 
ficienten der Recursionsformel von » abhiingen; sind sie jedoch von n 
unabhingig, so folgt specieller 


(10) FF () =A, (2) Pajra(@) + Ay (@) Prtoo() +--+ Ay (a) Py (2), 
wenn P,(z) irgend eine der Functionen P{ (a) bezeichnet, sodass sich 
also alle Functionenreihen F’, durch eine einzige in dieser Weise dar- 
stellen lassen; so hatten wir oben (S. 482) die Potenzsummen der 
Wurzeln durch ein beliebiges P, ausgedriickt. 

Anm. v solche speciellen Functionenreihen, deren Anfangswerthe 
allerdings nicht rational in den Coefficienten sind, sind z. B. 


(1) n—1 (2 n—1 (vr) n—1 
PO a et", PO = w peeve, Py ee 


¥ ’ 
sodass allgemein 


i=? 


= ae 


‘= 1 


sich ergiebt ohne Benutzung der Entwicklung von ay" 


§ 2. 


Die Haupteigenschaften der P,,(x). 


Der im ersten Theile bewiesene Hauptsatz lisst sich fiir die Func- 
tionen P,,(”) so aussprechen: 

Satz: Bezeichnet 2, eime Wurzel von f(z,x2)—=0, so nihert sich 
Py (2) 
P,, (#) 
Werthe von x, fiir welche 2, die dem absoluten Betrage nach grisste 
Wurzel ist. Hingegen existirt kein Grenzwerth, wenn eine andere 
Wurzel denselben absoluten Betrag hat, ohne ihr gleich zu sein. 

Anm. Veriindern wir den angenommenen Rationalititsbereich der 
ganzen, rationalen Functionen, indem wir P,, P,, ..., P,, einem 
erweiterten Bereich entuehmen, wodurch die Gleichung /(2) = 0 


33* 


mit wachsendem n der Quotient dem Grenzwerth z, fiir alle 
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reducibel werden kann, so kann auch Convergenz gegen eine andere 
Wurzel 2 eintreten, wenn nimlich P,, P,,..., P, schon einem Factor 
von f(z) = 0, dessen absolut grésste Wurzel 2 ist, geniigen. — Unser 
Satz gilt also ausnahmslos, solange f(z) in dem durch g,(x) und die 
P,, P,,..., Py gebildeten Rationalitatsbereich irreducibel ist. 

In analoger Weise folgt weiter: 

Bezeichnen wir fiir alle Werthe von x, fiir welche nicht zwei Wurzeln 
denselben absoluten Betrag haben, die v Zweige von z in der Reihenfolge 
Mit 21, Z9)+++, Sv, dass 

| 2; > | 2541] (¢t—=1,2,...,.¥—1) ist , 

[natiirlich sind bei dieser Definition 2, , 2, ,...,2, keine stetigen Functionen] 
so wird 

lim Petit 


n=O nk 





m= £; Zy*** Zp (kanal, 2,...,¥), 
sobald 
|#e| > |Za4s| 
ist; hingegen findet fiir die Werthe von x, fiir welche 
[2x | = |2e41| 
ist, die Anniherung an den Grenzwerth nur dann statt, wenn 


oe = Ze 
ist, 
So wird also z. B. 
lim PatoPn — Pay 


n=o P,,,P,_, — P3 
solange x sich in einem Gebiete bewegt, in dem |z,| > |z,| ist. — Und 


hieraus folgt, wie im ersten Theil, dass die Anniherung der Quotienten 


P 1 k . . . 
re an den Grenzwerth 2, 2... 2, in geometrischer Progression vor 
nk 


sich geht, derart, dass die Abweichungen im Verhiltniss Kan ab- 
nehmen. 

Hierbei sind die Functionen P,(x) ganze rationale Functionen 
der g,(z) und der Anfangsgrissen P,, P,,.,., P,, also in dem be- 
sonderen Falle, den wir hier nur betrachten, selbst ganze rationale 
Functionen von 2. 

Wir wollen nun die Bedingung, der x geniigen muss, damit zwei 
Wurzeln denselben absoluten Betrag haben, genauer untersuchen. 

Setzen wir 
(1) z=rev, 
so wird 


2) fe =ree— (4 (6,0) +ih,&, 9) reve —.. 
= (WE, 0) + ihr E, 0) = 0. 
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Trennen wir den reellen und imaginiren Theil und eliminiren 
dann @, was in rationaler Weise méglich ist, so ergiebt sich eine 
Gleichung fiir r 
(3) (r) — 0, 
deren Coefficienten ganze, rationale Functionen von &, » sind. Dasselbe 
gilt daher auch fiir ihre Discriminante F'(&, 7). Dann enthdilt die Curve 
(4) F(, 4) =0 
alle die Punkte (&, ») der complexen x-Ebene, fiir welche zwet Wurzeln 
von f(z) = 0 denselben absoluten Betrag haben, insbesondere auch die 
Verweigungspunkte der algebraischen Function z von z, da in ihnen 
#; = 2 wird. Sonach kann im Allgemeinen nur eine einfache Maunig- 
faltigkeit von Punkten (&, 7) existiren, fiir welche zwei Wurzeln denselben 
absoluten Betrag haben. Es entspricht dies dem allgemeineren Satz 
von Runge*), wonach nur fiir eine (2v—1)-fache Mannigfaltigkeit von 
Werthsystemen der v unbestimmten Coefficienten, welche eine 2v-fache 
Mannigfaltigkeit reprasentiren, zwei Wurzeln denselben absoluten Betrag 
haben kéunen. 

Im speciellen kann es wohl vorkommen, dass die Discriminante 
F(&, n) identisch verschwindet, sonach in der ganzen Ebene zwei Wurzeln 
denselben absoluten Betrag haben, Ist z. B. die Gleichung 2” = g(x) 
vorgelegt, so haben ftir jeden Werth von x simmtliche Zweige den- 
selben Betrag. Dieser Ausnahmefall lasst sich jedoch durch die lineare 
Transformation z = z — € stets beseitigen. 

Diese algebraische Curve 

P(E, 4) =0 
wird jedoch nicht in ihrer ganzen Ausdehnung zwei dem absoluten 
Betrage nach gleiche Wurzeln 2’, 2’ von f(z) =O liefern. Denn 
dadurch, dass wir @ in rationaler Weise eliminirten, kommen Curven- 
theile hinzu, die diese Higenschaft nicht besitzen. Es werden niimlich 
die Coefficienten von 


i=l 

nicht rationale Functionen von &, 4 sein, sondern es erst werden, wenn 
iiber simmtliche conjugirten Zweige multiplicirt wird: 

k=m 

P(r) = | | Y.(r) = (), 
k=1 
Das Verschwinden der Discriminante von ®(r) kann dann wohl 

ausdriicken, dass ¥,(r) einen Doppelfactor besitzt; doch folgt es daraus 
nicht mit Nothwendigkeit. 


*) Acta Math, Bd. VI, p. 305. 
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Wiahrend sonach die Curve F(€, 4) 0 aus Theilen bestehen 
muss, die in sich zuriick oder ins Unendliche fortlaufen, kénnen die 
Theile, welche zu f(z) = 0 gehéren, plotzlich in einem Punkte der z- 
Ebene endigen [es sind dies, wie leicht zu erkennen, die Verzweigungs- 
punkte von z], wie wir spiater auch sehen werden. 

Von jetzt an wollen wir gewohniich unter F'(€, 1) =O nur den 
Curvenzug verstehen, fiir den wirklich zwei Wurzeln von /f(2) = 0 
denselben absoluten Betrag haben. — 

Diese Curve F’'=—() wird nun ferner in verschiedene Theile zer- 
fallen, je nachdem 2, und 2, 2, und 4,,..., oder 2 und #4; den- 
selben absoluten Betrag haben. [Im Allgemeinen werden nur einzelne 
Punkte existiren, in denen drei Wurzeln denselben Betrag haben]. Die 
algebraische Curve 7’ = 0 wird sich also aus (vy — 1) Theilen zusammen- 
setzen 


(4) G.(§, 4) = 0 (K=1,2,...,¥—1), 
wobei G,(&, 7) = 0 den Curvenzug bezeichnen soll, auf dem die k' 


und die (K + 1)'° Wurzel denselben absoluten Betrag haben. Fassen 
wir das Bisherige zusammen, so folgt also 


# . , : : 
lim > =, ausser fiir die einfache Mannigfaltigkeit G, (&,y)=0, 
(6)}° 
ae 1 / 
lim po “9° hE ” ” Gi (&, n)=0 
(k—=1,2,...,»—1). 
Stets ist 


ptt mm ayy «++ By = (— 11g (2). 


Oder wenn wir hieraus die einzelnen Wurzeln berechnen 





— ' 
(2, = lim a =lim R,,1(2x), 
nu=@ n ro 
. PaaP,-—P* P ; 
¢, = lim at =~ at a = lim R,,2(x), 
(7) : a= © Pola — Fs n-+1 N= OW 
* Patt k I n,k—1 : 
& = lim ne = lim R,,, (a 
n=O Pix Putte 1 n=O ? ( ), 


"g 


wobei nun F,.(”) eine rationale Function von & [im allgemeinen Falle 
eine rationale |‘unction der g;, (x) und der Anfangsgréssen P, , P,,..., P,| 
bezeichnet, die mit wachsendem » sich fiir alle Werthe von x einem 
jrenzwerth nahert, mit Ausnahme der Punkte der Curve G; (&, 1) = 0. 
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Sonach kénnen wir sagen: 

Die v Functionszweige der durch die Gleichung f(z, x) = 0 definirten 
algebraischen Function ¢ von x lassen sich stimmtlich als Grenzwerthe 
rationaler Functionen von x darstellen, welche in der ganzen x-Ebene 
einen Sinn haben mit Ausnahme einzelner Stiicke einer algebraischen 
Curve F'(&, 4) = 0, in denen einzelne dieser Grenzwerthe nicht existiren. 
Und zwar liefert fiir cinen bestimmten Werth von a: Ry»x(x) die ke 
Wurzel der Gleichung, wenn dieselben an dieser Stelle ihrem absoluten 
Betrage nach geordnet werden. Die Gesammtheit der v Zweige 2, , 2 ,..++5 4» 
ist durch die Gesammtheit der v Functionen 


Rai(%), BRas(x), .. +; Rao(2) 


mit beliebig grosser Anniherung dargestellt. Nur ist zu beachten, 
dass, wenn wir die v Zweige als eindeutige, analytische Functionen 
von x definiren [, wobei dann z, B. die Bezeichnung z, in verschiedenen 
Gebieten verschiedenen Zweigen zukommen wird,] jeder Zweig nur in 
einem gewissen Gebiet durch eine bestimmte Function R,,,(”) dargestellt 
sein wird, in einem andern durch eine andere, oder, was dasselbe ist, 
jede der rationalen Functionen wird in verschiedenen Gebieten [, deren 
jedes dadurch charakterisirt ist, dass in ihm die Reihenfolge der 
Wurzeln, ihrem absoluten Betrage nach, eine feste ist, wihrend sie 
beim Ueberschreiten der Grenzcurve des Gebiets sich fndert,] ver- 
schiedene Wurzeln von f(z, x) = 0 darstellen, 

Um dies noch deutlicher zu machen, wollen wir die v Functions- 
zweige 2’, 2",..., 2”) von # in einem beliebigen Punkte x’ der «-Ebene, 
der nicht auf F'(&, 4) =O liegt, bestimmt definiren, z. B. so, dass 
e == 2,,.+.., 2°) = %) wird, und um ibre Fortsetzung eindeutig zu 
machen, einen Verzweigungsschnitt legen. Da dieser durch siimmtliche 
Verzweigungspunkte geht, so kann dazu z. B. ein Theil der Curve 
F(é, 4) =0 gewihlt werden, der dann nicht tiberschritten werden 
darf. In der Umgebung von 2’ ist dann 
(8) 2\*) == lim R, x(x) . (kewl, 2,..., ¥) 

r= 
Lasse ich w einen Weg beschreiben, der die Grenzcurve EF’ = 0 nicht 
schneidet, so bleiben alle Grenzwerthe bestehen, Nihert sich x der 
Curve G;(&,4) =0, so hért die Annaherung des Quotienten =p gegen 
ae 
einen Grenzwerth allmihlich auf, auf der Curve existirt kein Grenz- 
werth. Nach dem Ueberschreiten stellt dann lim R,,(”) nicht mehr 
2), sondern z@+) dar, d. h. der Grenzwerth hat einen ploétzlichen 
Sprung gemacht. Halten wir nun die Reihenfolge der Functionen 


Rai(%), Rao(x), -- +» Rao (%) 
fest, so kénnen wir sagen: Die Reihenfolge ¢’, 2’, ..., 2” erleidet 
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beim Ueberschreiten einer Grenzcurve eine Permutation ihrer Elemente 
fund zwar werden im Allgemeinen nur Transpositionen zweier benach- 
barter Elemente eintreten, da die Coefficienten (xv) eime Bedingung 
erfiillen miissten, damit drei Wurzeln lings einer Curve denselben 
absoluten Betrag haben], sodass sich jedes Stiick der Grenzcurve dureh 
eine solche Permutation charakterisiren lisst. Kehren wir nun nach 
dem Ausgangspunkte 2’ zuriick, ohne einen Verzweigungsschnitt tiber- 
schritten zu haben, so muss die Anfangsreihenfolge z’,2”,. . ., 2°) wieder 
eingetreten sein, da die Functionen R,,(x#) eindeutig sind, Begeben 
wir ups aber auf verschiedenen Wegen an die beiden Ufer eines Ver- 
zweigungsschnitts, so wird auf beiden Seiten die Reihenfolge der 
Functionszweige verschieden sein, und durch diese Verschiedenheit 
wird die Verzweigung an jener Stelle des Schnitts charakterisirt sein. 
Was somit sonst durch das Puiseux’sche Verfahren erreicht wird, 
nimlich die Feststellung des Zusammenhanges der einzelnen Wurzeln 
an den Verzweigungspunkten, oder kurz die Construction der zu 
f(z, 2) =0 gehérigen Riemanu’schen Flaiche, wird hier allein durch 
die Betrachtung der Curve F' = 0 und die Art ihres Zerfallens in die 
einzelnen Theile G,(&, 4) =O erreicht. An Stelle der sonstigen 
Potenzreihenentwicklungen der Wurzeln, die nur in begrenztem Bereich 
convergiren, tritt hier eine in der gesammten Ebene mit Ausnahme 
der Punkte von F'(€, 4) = 0 giltige, rationale Darstellung. 

Um auch noch fiir die Punkte dieser Grenzcurve Ausdriicke fiir 
die Wurzeln zu erlangen, kénnen wir die beiden Wurzeln, die an der 
betyeffenden Stelle denselben absoluten Betrag haben, mit Hiilfe des 
Euler’schen Verfahrens bestimmen, welches zwar nicht mehr rationale 
Ausdriicke fiir die beiden Wurzeln liefert, dieselben aber als Wurzeln 
einer quadratischen Gleichung mit rationalen Coefficienten darstellt, 
also nur eine quadratische lrrationalitaét einfithrt, Ist 
liefert die quadratische Gleichung 


= |241|, 80 








&k 


(Pass Fonth — P?,) u? — (Pr42n Pra oy eae Passi P,x) uU 
+ (Pax Po-as : mae Pony an = 0 
die beiden Ausdriicke (2, 2)... 2-1) und (2,2, ... ¢-1)%41, Wwobei 
P 

der Klammerausdruck schon vorher durch lim —2**=" 

n=O n,k—1 

Sind die g,(#) so beschaffen, dass auch Curvenziige mit mehr als 

zwei, etwa h, dem absoluten Betrage rach gleichen, Wurzeln existiren, 

so liefert das Jakobi’sche Verfahren eine Gleichung h'*" Grades mit 

rationalen Coefficienten, deren Wurzeln diese h Zweige mit wachsen- 
dem » beliebig nahe kommen. 


gefunden ist. 
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Da nur fiir die Punkte einer einfachen Mannigfaltigkeit die An- 
niherung der Functionen R,,(v) an einen Grenzwerth aufhért, so ist 
im Allgemeinen die Convergenz eine gleichmiissige. Denn alle Punkte 
in der Umgebung von a liegen im Convergenzgebiete, wenn a darin 
liegt. Nur fiir 2, = 24; findet zwar noch Convergenz statt, dieselbe 
ist aber nicht mehr gleichmiissig, da diese Punkte auf der Curve 
Gi(§, 4) = liegen. Sonach lisst sich fiir alle Werthe von x in der 
Umgebung von a bei beliebig klein vorgeschriebenem 0 ein Werth 
von m so bestimmen, dass 

| P41 (2) . 
P.@ 2,\<0 
fiir 
n=m,m-+1,..., 0 
wird. 

Lage nun fir Werthe von » > m in dieser Umgebung von a eine 
Nullstelle 2 von P,(«), [wiirde dieselbe gleichzeitig P,.1(”) zum 
Verschwinden bringen, so miisste doch in der Reihe P,4:(z’), 
Pi+s(@’), .. +) Pn4v+() mindestens eine Function von Null ver- 
schieden sein, weil sonst alle P, durch 2— 2’ theilbar wiiren; wire 
Pris (x) 
Pri x—1 (@) 
wiirde, da z, im Endlichen nothwendig endlich ist, diese Differenz 
iiber alle Grenzen hinaus wachsen. Das kann aber nur fiir Punkte der 
Begrenzung G,(§, 7) = 0 stattfinden. Dehnen wir diese Ueberlegung 
auf die Unterdeterminanten aus, so folgt der 

Satz: Bestimmt man die ganzen rationalen Functionen P, (x) durch 
die Recwrstonsformel 


Pago (©) = 9) (@) Pats (#) + Jo () Pu4y—2(@) ++ +++ gv (2) Pr(a) 
(n=1, 2,.,., 00), 


so nihern sich mit wachsendem n die Nullstellen von P(x) mehr und 
mehr der Curve 
G,(&, 1) = 9, 


die Nullstellen von Pnii Pus — Pz der Curve 


G,(§ 9) =9, 
allgemein die Nullstellen von P,,x(”) der Curve 
Gi(—,”)=0, (k=—1,2,...,7—1) 

wobei G.(E, 4) = 0 die cinfache Mannigfaltigkeit von Punkten enthiilt, 
fiir welche die ke und die (k-+ 1)'* Wurzel (ihrem absoluten Letrage 
nach geordnet) denselben absoliten Betrag haben, und hierin beruht 
es, dass bei der Anniherung an diese Curve die Existenz des Grenz- 
Putty 
by 


n,k 


dieses P,,4,(”), so gehe ich von dem Quotienten aus,] so 


werthes von aufhért. Auch erhellt nun, in welcher Weise es 
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functionentheoretisch zu erkliren ist, dass dieser Quotient in ver- 
schiedenen Gebieten der Ebene verschiedene Functionen darstellt, 
indem sich namlich seine Unstetigkeitsstellen an der Begrenzung 
dieser Gebiete zu wesentlich singuliren Stellen anhiufen, Sonach wird 
die Curve G,(&, 7) =O fiir unendliches ~ von den Nullstellen von 
Px (x) vollig tiberdeckt werden. 

Anm. Dass fiir grosse Werthe von m die Nullstellen von P,(x) 
nur auf der Curve G,(&, 7) = 0 liegen kénnen, folgt schon aus der 
Darstellung 

Pra=C, ef 4+ OC,4 +--+ + OQ, 
Solange |z,| > |2,| ist, muss mit wachsendem » der erste Term alle 
folgenden mehr und mehr iiberragen, sodass ein Verschwinden von P,, 
ausgeschlossen ist. Hingegen wird es moglich sein, dass fiir |z,| = |z,| 
die Summe der beiden ersten Terme sich gegen die Gesammtheit der 
iibrigen Terme forthebt. — 

Noch eine naheliegende Frage lasst sich hier beantworten. Wenn 
eine beliebige Function /’(7) nach solchen Functionen P,,(#) entwickelt 
ist, in welchem Bereiche convergirt diese Entwicklung? 

Aus der Darstellung der P, (x) folgt 


aia é > a S19 (4) "St 
F(a) 2 Pale) 2 (4) a c< . 
Diese Reihe convergirt aber offenbar fir 
|e] = |pe(@)| < lim =, 
n=o ‘n-+1 
d. h. so lange die absolut grésste Wurzel von f(z) = 0 einen gewissen 
absoluten Betrag nicht tibersteigt, wodurch das Convergenzgebiet vollig 
bestimmt ist; es wird sonach durch eine geschlossene Curve (geschlossen, 
weil im Unendlichen sicher ¢, einen unendlich grossen absoluten 
Betrag hat,) begrenzt werden. — 

Im Folgenden wollen wir zwei Beispiele behandeln und zum Schluss 
den Fall v = 2 und die in ihm auftretenden Functionen P,(x) genauer 
erértern. Im ersten Beispiel ist zwar f(z) reducibel; dieses hat jedoch, 
solange P,, P,,..., P, unbestimmt bleiben, keinen Einfluss und erleichtert, 
da keine Verzweigung stattfindet, die Uebersicht. 


§ 3. 
Beispiele. 
1) f(z) = (¢—2) (e—2x2—1) (e—32—1). 
Hier wird 
@=24, 2 =—2r4+1, &—38e+1, 
|e'| = |2"| liefert & + 4? = (E41)? + 477, 
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|2"| == |2°"| liefert (2§+4-1)? + 4? — (8&+1)? + 97y?, 


@| 5 (BE 1)? 4 On? — § + 7?. 


Diese Gleichungen stellen drei Kreise dar, Ki2, Ko3, Ky, welche in 
an it ; eS i 
zwei gemeinschaftliche Schnittpunkte A und B haben: 
Kia:(€+5) + 2 —G)=09, 
Ks: (§+5) + —@) =, 
sat (+3) +o? — (=. 


In A uud B haben alle drei Wurzeln denselben absoluten we 
Aus diesen 3 Kreisen setzt sich die Curve F(é, — (&, n) G, (&, 4) = 
zusammen. Da z. B. fir s—=—2: 2s = —2, fat ek 
ist, so folgt leicht, dass ausserhalb des Buvishe rm drei Kreise 2” die 
absolut grésste Wurzel ist, und dass, wenn wir diesen Bereich mit B, 
bezeichnen, in B, die Reihenfolge der ihrem absoluten Betrage nach 
geordneten Wurzeln: 2”, 2”, 2’ ist. Diese Reihenfolge iindert sich beim 
Ueberschreiten der Peripherie von K;,,», derart, dass sich 2 und 2™ 
vertauschen. Sonach sind die sechs Gebiete B,, B,, ..., B, durch 
folgende Reihenfolgen charakterisirt : 


B “rn ” , 
es ~ nv 
1 . & ow w 





af 
\@ | — 








und es wird 


P. ,, (2) au B,, B, 
lim ai ={2x2+1} inden Gebieten { B,, B, 
vers 3a+1 | 


Verner wird die Curve G,(&, 4) = 0 von den voll ausgezogenen 
Kreisbogen , die Curve G,(§, 7) == 0 von den gestrichelten gebildet. 
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Die Nullstellen von P,(”) gruppiren sich mit wachsendem » auf 
den ersteren, die von P,,:P,: — P,? auf den letzteren. — 

Der Convergenzbereich von Entwicklungen nach den P,(x) wird 
durch gewisse Kreisbogen begrenzt, fiir die |2| < 9 ist, und zwar 
ist es fiir 


o> 1 der Vollkreis 


1\2 P e 2. 
(+5) +7 =—(@); 
: <o<1 ein Kreisbogenzweieck, gebildet aus 1) und 
‘ 1\2 ; 2 
2) €+) +7=(Q; 
e< ; ein Kreisbogendreieck, gebildet aus (1), (2) und 


(3) &fyr—e 


Dieses Beispiel lasst sich noch leicht verallgemeinern : 


f(z) = IT (2 — ajx — Bj). 


i=1 


Die Bedingung fiir die Gleichheit des absoluten Betrags zweier 
Wurzeln wird 


(a6 + by)? + (ay)? = (an& + da)? + (aan), 


a,b he a,b — by : 
(E+ ee + “Cae ) 
7 — Oy - a 


Nenne ich diesen Kreis, dessen Mittelpunkt auf der reellen Axe 
liegt, K,,,, so schneiden sich die drei Kreise K,,, Kj,; und K;, in 
zwei gemeinsamen Punkten P,,,, und P;,,;, in denen drei Wurzeln den- 
selben absoluten Betrag haben. Der Complex der 2 » Kreise stellt 
die Curve F(&,4)—0O dar. Jeder derselben wird in eine Reihe 
einzelner Kreisbogen zerlegt, die von einem Punkte P,,,; bis zu einem 
andern P,,,;° reichen, und aus solchen einzelnen Bogen setzt sich 
jede Curve G,(&, 7) = 0 zusammen. Die x-Ebene wird dadurch 
in eine Reihe von Kreispolygonen zerlegt, derart dass in jedem einzelnen 
die Reihenfolge der ihrem absoluten Betrage nach geordneten Wurzeln 
fest ist, wahrend beim Ueberschreiten irgend einer Seite des Polygons 
eine Transposition zweier Wurzeln erfolgt. 


oder 
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2) f(e)— 2 + a2 — 1=—0. 


Es wird hier vorzuziehen sein, statt der Berechnung der Function 
(r) und ihrer Discriminante F'(§, 4) einen andern Weg einzuschlagen. 
Sollen zwei Wurzeln denselben absoluten Betrag haben, so kénnen wir, 
da die Summe aller drei Wurzeln gleich Null ist, ansetzen 


ea revi, 2 am revi, 2” <= — r(er! + ev"), 
Da ferner 
a’ a" es” ‘ei + 1 
ist, so folgt 
3 etv)i (evi + eV?) = — 1 
oder 
73 (ePt+2Y)i 4. e+29)) —= — 1, 
Also ; : 
sin(@ + 2y) + sin(y + 29) = 0 


r3{ cos (p + 2¥) + cos(w + 2g)} = — 1. 


Die erstere Gleichung bietet die beiden Auflésungen 


a) 29+ ¥—2k+1)a+o42y 


und 


oder 
y= (2k+1)2-+ 9, 
also 


was unmdglich ist. 


bk) 29+ ¥—2kx—(P4+2¥) (k= 0,1,2,...), 


Qkx 
9+e~-—, 

also 
SO+ = - 


Endlich wird nun 
“ar + 2’2"" +22’ = 2, 
2 (e29i 1 e@ty)i + e2¥#) =— 2, 
ret {eg—wi+t ev—gi + 1} = — a, 


x? {2cos(p — v) + 1} Pt? = — a. 
Also 


— x = r° {2cos(p — ) + 1}’, 
d. h. «> muss reell sein. Setzen wir 


a=&+ in, 
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so zerfallt die Curve F(&, 4) =O in die 3 Geraden 
=0, n +/73§=0, y— V3§=0, 


welche sich in dem Coordinatenanfang, in dem alle drei Wurzeln den- 
selben absoluten Betrag haben, unter Winkeln von je 60° schneiden., 
Aber nicht in ihrer ganzen Ausdehnung bilden sie die Curve F = 0. 
Die Verzweigungspunkte von ¢ sind die Punkte 


B= — Lk 

deren je einer auf jeder der drei Geraden liegt. Nur das von diesem 
Verzweigungspunkte durch den Nullpunkt in’s Unendliche gehende 
Stiick der Geraden enthalt die Punkte, in denen zwei Wurzeln denselben 
absoluten Betrag haben. 

Definiren wir nun in der Umgebung des Nullpunktes die drei 
Functionszweige durch die Reihenentwicklungen 

a —am—a Ft a= +--., (k= 1,2, 3), 
wobei 

o,— 1, oa,= ss ? a 
ist, und legen wir einen Verzweigungsschnitt, so sind die drei Wurzeln 
in der ganzen Ebene eindeutig bestimmt. Durch eine einfache Be- 
trachtung ergeben sich dann die folgenden aus der Figur zu ent- 
nehmenden Resultate : 

A,OB,, A,OB,, A,OB, sind die drei Geraden, welche die Curve 
(§, 4) = 0 bilden. Aus dem Kreisbogen A, A,A,, sowie der Geraden 
A, A,, setzt sich der durch doppelte Zeichnung erkennbare Verzweigungs- 
schnitt zusammen. Dadurch zerfiallt die Ebene in acht Gebiete. [Denken 
wir uns die Gebiete J und JJI, sowie IJ und JV im Unendlichen 
zusammenhiingend, so bleiben sechs Gebiete iibrig, deren jedes durch eine 
bestimmte unter den sechs méglichen Reihenfolgen der drei Wurzeln 2’, 2”, 
2” charakterisirt ist}. Die Transpositionen der Wurzeln an den Theilen 
der Curve F(&, 7) =O sind in runden Klammern, die daraus durch 
einfache Betrachtung sich ergebenden Verzweigungen an den drei Theilen 
des Verzweigungsschnitts in eckigen Klammern angegeben. ([Geht 
man z. B. vom Punkte P im Gebiet J aus und auf zwei Wegen, die den 
Punkt A, einschliessen, nach dem Punkte Q des Verzweigungsschnitts 
A, A,, so ist an dem einen Rande z”,2”, 2’, an dem andern 2”, 2’, 2” 
die Reihenfolge der Wurzeln; es verzweigen sich sonach an dieser 
Stelle 2’, 2”, woraus nun weiter folgt, dass, wihrend lings A,OA, 
2’ und ¢’”, lings A,B, 2” und z” denselben absoluten Betrag 
haben, etc.] Damit ist es nun leicht, die Verzweigung der Wurzeln 
z’,2”,2”” und die Reihenfolge, in der sie durch die rationalen Functionen 
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Rii(@), Ri 2(w), Ry,s(w) dargestellt werden, fiir jeden Punkt der 
Ebene zu ermitteln. 








Wollen wir noch specieller auf die Functionen P, etc. eingehen, 
so miissen wir das Zerfallen von F'(§, 47) =O in die beiden Theile 


G,(§, 4) =O und G,(&, y) =0 
untersuchen : 


In den Gebieten (J, JJZ) und Vist 2” 
™ (17, IV) und VIIT ist 2” 
" VI und VII ist 2’ 


die absolut grésste Wurzel. Sonach folgt sofort, dass die Strecken 


OB,, OB,, OB, die Curve G,(&, 4) =—0 


OA,, OA,, OA, die Curve G,(&, 7) = 0 
bilden. 


Ps 
Somit ergiebt sich: Der Quotient ste nihert sich fiir jeden Werth 





von # mit wachsendem einem Grenzwerth ausser fiir die Punkte 
der drei geradlinigen Strecken OB,, OB,, OB, und stellt in den drei, 
durch verschiedene Strichelung hervorgehobenen Gebieten die Wurzeln 


ow 
~ 


wt pl ] 
2,2 48 dar. 
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Mit wachsendem m hiufen sich die Nullstellen von P(x) auf 
diesen drei Strecken OB,, OB,, OB, mehr und mehr an. Analog be- 












HINES 
HATA | 


WS STITT 
HANIA 
WY 



































HATH 















































decken mit wachsendem » die Nullstellen von Py4: Pyc— Pi die 
drei Strecken OA,, OA,, OAg. 


Cap. 2. 
Der Fall »v = 2. 
$ 1. 
Zuriickfiihrung auf einen speciellen Fall. 


Eine besondere Anwendung des vorigen Capitels soll noch den 
einfachsten Fall, den Fall einer quadratischen Gleichung, behandeln, 
weil sich hier einige Anwendungen auf aus der Theorie der trigono- 
metrischen und der Kugelfunctionen Bekanntes machen lassen. 

Die quadratische Gleichung laute 
(1) f(z) = 2 — g(x) 2+ h(x) = 0. 

Die Gleichung der Curve F = 0 liisst sich hier direct aufstellen; ist 
namlich 

2, re?!, Z—revi, 

so wird 


g(x) = r(eri + ev"), 


h(a) = r? tyr, 
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Ferner 


g (2) = rv? (ee! + 2eetvii + ev?) = rr ePtwi(ele— Yi +2+ elv— 9%) 
= r° (2 + 2cos(p — y)) eet, 





Demnach 

(2) g* (x) ao 1 + cos(@ i) 

ee 4h (x) 2 

D.h. Der Quotient rch muss reell sein und zwischen 0 und 1 
liegen. 


In der That ist auch auf anderem Wege leicht einzusehen, dass 
dies die nothwendige und hinreichende Bedingung fiir das Eintreten 
zweier absolut gleicher Wurzeln ist. Sind die P,(#) bestimmt durch 
(3) Pato(*) = 9(@) Pays) — hx) Pr(z) (n= 1,2,..., 00), 


so setzen wir 


(4) P, (2) = I (a) Qu(2), 
_ - (oder, was dasselbe ist z= £ Vh(a)). 
ann wir 
6) Qui 2(@) = FS Qut(7) — Qn (2). 
a (x) 
Fiihren wir nun fiir oi eine neue Variable ¢ ein, so wird 
2V h(x 
(6) @—2t+1=0 oder &2—t+/yi?—1 
und 
(7) Qup2(%) = 2t Qnys(%) — @n(2). 


Fiir diese quadratische Gleichung ist nun die Curve F'(&, 4) = 0 
leicht aufzustellen. Da das Product beider Wurzeln gleich 1 ist, 
miissen beide auf dem Kinheitskreise liegen, falls sie denselben abso- 
luten Betrag haben sollen. Die Gleichung 


g2— 2H +1—0 oder $+ 5 = 2 


stellt aber eine Abbildung dar, bei der den concentrischen Kreisen 
um den Nullpunkt der -Ebene und ihren Durchmessern ein System 
von confocalen Ellipsen und Hyperbeln in der ¢-Ebene entspricht. 
Dem Einheitskreise der £-Ebene entspricht das zwischen —1 und 
+ 1 gelegene Stiick der reellen Axe der ¢-Ebene. Dieses Stiick bildet 
also die Curve #’ = 0 und nur fiir 


—roT et 


haben die Wurzeln &, und § denselben absoluten Betrag, Auf die x 
iibertragen lautet dies aber 


Mathematische Annalen, XLIV. 34 
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a ge) 
. 2Vh(a) salle ihe 


g* (@) 
th (a) <i. 


oder 
0< 


2 
Stellen wir die Bedingung, dass oy reell sein soll, in einer 


algebraischen Form (algebraische Gleichung zwischen § und ) auf, 
so lautet sie 





g(E,n) _ 9(E,n) _» gM (En)_ 
n(§; 0) 92(€,) ' h(E, n) y 


Doch nur fiir einen Theil dieser Curve haben 2, und z, denselben 
absoluten Betrag, und zwar lasst sich derselbe leicht angeben. Wir 
kénnen auch schreiben 

F=g(zt)—4aAh(x)=0 O0O<AK< 
Fiir 4 = 0 liefert diese Curve die Nullpunkte von ade und zwar 


jeden doppelt; es sind dieses die Punkte, in denen 2, = — 2, ist. 
4 = 1 giebt die Verzweigungspunkte von 2 
g—4h=0, 
wo also 
: a = PN 
ist. 


Wir erhalten sonach von jedem Nullpunkte von g(#) ausgehend 
zwei Zweige, die in zwei Verzweigungspunkten von z endigen. D. h. 
Setzen wir 

2,=rer!, 2, revi, 
so liuft g— wy auf der Curve # =O stetig von 0° bis 180° [und 
so war es auch im zweiten Beispiele des vorigen Capitels]. 

Dadurch ist die Art der Curve =O im Falle v = 2 bekannt, 
und es bleibt nur noch iibrig, die in diesem Falle auftretenden Func- 
tionen P,,(~) zu behandeln. Da diese soeben auf die in einem speciellen 
Falle auftretenden Functionen zuriickgefiihrt sind, ist jetzt noch 
dieser Fall 

{(2) = 2@ — 242+1—0 


und die zu ihm gehérenden Functionen P,(#) zu erdrtern. 


§ 2. 
Der Specialfall: f(z) = 2 — 242+ 1=0. 


Wir fanden oben, dass in diesem Falle die Curve F'(§, 4) = 0 
durch das zwischen — 1 und + 1 gelegene Stiick der reellen Axe ge- 
bildet wird. Sonach werden die Functionen P,,(x) fiir diese Strecke 
und fiir die iibrige Ebene getrennt zu betrachten sein. Fiir diese 
Strecke kénnen wir 

z= COS @ 








Berechnung von Gleichungswurzeln durch recurrirerde Ausdriicke. 531 


setzen; dadurch wird 
2, = ete, 2, am e- 9, 
Zwei specielle Lésungen unserer Recursionsformel 

(1) Pre = 2 cos p Pras — P, 
sind dann die Potenzen der Wurzeln, e*% und e—*%‘, oder lineare 
Verbindungen derselben 
(2) Pri=cosnp und P,»=—sin ng. 
In der That ist 

cos(n + 2) m = 2 cos » cos(m + 1) pm — cosng, 

sin(m + 2) p = 2 cos sin(n + 1) m — sinng, 
und die allgemeinste ganze Function n' Grades von w, die der 
Formel (1) geniigt, wird sich fiir 

—-l<a“<+1 

in die Form bringen lassen 


(3) P,, (a) = 4, cosn gp + A, sin(n + I) @ 


sin p , 


wobei 4,, 4, willkiirliche, von  unabhiingige Gréssen sind. 
Beachten wir noch die bekannten Formeln 


° 1 1 2-— 
_ Carts Fe a-—e#) * 
er Ls... -”©6—S—C aS 
r" ( -t 
ee ma 1)" To (1 — 2) 
mnp © 57a Vi—«x oe : 


so kénnen wir, fiir jeden Werth von ~ giiltig, sagen: 


Die allgemeinste ganze, rationale Function, welche der Recursions- 
formel 


(1) Pris == 22 Pra — F,, 
geniigt, hat die Form 

1 —— 
(5) het Me dae 


Ar Seep ep wen ne fee _>, 


wobei /\(%), f.(%) beliebige ganze, rationale Functionen von @ sind, 
die aber » nicht enthalten. 
Die Giiltigkeit unserer allgemeinen Siitze ist hier ganz evident: 
Nach dem Rolle’schen Theorem liegen in der That die Nullpunkte 
von P,1(@) und P,.2(a) auf der reellen Axe zwischen + 1 und — 1. 
Dass dann bei beliebiger Wahl von /,(x%) und f,(~) fiir wachsendes » 
34* 
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die Nullpunkte von P,(2) sich ebenfalls mehr und mehr an diese 
Strecke anschliessen werden, lasst sich unschwer itibersehen. 
Pass (x) 


Ferner niihert sich der Quotient ?.@ in der ganzen Ebene 
einem Grenzwerth, nur nicht fiir F’—0; in der That ist 
lim SF ond lim Met o 


n=a CORD n=o Mn 


ganz unbestimmt. 
Definiren wir aber /x* —1 fiir reelles x > 1 als positiv und 
4—=2+yYe2—1, 2—2—y2—l, 
legen wir ferner den Verzweigungsschnitt auf der reellen Axe von 
— 1 nach +1, so ist 2, tiberall die absolut grésste Wurzel, und es 
wird fiir jeden Werth von x ausserhalb des Verzweigungsschnitts 


. Pai @ | #=— 
) ———— = - * sae 
(©) = ae etre, 
also im Speciellen 
S. 
avtt(gt—1) 
7 "+l 
i icinccc ana —= (2n4+ 1 (@+ V2? —1), 
a @(aet—1) * 
da” 


(7) 





lim 


n=o 








Die Entwicklung irgend einer ganzen Function J’(#) nach den 
Functionen P,,,(”) oder P,,2(x) convergirt in einem Gebiete, fiir das 
®) e+ VFI] <e 
ist, also in einer Ellipse mit den Brennpunkten + 1 und — 1 (die- 
selbe Ellipse bildet auch den Convergenzbereich fiir die Entwicklung 
nach Kugelfunctionen einer Variabeln, worauf wir noch zuriickkommen). 

Die Darstellung der P, als Entwicklungscoefficienten von . 
nach steigenden Potenzen von 2 liefert die bekannten Formeln 


n= 
" 2” 
log (2? — 2az2-+4- 1) = — 2 > yj COS NO, 
n— 
ao 
1 ~1 sin n 
—— is Ss. 
2° — 228 1 — sin @ 


1 
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Wir kénnen hier noch die folgende Bemerkung anfiigen: 
Die Recursionsformel 
(1) Papo(@) = 2a Pryr(x) — Pr(z) (n= 1,2,..., 00) 
lautet in der Variabeln p fiir P, = sin np tésp. cos ng 


(9) P[(n + 2) y] = 2 cos » P[(n + 1) y] — Ping] 
(n=1,2,..., 00), 
so dass sie in die Form einer Functionalgleichung fiir die eine zu 
bestimmende Function P(g) iibergeht (es ist dieses eine Art von 
Multiplicationstheorem fiir P(p)). Nach dem Obigen hat dieselbe zwei 
specielle Lésungen, 
P,\(y) = cosy, P,(p) =sin » 
aus denen sich die allgemeine 
P(~) = a cos mp + b sin » 
zusammensetzt. 

Wir kénnen uns nun die allgemeinere l'unctionalgleichung vorlegen 
(10) P[(e-+%) 9] = a1 (p) P[@+v—1) 9] + - ++ + g(y) Ping] 
(n=1,2,..., 00), 

die natiirlich auch als Recursionsformel aufgefasst werden kann. 
Differenziren wir diese Gleichung nach » [was, wenn auch die 
Gleichung zunichst nur fiir ganzzahlige n gilt, doch stets erlaubt ist] 
und setzen 
72 = Pg), 
also 
dP(ng) 


ding) "Oe, 


so wird 
(11) P’[(m+r)9] = 94%) PT e+rv—Dg] +-:-+ gy) P'[ng). 
D. h. Geniigt P(m) der obigen Funetionalgleichung, so auch 
P(g), P'(g),:- 
Daraus folgt nach dem Friiheren 
(12) PO (ng) = A,(y) P&-¥ (ng) + --- + A,(y) Ping) 
(n= 1,2,--+, 00), 
wobei nun zunichst die A,(p), A,(p),...-, Ay(m) von m unab- 
hiingig sind. 
D.h. P() geniigt der linearen Differentialgleichung 
(13) P)(p) = A; (y) PO (g) +--+ + Ar(p) P(Q). 
Die A,(p),..-,A,(p) sind aber auch von » unabhingig; denn 


wenn ich vq fiir  setze, miissen sie ungeiandert bleiben; sonach 
sind sie constante Zahlen. 


(14) PONG) = ¢ PONG) +--+ PQ). 
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Also 
(15) P(g) = de? + der +---+de?, 


wenn wir den Specialfall von Doppelwurzeln zunichst ausschliessen. 
Daraus folgt nun sofort 


i=y 


f(e) = # — 9,9) #*—--- —g (9) =] |  — aie?) = 


i=1 
Denn dann wird in der That 
P.(p) = P(ng) = C4 + CL,ae+---+ 06,4. 
Sonach folgt: 
Soll die Function P(g) der Functionalgleichung 
(10) Pl(n+) 9] = 9: (9) Pl(n-+v—1) 9] +--- + 9p) Png) 
(n= 1,2,..., co) 
geniigen, so miissen die Wurzeln von 


(16) f(2) = # — g(p) &* —--- — p(y) = 0 
die Form 

(17) “= ayer? 

haben, und es wird dann 

(18) P(y) = der? + der? + .-- + de® 


die gesuchte Function. 

Nur dieser einfache Fall erméglicht eine Lésung jener Functional- 
gleichung. — 

Hat f(z) vielfache Wurzeln, so treten als Ersatz fiir die zusammen- 
fallenden Terme der Function P(g) in bekannter Weise Glieder hinzu, 
die durch mehrfache Differentiation von e*? nach den }, entstehen, 
also Terme der Form 
(19) per*, gcd, .. 

So geniigen die beiden Functionen e? und me’, und sonach all- 
gemein 
P(y) = e? (a + bg) 
der Functionalgleichung 
P[(m + 2) mp] = 2e? Pi(n + 1) —] — &? Ping] 
und es wird 


fle) = (e — 7). 
§ 3. 


Recursionsformeln mit von » abhangigen Coefficienten. 
Wie die Functionen sin mg und cos np der Recursionsformel 
(1) Pry =2 cos p Paji— Pr (n=—1,2,---, 00) 
gentigen, so befriedigen auch die Functionen 











al- 


n- 
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p® — (n—k)! _ d* sinng - (n — k)! ad cos np 
n es 


(n+k—1)!n ada ? resp. (n+k—1))In dat 


eine Recursionsformel, niimlich 


(2) (n +k) PY, — 2na P® + (n — k) PO, =0 
(n= 1,2,...00) 
(k= (0,1,2,...). 

Der charakteristische Unterschied der beiden Recursionsformeln 
ist jedoch der, dass die Coefficienten der zweiten von n selbst ab- 
hiingen, dass sich also auf sie unsere allgemeinen Siitze zunichst nicht 
anwenden lassen. Beachten wir indessen, dass (2) mit wachsendem n, 
falls & endlich ist, in die oben behandelte (1) iibergeht, so kénnen 
wir unsere Resultate, da sie sich auf den Fall m = oo beziehen, auch 
hier anwenden. Sonach wird 


Pp) ewrss% 
(3) lim 4 = 2 + ya? —1, 


wenn 2 nicht auf der reellen Axe zwischen + 1 und — 1 liegt. Dass 
die Nullstellen von P\” auf dieser Strecke liegen, folgt schon aus dem 
Rolle’schen Theorem. 

Nur der eine Fall, dass & zugleich mit » unendlich gross wird, 
ist noch von Interesse. Setzen wir 


k=an, 
wobei 
U<—e< i 
ist, so geht Formel (2) mit wachsendem 2 iiber in 
(4) (1+ a) PY, — 2a P® + (1 — a) PM, = 0. 
Die zugehdrige, quadratische Gleichung 
(5) (1 + @) 2 — 2az2+ (1 — a) = 0 
hat als Wurzela 
. + Vz 2-1 
(6) = % = i ete: P 
sodass nunmehr die Nullstellen von P’(z) nicht mehr auf der ganzen 
Strecke von — 1 bis ++ 1 liegen, sondern sich auf das engere Intervall 
von —Yi—« bis +/1—a 


zusammenziehen. Wenn am eine ganze Zahl < m ist, so liegen die 
Nullstelleu der ganzen Functionen von 2 = cos » 


m= re sin ” np dé” cos N—p 


(7) und 


dx an dat” 
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zwischen ~ 
—yYil—a? und +/1— a? 


auf der reellen Axe. Fiir 


n=8, a= ; 
wird z. B. P, (x) = 5624 — 242?+4+1=—0 
H1,2= +0,618, x4 —-+ 0,216 
und V1 — a? — + 0,866. 


Im Wesentlichen bleiben also unsere allgemeinen Sitze auch in 
dieser Erweiterung bestehen. 

Damit ist nun zum Schluss auch die Méglichkeit einer Anwendung 
auf die Kugelfunctionen gegeben, zu welcher uns die Analogie vieler 
durch unsere allgemeinen Sitze erhaltenen Resultate mit solchen aus 
der Theorie der Kugelfunctionen noch besonders veranlasst. 

Die Kugelfunctionen P,(x) und Q,(”) geniigen der Recursions- 
formel 
(8) (m + 1) Pasi(a) — (2n + 1) x P(x) + n Pyai(x) = 0 
(n= 1,2,..., oo). 

Die Coefficienten enthalten hierin zwar n; lassen wir jedoch » 
in’s Unendliche wachsen, worauf es bei unseren bisherigen, wie tiber- 
haupt bei allen“&uf die Convergenz beztiglichen Untersuchungen allein 
ankommt, so geht diese Formel in die soeben ausfiihrlich behandelte 
iiber 

(1) Puypi(w) — 2a Pr(w) + Pra(z) = 0, 
sodass hierin wesentlich die erwahnte Uebereinstimmung mancher Siitze 
beruht. So liegen die Nullpunkte der Kugelfunctionen auf der reellen 
Axe zwischen -+-1 und — 1; so convergiren Entwicklungen nach 
Kugelfunctionen innerhalb einer Ellipse mit den Brennpunkten ++ 1. 
Sonach miissen sich auch die Kugelfunctionen mit wachsendem 


unseren oben behandelten Functionen niahern, sich also z. B. in der 
Form darstellen lassen 


(9) 9; (%) (a + Yu? — 1)" + gp (x) (@ — Vx? — 1)’, 
oder in dem Ausnahmefalle, dass 
—l<2“<+1 


ist, in der Form 


(9a) fi (p) cos nH + f(y) sin ng. 

In der That treten einerseits diese Darstellungen aus gewissen von 
Heine*) gegebenen Formeln in Evidenz, andrerseits ergiebt sich 
hieraus eine sehr einfache Ableitung fiir jene Formeln. 





*) Heine: Handbuch der Kugelfunctionen,’2, Aufl., 8, 174. 
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Es handelt sich bei Heine gerade um die Bestimmung der Grenz- 
werthe, welchen sich die Kugelfunctionen mit wachsendem » nihern; 
es findet sich dort fiir reelles, positives 2 > 1 und unendliches n 


(a+Var—i)* 1 
(10) Vax Vi-€ 





wenn 
=2—y2t—1 
ist. 
In der That wird also 
. pee —_—_— ~— Qars (2) a 
a 7 on as BD ce, 
(11) lim Pa =" + ya? —1, lim 9.@ =" V2? —1. 


Dass sich der zweite Quotient der kleineren Wurzel nihert, liegt daran, 
dass ,(a) nicht dem Bereich der ganzen rationalen Functionen an- 
gehért, dass sonach in dem durch Q,,(a) erweiterten Bereich f(z) = 0 
zerfallen kann. 

Ferner gilt nach dem Friiheren obiges Resultat fiir beliebiges 2, 
nur nicht fiir 

~tcan $4 

also weiter als bei Heine angegeben. 

Den Ausnahmefall 


—l<a2<-+1 oder |é|=—1 
muss Heine gesondert behandeln, und da dieses gerade der Fall ist, 
in welchem die quadratische Gleichung zwei conjugirt complexe Wurzeln 
besitzt, naihert sich jetzt der Quotient auch nicht einem Grenzwerthe. 


Fiir grosses » muss daher jetzt eine Darstellung der folgenden 
Art gelten 


(9a) P, (x) = Cn (f() cos mp -++ g(g) sin ng) ’ 


lim “+4 


n=O n 


«= 1, 


wie wir auch direct dadurch zeigen kénnen, dass wir hieraus die 
entsprechenden Heine’schen Formeln ableiten. Zur Bestimmung der 
Functionen f(g) und g(@) dient dabei die Differentialgleichung, welcher 
die Kugelfunctionen geniigen 


ad? d 
(10) Tot + tg p Ze + nm + lhy=0, w=cosg. 
Setzen wir hierin 


(11) y = (9) cos np + g(g) sin ny, 
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so ergiebt sich fiir grosse Werthe von n 


29'(p) + 9(@) cotg » + f(y) =0, 
woraus 2f°(9) + f(@) cotg » — " =0, 


(12) 4f" (9) + 4 cotg 9 f'(9) — sag f(y) =9 


sin*® p 
folgt, welcher Differentialgleichung auch g(m) geniigt. 2 particulire 
Integrale derselben sind 

und / cot ® + 


oor 
—Vtg2 cos ne + V cotg 7 Sin ng, 


ro|8 | 


/' 


sonach wird 


(13) , roel 
Y= = coig® cos NM — Ve? =~ sin ng. 
Da nun 
1 g 97/2 
r¥— = —_ —— 
V 83 sin 5 sin @’ 
= _ 
te bs == Ss bs A a 
Vo °32 —_ 2 sin p 


ist, so wird aa 
y, =) ss sin (n -t. =) 7; 
Yo = Vue cos (n -{- >) QP, 


Wt = 7 sin (+3) 9 +3], 
th — th = pt=c08[(n + 3)” + F]: 


Dieses sind aber bis auf gewisse, leicht zu bestimmende Zahlenfactoren 
die Formeln (28b und 28c, 8. 175), welche Heine fiir die Functionen 
P,,(cos mp) und Q,(cos m) aufgestellt hat. 


oder 


(14) 





Unsere friiheren Ableitungen oan sich also bisweilen auch auf 
den Fall ausdehnen lassen, in welchem die Coefficienten der Recursions- 
formel die Grésse » selbst enthalten 
(15) Pov = An,1 Prtv—1+Gn,2 Shont a li ote On, P, (m==1,2,...,00), 
wenn sich nimlich die Coefficienten mit wachsendem » festen, von » 
unabhingigen Grenzwerthen: 

(16) limd@,,;=a@ (k=1,2,...,¥) 
nihern. im: 

Doch gehen wir hierauf, da hierdurch die Natur der friiheren 

Betrachtungen wesentlich geindert wiirde, nicht néher cin. 




















Beweis eines Satzes von Bertini tiber lineare Systeme ganzer 
Functionen. IL. 


Von 


J. Liroru in Freiburg i. Br. 


Im 42. Bande dieser Annalen Seite 4571f. habe ich einen Beweis 
des von Bertini gegebenen Satzes verdffentlicht, dass ein lineares 
System von ganzen Functionen, wenn jede Function des Systems zer- 
fallt, entweder einen allen Functionen des Systems gemeinsamen Factor 
hat, oder in Functionen zerfallt, die alle einem Biischel angehéren. 
Ich stiitzte mich bei diesem Beweise auf einen Satz von Gordan iiber 
rationale Functionen, deren Werthe eine Mannigfaltigkeit von einer 
Dimension bilden. In der vorliegenden zweiten Mittheilung iiber den 
fraglichen: Gegenstand will ich ,zeigen, dass der Satz Bertini’s auch 
ohne Beniitzung des Gordan’schen Theoremes bewiesen werden kann 
und dann seinerseits dieses herzuleiten gestattet. Citate von Para- 
graphen oder Gleichungen der ersten Abhandlung, von der ich nur die 
ersten fiinf Paragraphen hier beniitze, sollen durch eine vorgesetzte 
gomische Eins bezeichnet sein. 


§ 1. 
Die Gleichung I (8) Seite 461 
P(x; &; y) . A(w; 85 y) = FE) £(@5 95 @) 
lautet, wenn man fiir f(x”; y; p) seinen Werth setzt, 
(1) (ws 83 y) A(w; 85 vy) = FE) . Fes 93 2) — F(@) - FE 95 2). 
Man bestimme nun die Groéssen &,’ &’...& so, dass 
(2) 905 45 #5) = 0, GCE ys #5") FO ++ - GE 95 25 W™) +O, 
f(&) + 0 
ist. Dies ist méglich, denn die Functionen g(&; y; 2; w), fiir 
A==1,2,...m, sind in Bezug auf die x gegenseitig theilerfremd 
(1 § 2); und f(x) ist theilerfremd zu g(x; y; 2; w’), weil ein gemein- 
samer Theiler nur die x enthalten kéunte, also ein von den y und ¢ 
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unabhiangiger Theiler von f(a”; y; 2) wire, einen solchen aber haben 
wir ausgeschlossen. ‘Trigt man diese Werthe der § in die Gleichung 
(1) ein, so folgt 
(3) f(a y, 2) = sie pik iM) | 
Die Function [ (x; &; y) ist, weil sie (I Seite 461) 
= 7 (8; 9) 9 (#3 ¥5 pls 9); WE; y)) 

ist, in Bezug auf die x von der m' Dimension héchstens. Wire nun 
l(a; &;y) von niedrigerer Dimension oder wiirde sie zerfallen, so 
hiitte nach (3) f(x”; y; 2) einen Factor, dessen Dimension in den x 
kleiner als m wire, gegen die in I § 2 gemachte Annahme iiber m. 
Also muss [ (x; &’; y) von der m'*" Dimension und unzerlegbar sein. 

Daraus folgt, dass auch [(x;&;y), wo nun die & ganz beliebig 
sind, unzerlegbar und von der m' Dimension in Bezug auf die x 
sein muss. Nach einer Bemerkung gegen Ende von I § 3 Seite 461 
kann aber auch keinen Factor haben, der von den ~ frei ist. Somit 
ist es als Function der z, der & und der y unzerlegbar. 

Vertauscht man in (1) die x mit den &, so folgt 
(4) P (v5 85 9). M5 83 y) = — T(E; @; y) AE; a; 9). 
Wiire A(z; &;y) nicht prim zu [(€; 2; y), so miisste es durch diese 
Function theilbar sein. Dann aber wiirde A(&; &; y) gleich Null sein, 
entgegen I § 3 Ende. Folglich muss [(a; &; y) durch [ (&; x; y) theilbar 


sein. Ist c(x;&;y) der in den w, den & und den y ganze Quotient, 
so ist 


Pw; &3 y) =F (8; 25 y) - e(w; &5 y). 
Vertauscht man die x mit den &, so erhilt man die Gleichung 
e(w; 8 y).c(E;a;y)—1, . 
die zeigt, dass ¢ constant ist und den Werth + 1 oder — 1 hat. Wire 
c=-+1, so giibe (4) 


A(a; &} y) = — AG; #9) 
und 
was nicht méglich ist. Also muss c= — 1 und 
F(a; 85 9) = — TE; a; y) 


sein, welche Gleichung lehrt, dass [ auch in Bezug auf die € von der 
Dimension m ist. 

Sind in der Function f(x; y; 2) keine y vorhanden, so enthilt 
auch [ diese Variabeln nicht. Sind aber y vorhanden, so muss ent- 
weder [ oder A von ihnen unabhingig sein. Wire A nicht von den y 
abhangig, so wire es nach Gleichung (1) ein Theiler der Functionen 
1 (9) Seite 461, also entweder deren grésster gemeinsamer Theiler oder 
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ein Factor dieses Theilers. Das erste ist nicht méglich, weil sonst 
nach I §5 Seite 464 (Schluss) A(x; 2; y) =O sein miisste. Wire 
aber A nicht der volle grésste gemeinsame Theiler, so miisste nach (1) 
ein weiterer Factor von ihm [ theilen und dies ist nicht méglich, weil 
[ unzerlegbar ist. Folglich muss A die y enthalten und [ von ihnen 
frei sein, so dass man es einfach mit [ (2; §) bezeichnen kann. 


€ 
g 2, 


Aus den Gleichungen (3) und I (2) Seite 459 folgt nun 

P(a3 5). (a5 85 y) = Ch(y; 2) (EG) 95 93 25 w).. 9 (wy; 2; w™). 
Da f (a; &') als Function der x nicht zerfallt, so muss einer der Factoren 
rechts durch diese Function theilbar sein. Wiire es einer aus der Reihe 
I(%5 Y3 25 0"), + gay a5 w™), 
so miisste, weil [(§'; &°) = 0 ist, die betreffende Function g(2; y; 2; w)) 
verschwinden, wenn die w den & gleich gesetzt werden, gegen die 
Bedingungen (2). Folglich muss g(x; y; 2; w’) theilbar sein. Da diese 
Function in den # von derselben Dimension ist wie [(«; §), so ist der 
Quotient von den x unabhiingig. Bezeichnen also die ¢,¢,...¢, ganz 
unbestimmte Werthe, so ist 


Tw; (ts &') 


Hes 3230) ~ gity3a;w) 
Somit verschwindet die ganze Function der & 
9 (x5 y3 25 W) EE; 8) — 9G; y5 85 w’) F@; 8) 
immer dann, wenn die € die Bedingungen (2) erfiillen. Weil aber 
die Function g(&; y; 2; w’) nicht zerfallt als Function der € und die 
Bedingungen (2) erfiillbar sind, muss die letzte Differenz durch 
9(&3y; 2; w’) theilbar sein. Da [(¢;§) und [(a; &) in den & von der 
m" Dimension sind, wie g(&; y; 2; w’), so ist der Quotient von den & 
nicht abhingig und kann bestimmt werden, indem man fiir die & die 
« setzt. So findet er sich —[(¢; %), womit sich die Gleichung 
9(%5 9525 W) EEE) — 9; ys 25 w) Tw; 8) = 9 (E595 25 w) TG; @) 

ergiebt. Da diese Gleichung in den y und g rational ist, so gilt sie 
nicht nur fiir die eine Wurzel w’ der Gleichung I (1) Seite 458, sondern 
ftir alle Wurzeln. Und da man weiter annehmen kann, g(x; y; 2; w) 
sei in Bezug auf w ganz und hochstens vom Grade n — 1, so gilt 
auch identisch fiir beliebige w die Gleichung 


(5) g(x; y; 2; w) V(t; &) = g(t; y5 2; w) 0 (ew; &) — 9 (8; 93 2; w) F(a; 2). 
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§ 3. 
Aus dieser Gleichung kann man die beiden ganzen Functionen g 
und [ finden. Bezeichnet man mit A,(«), A,(z)... die linear unab- 
hingigen Potenzen und Producte der x, wie sie in einer ganzen 


Function m‘* Dimension vorkommen kénnen, in einer beliebigen Folge, 
so kann man setzen 


9(&; Y; 23 w) = >) Ai(2) Bily; 2; w), 


wo die B,(y; 2; w) rationale Functionen der Argumente bezeichnen. 
Man kann in Uebereinstimmung mit der Festsetzung, dass ein Coef- 
ficient von g gleich Kins sei, annehmen, es sei B,=1. Weiter 
kann man setzen 


F(a; &) = >) Ai(a) 6) 


wo die C, ganze Functionen der & sind. 

Ersetzt man in (5) die Functionen, die die 2 enthalten, durch ihre 
Ausdriicke, so miissen, weil die A,(x) linear unabhingig sind, deren 
Coefficienten rechts und links gleich sein. Weil B, = 1 ist, entstehen 
so die Beziehungen 


(6) P(t; §) = g(t; y; 2; w) C,(E) — g(&; y; 2; w) C, (0), 
C(¢; &) Ba(y; 2; w) = g(t; y; 2; w) Cr(&) — g (3 y; 2; w) C(t) 
(4=2,3...). 


Die Gleichung (6) zeigt zuniichst, dass die Function C, nicht identisch 
Null sein kann und liefert dann weiter 


> Arlt) Cx(&) = G6) D>) Arlt) Baly; #5 ©) — C,(8) 9 (Es 95 25 00) 
oder 


C, (&) — C,(&) B, (y; 2; w) 
(7) 2 i) Sew O- 
Aa=2 


Wiiren die Coefficienten der A,(#) nicht alle constant, so kénnte man 
durch Abinderung der Werthe der &, y, 2 und w und Subtraction der 
so entstehenden Gleichung von der urspriinglichen eine homogene lineare 
Gleichung zwischen den A, (¢) erhalten, die nicht méglich ist. Folglich ist 


C,(&) — C,(&) By (y; 2; w) 
- OCs yew) 
(A == 2,3,...) 





von den §, y, 2 und w unabhingig. Es kénnen nicht alle D, Null 
sein. Denn sonst wire 
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C,(6) 
C,(&)’ 
daher beide Gréssen constant, und g wire von den y, 2, w unab- 
hiingig. 

Es sei die Bezeichnung so eingerichtet, dass D, +0 sei. Aus 
den beiden in (8) enthaltenen Gleichungen 


C,(&) — C,(8) By(y; 2; w) = D.g (8; y; 2; w), 
Ci(&) — C,(&) Ba(y; 2; w) = Dag(§; y; 2; w), 
(A=3,4...) 
ergiebt sich jetzt die Gleichung 


D,C. —D 
2 = St 2Px(8) _ Di B,(y; #3 w) — Dy Bay; #3) 
i 


Bily; 2; wv) = 


die, wegen der Trennung der Variabelu, zeigt, dass beide Seiten 
constant, = — d, sind und dass 


D, ,, d, 
By(ys £3 0) = 52 By (ys #5 0) +5, 


= D d 
AG) =p 6) +9. G8) 
(A=3,4...) 
ist. Mit den Bezeichnungen 


A(2) = A,(2) + p, (dy As(@) + dy Ay(@) ++}, 
B(2) = A,(2) + 5, {Ds A,(2) + D, Aya) +++} 


wird dann 
9) g (x5 y5 2; w) = A(x) + B,(y; 2; w) Bia), 
) P (aw; §) = A(z) C,(€) + Be) C,(8). 
Die Gleichung (7) giebt aber 

— 0, () =>) Ait) Di = D, B(t) 

i=2 
und die erste der Gleichungen (8) 
C,(§) = D, A(é), 

l(a; &) = D,[A(E) B(x) — A(x) BEE)] 
wird. Da ein constanter Factor unwesentlich ist, kann man 
(10) T (a; &) = A(x) B(E) — A(é) B(x) 


setzen, Der niimliche Ausdruck ergiebt sich auch wenn man die 


so dass 
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Function g so bestimmt, dass sie verschwindet, wenn die x den & 
gleichgesetzt werden. Der Ausdruck von g in (9) ist, abgesehen von 


der Bezeichnung, mit dem am Schlusse von I § 9 Seite 470 gegebenen 
identisch, 


§ 4. 


Wenn f(z) und g(x) zwei ganze, theilerfremde Functionen der 
%,%...%, sind und wenn f(x) —z¢g(x) bei unbestimmtem ¢ mit 
Hilfe von zwei ganzen Functionen a(x) und b(x) der x sich in Factoren 
der Form 

a(x) — Ab(x) 
zerlegen lisst, so werden f(x) und g(x) ganze homogene Functionen 


gleichen Grades von a(x) und b(%) und der Bruch f =) lisst sich durch 


; (a) 
den ia rational ausdriicken. Wenn umgekehrt der Bruch P(x fe 
rational durch a darstellen lisst, dessen Zihler und Nenner ganze 


theilerfremde Functionen der x sind, so kann man 


sich 


f(x) men 9 (a (a), b(z)) 

g (x) » (a(x), d(x) 
setzen, WO nun » und » ganze homogene Functionen gleichen Grades, 
die man als theilerfremd annehmen kann, der a(x) und b(x) sein 
werden. 

Diese beiden Functionen sind aber auch als Functionen der x 
theilerfremd. Denn sonst miisste ein Linearfactor aa(x) + Bb(x) des 
Ziahlers mit einem ya(x)-+ 0b(x) des Nenners einen gemeinsamen 
Theiler haben, woraus folgen wiirde, dass a(x) und b(z) nicht theiler- 
fremd wiren, weil ja ad — By +0 sein muss. Da in der letzten 


Gleichung beiderseits in Zaihler und Nenner theilerfremde Functionen 
stehen, muss also 





f (x) = @ (a(2), b(2)), 
g(x) = ¥ (a(2), b(a)) 


sein. Dann kann man auch f(”) — 2g(x) in lauter Factoren der Form 
a(x) — Ab(x) zerlegen, wahrend z ame ist. 

Hat man f(a A 5 als rationale Function von Bi fay dargestellt, so kann 
man vielleicht diesen letzten Bruch selbst wieder durch einen andern 


ausdriicken, dann nimlich, wenn auch a(x) — 2b(x) bei beliebigem 2 


zerfallt. Dies geht nicht an, wenn man f a rational durch die Quotienten 


der beiden Functionen A(x) und B(«) ausdriickt, die sich ergeben, 
wenn man f(x) — zg(x), nach der Vorschrift der ersten Abhandlung, 
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in Factoren von mdglichst niedriger Dimension zerlegt; dann ist ja 
g(x; 2; w), das nach (9) §3, — A(x) + B,(2; w) B(@) ist, unzerleg- 
bar und umsomehr ist A(z) — 4 B(x) bei unbestimmtem 4 nicht weiter 
zerlegbar. 


Des kiirzeren Ausdrucks wegen will ich im folgenden einen Bruch 


f (x) 


o(z) normal und von der n™ Dimension nennen, wenn f(x) — 2g(x) 


fiir unbestimmte 2 unzerlegbar und von der n‘” Dimension ist. 
Ein rationaler Bruch ist also entweder normal oder er lisst sich 
durch einen normalen Bruch rational ausdriicken. 


§ 5. 
Es moégen die beiden Briiche f(@) oat von den Dimensionen v 
g(a)’ k(x) ’ 


und v,, wo Zihler und Nenner relativ prim sind, einer Gleichung 

f(a) ma) 

F Gay k@) —° 

geniigen, wobei F(¢, u) eine ganze Function von ¢ und w ist, deren 
Coefficienten die x nicht enthalten sollen. Sind beide Briiche normal 
und von verschiedener Dimension, so sei etwa v, > v,. Man wihle 
nun ¢’ so, dass f(z) — t’ g(a) nicht zerfallt und von der Dimension », 
ist, was nach der Annahme méglich ist. Die Gleichung 

Fit’, u) =0 
mége dann die verschiedenen Wurzeln w’,v’,... haben. Dann muss 
fiir die x, fiir welche f(x) — t’ g(x) verschwindet, das Product 


(h(a) — wk (a)) - (h(a) — v'k(@))--- 


gleich Null sein und also, weil f(”) — ¢’ g(x) irreducibel ist, einer der 
Factoren durch diese Function theilbar sein. Alle diese Factoren sind 
aber niedrigerer Dimension, so dass eine Theilung nicht angeht, ausser 


es wire ra constant, was selbstverstiindlich ausgeschlossen ist. Daher 


kann v, nicht > v, sein; ebensowenig kann es < v, sein. Ist es aber 


=v, und etwa der erste jener Factoren theilbar, so ist der Quotient 
constant = c’, so dass also 


h(x) — w' k(a) = ¢ (f(x) — t’ g(a) 


sich ergiebt. Ersetzt man ¢’ durch einen andern Werth ¢”, so kommt 
eine Gleichung 


h(a) — u" k(a) =e” (f(z) — t”g(@)). 
Da ar nicht constant sein soll und ¢’+=¢” ist, kann auch w’ nicht =u” 
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sein und die beiden Gleichungen ergeben dann, dass A(@) ine linear 


k (@) 
gebrochene Function von i ist. 
Ist der eine der beiden Briiche, etwa aot nicht normal, so kann 


man ihn durch den normalen Bruch i, 
Die gegebene algebraische Gleichung geht dann in eine Gleichung 
zwischen e2 und oh tiber, die beide normal sind, daher dann 
h(x) . 3 (2) (a) , A(z). 

K(@) °ine lineare gebrochene Function von Bq) Sem muss. Ist auch 
h (a) 


it (a) nicht normal, so kann man diesen Bruch als rationale Function 


eines normalen Bruches Day darstellen. Die algebraische Gleichung 


in rationaler Form darstellen. 


liefert dann eine Beziehung zwischen den beiden normalen Briichen 
A(x) j C(x) 


Ba) “4 De welche lehrt, dass der eine von diesen eine linear ge- 
brochene Function des andern ist. Es kann also dann fee als rationale 


Function von Be betrachtet werden, Im Ganzen kann man somit 


sagen: besteht zwischen zwei rationalen Functionen der « eine alge- 
braische Gleichung, deren Coefficienten die x nicht enthalten, so sind 


beide Functionen rationale Functionen der namlichen rationalen Func- 


: A (a) 
tion Bia) der 2. 


§ 6. 
Nach § 4 hat man dann 
f(2) = 9 (A(x), Be), 
g(z) = (A(z), B@)), 
h(a) = 9; (A(z), B(@)), 
k (2) = , (A(z), B(@)), 
wobei von den ganzen homogenen Functionen 9, ¥, 9,, %, einerseits 


gm und wy, andererseits g, und w, von gleicher Dimension sind. Es 
haben also die beiden Functionen 


(11) f(#) 9(€) — FE) 9@), 
h(x) k(&) — h(&) k(a), 


in welchen die &,&...&, ganz unbestimmte Variable sind, als Func- 
tionen der w und der & sicher den gemeinsamen Theiler 


A(x) B(&) — A(&) B(x); 


aber der ist méglicherweise nicht der grésste gemeinsame Theiler der 
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Functionen (11). Wie § 8 gezeigt werden wird, hat der grésste 
gemeinsame Theiler die Form 


m(x) n(E) — m(E) n(a), 
wo m und m ganze Functionen bezeichnen. Man kann also setzen 
/(@) 9(&) — f(8) g(w) = {m(a) n(&) — m() n(x} . R(w; &). 
Wenn man die ganze Function R(x; &) der x und der — nach Potenzen 
und Producten der & ordnet, so mégen die Coefficienten, die ganze 
Functionen der w sind, R,, R,, R,,... sein. Vergleicht man nun 


die Coefficienten der Potenzen und Producte der & in obiger Gleichung, 
so entstehen Gleichungen der Form 


(12) gif(@) — fig (a) = m(a) >" n, Ba — n(x) >" me Re, 


in denen f;, g:, ™,, m, die Coefficienten der Functionen /(&), g(&), 
m(&), n(&) sind. Die Summen auf der rechten Seite sind dabei je 
nach dem Index i verschieden zusammengesetzt, aber stets linear und 
homogen in den R,, R,,... . Weil die Dimension der Function 
R(«;§) in Bezug auf die & kleiner ist als die der Functionen /(§) 
und g(&), so ist die Zahl der Gleichungen (12) grésser, als die der 
Coefficienten R,, R,,..., so dass man diese auf verschiedene Art 
eliminiren kann. Es entstehen dann Gleichungen der Form 


f(a) P, (m(a), n(x) — 9(@) Q (m(@), n(@)) =0, 
f(a) P, (m(a), n(a)) — g(z) Q.(m(a), n(x)) = 0, 
die, ihrer Herleitung gemiiss, identisch in den « sind und in denen 


P, und Q,, P, und Q,,... ganze homogene Functionen der Argumente 
bezeichnen. Diese Gleichungen ergeben 


F(a) _ Q(m@), m(z)) _ Qa(m(@), m(@)) 


g(a) P,(m(e), n(@)) , (m (a), »(a)) 





und weil diese fiir beliebige 2 bestehen, so miissen auch die Gleichungen 
Qi(y, 2) _  Qely, #)_ 
Pyty; £) P,(y, #) 

fiir beliebige y und ¢ richtig sein. 

Es wire mdglich, dass in P, alle Coefficienten gleich Null heraus- 
kiimen, so dass P,(y, 2) bei beliebigen y und z Null wire. Dann 
miisste es aber, weil g(x) nicht =O ist, auch bei Q, eintreffen und 
umgekehrt, so dass immer die beiden Functionen eines Paares, P; und 
Q;, gleichzeitig identisch Null sein miissten. 

Dies kann jedoch nicht bei allen Functionspaaren stattfinden, die 
man nach obiger Methode erhalten kann. Denn wiren alle identisch 
Null, so wiirden die Ausdriicke 





35* 
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nP,(y, 2) — §Q,(y, 2), 
n P, (4 » 2) — €Q,(y, 2) 


fiir beliebige 4, , y und z Null sein. Diese entstehen aber, wie die 
Vergleichung mit (12) lehrt, aus den Gleichungen 


gyn—fii—y = NV, — :> Mo %o 


durch Elimination der r und ihr Verschwinden sagt aus, dass man 
diesen letzten Gleichungen durch passende Werthe der r,7,... ge- 
niigen kann. Die Multiplication mit den entsprechenden Potenzen und 
Producten der & liefert dann die Gleichung 


ng(&) — &f(&) = (yn(&) — zm(&)) r(6), 
in der r(§) eine ganze Function der & ist. Eine solche Gleichung ist 


aber nicht méglich. Man kann also sicher a als rationale Function 
= darstellen, und das Gleiche gilt von -% Zu bemerken ist 
n(x) k (x) 


dass hierbei ™ (2) 
n(x 


von 


nicht ein normaler Bruch zu sein braucht. Man 


kann also unter Umstinden a rational durch einen andern Bruch 


ae) ausdriicken, wobei aber dann die Umkehrung nicht méglich ist, 
(@) 7 
also dieser nicht aus jenem rational berechnet werden kann. Da die 


Function m(&) — aia n(&) der grésste gemeinsame Theiler der 
Functionen 


f(s) — 13 918), 


h 
h() — FS k@) 


in Bezug auf die € ist, so kann sie rational durch die Coefficienten 


dieser beiden letzten Functionen dargestellt werden, so dass a sich 
rational durch ie und na ausdriicken lisst mit Coefficienten, die 
aus denen dieser beiden Briiche sich rational zusammensetzen, oder, 
wie man sagen kann, mit diesen einem Kérper Q angehéren, in dem 
dann also auch die Coefficienten der Functionen m(z) und n(z) ent- 
halten sind. In den linearen Gleichungen (12) kommen nur die Coeffi- 
cienten der Functionen f, g, h, k, m,m vor; also sind die Coefficienten, 
m (x) 

(&) 
behaftet sind, ebenfalls in Q enthalten. 


mit welchen die Potenzen von 
h(x) 
k(@) 


in den Ausdriicken von {© und 
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Gesetzt es gibe eine zweite rationale Function ne mit der 
a: f(a) h(z) 4: m’ (a) 
Kigenschaft, dass sich =) und ke) rational durch n@) darstellen 
lassen und umgekehrt dieses wieder eine rationale Function jener beiden 
Briiche wird, dann muss sich en rational aus poe berechnen lassen 
und umgekehrt, so dass der eine Bruch eine linear gebrochene Function 
des andern wird. : 





§ 7. 

Wenn q rationale Functionen /f;, f,,... f,, der Variabeln 2, 
q — 1 von einander unabhingigen algebraischen Gleichungen geniigen, 
deren Coefficienten die x nicht enthalten, so kann man durch Elimi- 
nation algebraische Gleichungen zwischen je zweien der g Functionen 
herleiten, deren Coefficienten ebenfalls von den a frei sind. Wenn 
nun die simmtlichen Functionen normal sind, so folgt, dass jede sich 
als linear gebrochene Function einer jeder andern ausdriicken lisst. 
Sind nicht alle Functionen normal, sondern nur die f,, f,,.../f;, 80 
lassen sich die andern f,.:.../, als rationale Functionen von andern 
rationalen Functionen @,,1 ... @, darstellen, die selbst normal sind. 
Die gegebenen algebraischen Gleichungen gehen dann in solche zwischen 
den normalen Functionen /; f, ... f+ Prti ++. Yq tiber, aus welchen 
folgt, dass f,..., linear gebrochene Functionen von /, sein miissen. 


Dann sind also f,4;, ... f, rationale Functionen von f;. Ist endlich 
keine der Functionen f normal, so ergiebt sich auf ahnlichem Wege, 
dass alle unctionen /, .../f; sich rational durch eine andere Function 


miissen ausdriicken lassen. In allen Fallen giebt es also eine Function 
wa wo Zihler und Nenner ganz und theilerfremd sind, durch die 


sich alle Functionen /, (x), f,(x).../f¢(x) rational darstellen lassen. 
Sei nun 
, 9; (x) 
h@) = iw: 
g; und h; ganz und theilerfremd, so folgt wie im § 4 
gi(2) = Gi(A, B), 
hi(x) = H(A, B), 
wobei G; und H; ganze homogene Functionen gleichen Grades be- 
zeichnen. Somit haben alle Functionen 


(13) gi (x) hi(—) — gi(—) hw) (@=—1,2,3...9) 
den Factor 


A(x) B(&) — A(&) B(x) 
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und folglich haben sie auch einen gréssten gemeinsamen Theiler, dessen 
Form 

m (a) n(—) — m(§) n(x) 
ist. Die Function ay driickt sich dabei rational aus durch die Func- 
tionen /,(%), ..- f¢(”) mit Coefficienten, die aus denen dieser Func- 


. e ° e ‘ : M(x 
tionen sich rational zusammensetzen. Die Coefficienten in (2) ge- 
S 


n(@) 
héren daher dem Koérper Q an, der die Coefficienten der gegebenen 


Functionen enthalt. Weil 


gi() h(E) — gi(8) hia), 
fir t—1,2,...q, durch 
m(x) n(E) — m(E) n(x) 
theilbar ist, so folgt wie in §6, dass auch ro eine rationale Function 
i\ 
von “2 wird mit Hilfe von Coefficienten, die Q angehdren. 


Wenn also die q rationalen Functionen f,(x), f,(@) .. + fy(2) 
q — 1 unabhdngigen algebraischen Gleichungen geniigen, so kann man ° 
aus thnen einen rationalen Ausdruck zusammensetzen, durch den sich 
jede der gegebenen Functionen in rationaler Weise darstellen lisst. Die 
dabei auftretenden Coefficienten sind alle in Q enthalten. Hiermit ist 
der Sate von Gordan bewiesen (Math. Ann. Bd. 29, Seite 318). 


g 8. 


Um den vorhin benutzten Satz tiber die Form des gréssten ge- 
meinsamen Theilers zu beweisen, seien 


91(%), hy(@)5 go(@), hg(@); «++ Gq(w), hg (a) 
q Paare von ganzen Functionen der Variabeln 2,7, ... 2%», so be- 
schaffen, dass die Functionen eines jeden Paares relativ prim sind, 
besonders also, dass deren Quotient nicht constant ist. Ob Gleichungen 
zwischen diesen Functionen bestehen, wie dies zuletzt vorausgesetzt 
wurde, kommt hier nicht in Betracht. 


Es handelt sich dann um den gréssten gemeinsamen Theiler 
M(x; %) der Functionen 


(14) gi (x) hi(&) — gi(&) h(x), 

(¢—n1,2,...q) 
in denen, wie bisher, durch § ein ganz unbestimmtes Werthsystem 
der Variabeln bezeichnet ist, wenn diese Functionen einen gemein- 
samen Theiler haben, was nicht der Fall zu sein braucht. Wenn 


man die in I, §3, Seite 459 durchgefiihrte Untersuchung auf die 
Function g,(x) — zh,(%) anwendet, so findet man, dass die Function 
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91 (") hy (E) — 9, (8) hy (@) 
keinen Theiler hat, der nur die 2 enthilt, woraus folgt, dass sie auch 
keinen Theiler hat, der nur von den & abhiingt. Weiter zeigt die 
citirte Betrachtung, dass jene Function auch keinen Theiler in einer 
héheren als der ersten Potenz enthalten kann. Also kann auch der 
grésste gemeinsame Theiler M(x; &) des Functionssystems (14) weder 
einen Factor haben, der nur die # oder nur die & enthielte, noch 
einen Factor in héherer als der ersten Potenz enthalten. Durch eine 
Betrachtung, die der in I, §§ 4 und 5 angestellten ganz analog ist 
und bei der nur die dort benutzten Ungleichungen f(x°)+-0, f(§°)4=0 
hier durch die Bedingungen zu ersetzen sind, dass keine der Functionen 
hi(a°) und h,(&°), fiir «= 1,2...q, verschwindet, folgen dann, wenn 


gi (a) he(E) — gi(S) hi(w) = M(x; &) Bi (a; §) 
(¢—=31,2...q) 


gesetzt wird, aus M(x; &°)—0O und gewissen Ungleichungen, die 
Gleichungen 


h;(x°) 
gi (2°) hi(n) — gi() hia) = ie M (8; n) (85 0), 


die lehren, dass 1/(&°; ») die simmtlichen Functionen links und also 
deren gréssten gemeinsamen Theiler M(n; x°) theilt. Der Quotient 
beider wird constant, weil beide in 4 von der Dimension w sind, 
so dass 
M (x°; n) = ¢ M(E; 0) 

ist, wo c von den 7 nicht abhingt. 

Setzt man also fiir die 7 ein ganz beliebiges Werthsystem §, €, ...&, 
so folgt, dass 


M (u°; n) M(&; £) — M(x; ¢) M(é; n) = 0 
ist, wenn die angegebenen Bedingungen erfiillt sind. Da aber die 
Ungleichungen mit der Gleichung M(x°; &°) = 0 vertraglich sind und 
M(x; &) keine Primfactoren in hdherem als dem ersten Grad enthilt*), 
muss 


M(x; y) M(§; §) — M(x; &) ME; n) 
durch M(x; &) theilbar sein, Der Quotient kann, wegen der Gleichheit 
der Dimensionen, die x und die & nicht enthalten, so dass er eine 
Function Z'(y;§) der » und der g allein ist. Vertauscht man die z 
mit den €, so kommt dann 

M(x; §) = — ME; x); 

und hieraus folgt weiter 
pirme pt to M (a2; x) = 0. 


*) I, Seite 464, Z. 15 v. o. muss es statt ,,durch A(«; &) theilbar sein“ heissen 
»muss mit A(x; &) einen gemeinsamen Theiler haben“. 
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Setzt man andererseits die § den y gleich, so ergiebt sich 
M (9; &) M(E; €) = M(a; &) TE; 6), 
womit 7 (y;€) = M(n; §) bestimmt ist. Somit hat man endlich die 
Gleichung 
M (x;y) M(E; £) — M(a; €) M(E; n) = M(x; &) M(n; &). 
Ertheilt man den y und € solche speciellen Werthe 7,°,° ... n°, 


£,°6,° ...&°, dass M(n°; &) +0 ist und bezeichnet die ganzen 
Functionen 
Main) mit m(2), 


_M(a; 2) 


——--~_ mit (x)? 
V(x; &) (2) 


so ergiebt sich die oben gebrauchte Form 
M(x; &) = m(z) n(&) — m(& n(2). 
Freiburg i. Br., im Januar 1894. 


























Ueber Abbildungen. 
Von 


Paut Sricxen in Halle a./S. 


3 


Man erhilt eine stetige Abbildung einer krummen Oberfliche S, 
auf eine andere krumme Oberfliiche S,, wenn man jede von beiden 
durch zwei Curvensysteme in unendlich kleine Vierecke theilt und 
jeder Curve auf 8S, stetig eine Curve auf S, entsprechen lisst; denn 
zu jedem Schnittpunkte P, von zwei Curven verschiedener Systeme 
auf S, gehort als Bild der Schnittpunkt P, der entsprechenden Curven 
auf S,. 

Beschrankt man sich auf hinreichend kleine Umgebungen der 
Punkte P, und P,, welche als reguliir vorausgesetzt werden, so ist 
das Entsprechen von Gegenstand und Bild ein umkehrbar eindeutiges, 
und im Unendlichkleinen ist, wie wohl zuerst Tissot*) erkannt und 
verwerthet hat, jede stetige Abbildung projectiv. 

Daher ist dem Strahlenbiischel der Flaichentangenten in P, das 
Strahlenbiischel der Flaichentangenten im Bildpunkte P, projectiv zu- 
geordnet, und es giebt demnach unter den Paaren orthogonaler 
Tangenten in P, stets eins und im allgemeinen auch nur eins, 
welchem wieder ein Paar orthogonaler Tangenten in P, entspricht. 
Hieraus folgert Tissot, dass zu jeder stetigen Abbildung von S, auf S, 
ein Orthogonalsystem von S, gehdrt, welchem wiederum ein Orthogonal- 
system von S, entspricht. Umgekehrt aber gehéren zu jedem Paare 
von Orthogonalsystemen auf S, und S, unendlich viele Abbildungen, 
da die Art der Zuordnung der Curven noch willkiirlich bleibt. 

Als Ausnahmefall ergiebt sich die Méglichkeit, dass die beiden 
Strahlenbiischel in P, und P, congruent sind, sodass jedem Paare 
rechtwinkliger Tangenten in P, wieder ein Paar solcher Tangenten in 





*) Sur les cartes géographiques, Comptes rendus, t. 49, 8. 673, 1859. Eine 
ausfiihrliche Begriindung des ohne Beweis ausgesprochenen Satzes gab Tissot 
1878 in den Nouvelles Annales de Mathematiques, 2° série, t, XVII und 1881 in 
seinem Werke: Mémoire sur la répresentation des surfaces et les projections des 
cartes géographiques. 
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P, entspricht. Gilt diese Eigenschaft fiir alle Punkte der betrachteten 
Flichenstiicke S, und S,, so entspricht jedem Orthogonalsystem von 
S, ein Orthogonalsystem von S,, und man erhilt die von Lambert 
(1772), Lagrange (1781), Gauss (1822) und Bonnet (1852) unter- 
suchte conforme oder winkeltreue Abbildung. 


2. 


Lie hat das Verdienst die wahre Bedeutung des Tissot’schen 
Satzes festgestellt zu haben*). Er machte darauf aufmerksam, dass 
den Schliissen Tissot’s eine stillschweigende Voraussetzung zu Grunde 
liegt, welche keineswegs immer erfiillt zu sein braucht, dass es sich 
naimlich um reelle Abbildungen reeller Flichen handelt, und zeigte, 
wie man den Tissot’schen Satz erginzen muss, wenn auch imaginire 
Abbildungen und imaginire Flachen zugelassen werden. 

Eine wesentliche Rolle spielen bei den Betrachtungen Lie’s die 
Minimalcurven**), welche zu den krummen Oberflichen S, und 8S, 
gehéren. Die Tangenten der beiden Minimalcurven von S, in P, 
gehen niimlich nach dem unendlich fernen imaginiiren Kugelkreise, 
sind also die Doppelelemente der Involution der orthogonalen Tangenten- 
paare in diesem Punkte. Entsprechendes gilt fiir den Bildpunkt P, 
auf S,. Da nun die Abbildung im Unendlichkleinen projectiv ist, so 
ist das Bild der Involution der orthogonalen Tangentenpaare in P, 
wieder eine Involution in P,, deren Doppelelemente die Tangenten 
der Bildcurven sind, welche auf S, zu den Minimaleurven in P, 
gehoren. 

Im Allgemeinen werden die Bildcurven der Minimalcurven in P, 
nicht mit den Minimaleurven in P, zusammenfallen und dann giebt 
es ein Tangentenpaar in P,, das zw den Doppelelementen der beiden 
Involutionen in P, gleichzeitig harmonisch ist. Hiermit ist zugleich 
nachgewiesen, dass bei reellen Abbildungen reeller Flachen das 
Tissot’sche Orthogonalsystem ebenfalls reell ausfiallt. 

Wenn aber die Doppelelemente der beiden Involutionen in P, 
zusammenfallen, so giebt es unendlich viele Tangentenpaare, welche 
der eben ausgesprochenen Bedingung geniigen. Mithin kann die con- 
forme Abbildung als eine solche definirt werden, bei welcher den 
Minimalcurven von S, die Minimaleurven von S, entsprechen. 

Liisst man Imaginiires zu, so giebt es noch einen, von Lie ent- 
deckten Ausnahmefall, welcher darin besteht, dass nur die eine der 


*) Ueber geodiitische Linien. Note I: Ueber die allgemeinste geoditische 

Abbildung einer reellen oder imaginiiren Fliche. Diese Annalen Bd. 20, 8, 419, 1882. 

**) Ueber den Begriff der Minimalcurven vergleiche man Lie’s Abhandlung: 
Beitrage zur Theorie der Minimalflichen, Diese Annalen Bd. 14, 8. 337, 1878. 
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Minimaleurven in P, wieder eine Minimalcurve in P, zum Bilde hat, 
sodass die beiden Involutionen in P, nur in einem der Doppelelemente 
iibereinstimmen. Soll dann ein Tangentenpaar zu beiden Paaren von 
Doppelelementen in P, harmonisch sein, so fallen diese beiden 
Tangenten nothwendig mit den coincidirenden Doppelelementen zu- 
sammen und statt eines gemeinschaftlichen Orthogonalsystems erhiilt 
man die Minimalcurven, welche einander entsprechen. 


3. 


Man kann auch, was meines Wissens noch nicht durchgefiihrt 
worden ist, auf analytischem Wege zu diesen Resultaten gelangen. 

Benutzt man die einander entsprechenden Curvensysteme auf S, 
und §, als Coordinatenlinien «= const. und v = const., so mégen 
die Linienelemente ds, und ds, von S, und 8, gegeben werden durch*) 


(1) ds,2 = E,du? + 2F,dudv + G, dv’, : 
(2) ds,? = E,du? + 2F,dudv + G,dv’. 

Dann stellt die Gleichung: 

(3) 0 = a,,duv* + 2a,,dudv + a,,dv* 


eine Doppelschaar von Curven dar, deren zwei Tangenten im Punkte 
(w,v) za den Tangentenpaaren der Curven ds,?>—0O und ds,*? =0 
in demselben Punkte harmonisch sind, wenn die Coefficienten a,,, a4. 
und a, den Bedingungen geniigen: 


(4) 0 = Gay, — 2F ay, + LE, a», 
(5) 0 = G,a,, — 2 Fy ay. + Ey aq. 
Durch Elimination von a,;, — a,. und dy erhalt man daher fiir die 
Tissot’schen Orthogonalsysteme die Differentialgleichung : 

|du? —dudv dv?| 
(6) O=| G, F, E, |: 

G, F, E, | 
Diese Gleichung stellt, solange ihre Discriminante: 

(7) O=(£,G, — £E,G,) —4(F,E, — F,E,) (G,F, — GF) 
nicht identisch verschwindet, eine Doppelschaar von Curven dar. Da 
nun die Resultante der beiden Gleichungen ds,>—0O und ds,? —0 
gerade derselbe Ausdruck A ist, so bedeutet A =O, dass die beiden 


Ausdriicke ds,? und ds,” einen gemeinschaftlichen Factor haben, und 
die Rechnung zeigt, dass er genau gleich der Quadratwurzel aus der 





*) Ich bediene mich hier und im Folgenden durchaus der Bezeichnungen, 
welche Herr J, Knoblauch in seinem bekannten Werke: Einleitung in die 
Flachentheorie, Leipzig 1888, gebraucht. 
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rechten Seite der Gleichung (6) wird, welche, wenn A verschwindet, 
in ein vollstindiges Quadrat iibergeht. Man gelangt so zu dem 
Lie’schen Ausnahmefall, es sei denn, dass (6) identisch besteht. Dann 
aber sind die Fundamentalgréssen erster Ordnung von S, den ent- 
sprechenden Gréssen von S, proportional, und daher wird auch ds, 


proportional ds,, sodass man wieder auf die conforme Abbildung 
gefiihrt wird. 


4. 


Bei dieser Auffassung erscheint der Tissot’sche Satz von der 
Existenz eines gemeinsamen Orthogonalsystems als besonderer Fall 
eines allgemeineren Theorems. Definirt man nimlich auf S, eine 
Doppelschaar von Curven durch eine Gleichung: 


(I) 0 = Aj du? + 2Aj, du dv + Age dv’, 
und*ebenso auf S, durch: 
(IT) 0 = Aji du? + 2Ais du dv + Ags dv, 


und betrachtet die beiden Involutionen, deren Doppelelemente be- 
ziehungsweise die Flichentangenten der Curven (I) in P, und der 
Curven (II) im Bildpunkte P, sind, so entsteht die Frage, ob es in 
der ersten Involution ein Tangentenpaar giebt, welchem vermége der 
Abbildung ein Tangentenpaar in P, entspricht, das der zweiten 
Involution angehért. 

Um diese Frage zu beantworten braucht man nur zu bedenken, 
dass das Bild der ersten Involution wieder eine Involution in P, ist, 
deren Doppelelemente die Tangenten der Bildcurven sind, welche zu 
den Curven (I) auf S, gehéren. Das gesuchte Tangentenpaar ist also 
dasjenige, welches gleichzeitig zu den Doppelelementen der beiden 
Involutionen in P, harmonisch ist. Mithin gehéren zu den Curven- 
systemen (I) und (Il) im Allgemeinen ganz bestimmte Curvensysteme 
auf §, und S,, welche einander vermége der Abbildung entsprechen 
und welche die Eigenschaft haben, dass ihre Tangentenpaare bei der 
Abbildung zu den Tangentenpaaren der Curven (I) und (II) harmonisch 
bleiben. Es diirfte daher passend sein, ein solches Curvensystem als 
ein harmonisches in Bezug auf die beiden gegebenen Doppelschaaren 
(I) und (II) zu bezeichnen, 

Handelt es sich im Besonderen um reelle Abbildungen reeller 
Flachen, so ist das harmonische System sicher reell, wenn wenigstens 
eine der beiden Doppelschaaren (I) und (II) imaginiir ist. Sind aber 
beide reell, so gilt dasselbe dann und nur dann von dem harmonischen 
Systeme, wenn in P, die Bilder der beiden Tangenten der Curven (1) 


auf S, in denselben Winkelraum der beiden Tangenten der Curven (II) 
fallen. — 
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Auch hier giebt es wieder zwei wesentlich verschiedene Ausnahme- 
fille. Fallen die Doppelelemente der beiden Involutionen in P, zu- 
sammen, so haben unendlich viele Tangentenpaare die Eigenschaft 
gleichzeitig zu ihnen harmonisch zu sein, und gilt dieses fiir alle 
Punkte der betrachteten Flichenstiicke S, und S,, so giebt es un- 
endlich viele harmonische Systeme; die Abbildung von S, und 8S, 
wird dann dadurch vermittelt, dass den Curven (I) gerade die Curven 
(IL) entsprechen. Es kann aber vorkommen, dass nur einer Schaar 
der Curven (I) wieder eine Schaar der Curven (II) entspricht. Dann 
tritt ein Ausnahmefall ein, welcher dem von Lie gefundenen analog 
ist, und das harmonische System wird keine Doppelschaar, sondern 
besteht aus der ebengenannten einen Schaar der Curven (I), welcher 
wieder eine Schaar der Curven (II) entspricht. — 

Nunmehr ist es leicht die Differentialgleichung der harmonischen 
Systeme aufzustellen. Schreibt man sie in der Form: 


(IIT) 0 = a,,du®? + 2a,,dudv + a,.dv?, 
so miissen die Coefficienten a,,, @,., @. den Bedingungen geniigen : 
(IV) 0 = Asay, — 2 Aiea, + Array, 
(V) 0 = Agay, — 2 A345 + Aji ayo; 
man findet daher die Gleichung: 
du® —dudv_ dv?| 
(VI) O—|4n Ai Au, 





4g AA 
deren Discussion die Ergebnisse der geometrischen Untersuchung 
bestitigt. 


5. 


Seit Dupins classischen Développements (1813) spielt in der 
Flichentheorie eine wichtige Rolle die Involution der in Bezug auf 
die Dupins’sche Indicatrix conjugirten Tangenten, deren Doppel- 
elemente die asymptotischen Tangenten sind. Es sollen daher die 
allgemeinen Theorien des vorhergehenden Abschnittes auf den be- 
sonderen Fall angewendet werden, dass die beiden Doppelschaaren (I) 
und (II) die Asymptotenlinien der Flichen S, und S, sind; es braucht 
kaum erwiihnt zu werden, dass die Flichen vom Kriimmungsmaasse 
Null bei der folgenden Untersuchung auszuschliessen sind. Solange 
nicht das Gegentheil ausdriicklich angegeben ist, beschriinke ich mich 
auf reelle Abbildungen reeller Flichen. 

Zunichst erkennt man, dass es unter den Paaren conjugirter 
Tangenten in P, sicher eins und im allgemeinen auch nur eins giebt, 
welchem wieder ein Paar conjugirter Tangenten im Bildpunkte P, 
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entspricht. Hieraus folgt dann, dass jede stetige Abbildung von S, 
auf S, immer bewirkt werden kann, indem man einem conjugirten 
Systeme auf S, wieder ein conjugirtes System auf S, entsprechen lasst*). 
Das gemeinschaftiiche conjugirte System ist reell, solange wenigstens 
eine der beiden Flachen positives Kriimmungsmass besitzt, es kann 
imaginaér werden, wenn beide Flichen reelle Asymptotenlinien haben. 

Als Ausnahmefall ergiebt sich die Méglichkeit, dass die Asymptoten- 
linien auf S, zu Bildern gerade die Asymptotenlinien auf S, haben; 
in diesem Falle geht jedes conjugirte System bei der Abbildung wieder 
in ein conjugirtes System iiber. Man erhilt so als Analogon der 
conformen Abbildung, bei welcher die Winkel unverindert bleiben, 
eine neue Art von Abbildung, welche die Beziehung des Conjugirt- 
seins invariant lisst. Einem Vorschlage meines Freundes F. Engel 
folgend will ich sie als conjunctiv bezeichnen**), 

Reelle conjunctive Abbildung von zwei reellen Flichenstiicken S, 
und S, ist nur méglich, wenn beide entweder positives oder negatives 
Kriimmungsmass haben. Dann giebt es aber sogar unendliche viele 
Abbildungen dieser Art; denn es ist dazu nur erforderlich, dass die 
Asymptotenlinien der beiden Fiaichen einander zugeordnet werden, 
ebenso wie man bei der conformen Abbildung die Minimalcurven der 
beiden Flachen aufeinander bezieht. 

Um schliesslich die Differentialgleichungen des gemeinschaftlichen 
conjugirten Systemes aufzustellen, hat man zunichst mit Hilfe der 
Fundamentalgrissen zweiter Ordnung die Gleichungen der Asymptoten- 
linien von S, und S, zu bilden. Man erhilt dann: 


(1*) 0 = L, du? + 2M, dudv + N, dv’, 
(2*) 0 = L,du? + 2M, dudv + N, dv’, 
woraus sich die gesuchte Gleichung in der Form: 

| du? —dudv dv? | 
(6*) O=| MN, Mu, L, 

N, M, L, | 

ergiebt. Das analytische Kennzeichen der conjunctiven Abbildung be- 
steht also darin, dass die Fundamentalgréssen zweiter Ordnung von 


S, und S, einander proportional sind, wahrend bei der conformen Ab- 
bildung dasselbe fiir die Fundamentalgréssen erster Ordnung gilt. 


*) Diesen Satz hat wohl zuerst K. Peterson bewiesen in seinem interes- 
santen aber wenig bekannten Werke: Ueber Curven und Flichen, Erste Lieferung, 
Moskau und Leipzig, 1868, S. 37. 

**) P. Peterson nennt sie (a, a. O. S. 40) Conjugation. Die Bezeichnung 
im Texte hat den Vortheil die von Peterson nicht bemerkte Analogie mit der 
conformen Abbildung zum Ausdruck zu bringen. 
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6. 


Von besonderem Interesse ist der Fall, dass eine Abbildung eu- 
gleich conform und conjunctiv ist, dass also die Minimalcurven und die 
Asymptotenlinien einander entsprechen, oder, analytisch ausgedriickt, 
dass sowohl die Fundamentalgréssen erster als auch diejenigen zweiter 
Ordnung eines Punktes und seines Bildpunktes einander proportional sind. 

Behufs Untersuchung der conform-conjunctiven Abbildungen sollen 
die Fundamentalgleichungen von Gauss und Mainardi unter der Voraus- 
setzung gebildet werden, dass die Curven wu = const. und v = const. 
Asymptotenlinien sind. Bei dieser Annahme ist: 


(8) L=0, N=0- 
Setzt man noch: 
M 
9 Oo 
(9) - VEG—F*’ 
» CH 2G 2 er 
(0) £0 = 3(BG — PF") Ga T ut — 2 Sune 


OE 0G 9 OF 0G 
—El5 m-* ou 70 + (4 3s) | 


—F [sz ee QE 0G ,,0F 0F_ ,aF 2G 237 oF) 


ou dv Ov Ou - ou dv ou Ou  ~ ov dv 
“a (e 0G ,0F 0E =) | 


—_-i2=—--oeooo 


ou du av Ow ov 


so lauten die Fundamentalgleichungen: 





(A) (EG — F?)?. 9? = W, 

‘ log M 1 0G 
(B) (EG — FBR pe _ Be, 
’ 0 log M OE 
(C) (EG — F2) . eR pee _ gS 


Handelt es sich um zwei Flichenstiicke S, und S,, so sind alle Gréssen 
und Gleichungen, je nachdem sie sich auf die erste oder zweite Flache 
beziehen, mit dem Index 1 oder 2 versehen. 

Durch die Einfitihrung der Asymptotenlinien als Curven u = const. 
und v = const. ist schon erreicht, das die Abbildung eine conjunctive 
ist. Soll sie auch eine conforme sein, so miissen die Gleichungen 
bestehen: 

(11) E,=#E,, F,=#F,, G,=—x’G,. 


Um die sechs Fundamentalgleichungen zu befriedigen hat man also zur 
Verfiigung nur die 6 Gréssen E,, F,, G,, Mt,, M, und x. Es wiire 
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jedoch voreilig, hieraus zu schliessen, dass nur die Flichen einer beson- 
deren Classe conform-conjunctive Abbildungen gestatten, vielmehr ldsst 
sich geigen, dass fiir jedes beliebige Flidchenstiick S, solche Abbildwngen 
existiren. Geniigen nimlich E,, F,, G, und M, den Gleichungen 
(A,), (B,) und (C,), so sind die Gleichungen (A,), (B,) und (C,) 


identisch erfillt, wenn man x als constant annimmt, und 
(12) M,—+-M, 


also auch M, —-+ «M,, setzt. Man erhilt daher eine conform-con- 
junctive Abbildung von S,, wenn man daraus durch irgend eine 
Aehnlichkeitstransformation eine Fliche S, erzeugt und hierdurch gleich- 
zeitig S, auf 8S, abbildet. Dagegen scheint es fiir eine allgemeine 
Fliche S, keine anderen conform-conjunctiven Abbildungen als die 
Aehnlichkeitstransformationen zu geben*). 

Dass aber fiir besondere Flachen conform-conjunctive Abbildung 
auch auf andere Art méglich ist, zeigen folgende Beispiele. 


Fi 


Besteht bei einer reellen Filiiche die eine Schaar der Asymptoten- 
linien aus Minimaleurven, so muss auch die andere Schaar diese Eigen- 
schaft besitzen. Da nun der Kriimmungsradius g, eines Normalschnittes 
in P, von S, durch die Gleichung: 


(13 1 E,dw+2F,dudv + G, dv* 
) 0 Lydu?+2M, dudv+ N,dv? 





gegeben wird, so besitzen alle Normalschnitte in P, dieselbe Kriim- 
mung, folglich ist S, ein Stiick einer Kugelfliche. 

Will man jetzt ein Stiick S, einer Kugelfliche conform-conjunctiv 
auf ein anderes Flachenstiick S, abbilden, so miissen auch auf S, 
Minimaleurven und Asymptotenlinien zusammenfallen, S, ist also auch 
ein Stiick einer Kugelfliche. Bildet man also eine Kugelfliche S, 


conform auf eine andere Kugelfliche S, ab, so ist die Abbildung 
zugleich conjunctiv. 








*) Bestiitigt sich diese Vermuthung, so folgt daraus eine bemerkenswerthe 
Verallgemeinerung des Bonnet’schen Satzes, dass eine krumme Oberfliiche durch 
Angabe der Fundamentalgrissen erster und zweiter Ordnung bis auf ihre Lage 
im Raume vollstindig bestimmt ist. Es wiirde nimlich durch Angabe der Ver- 
hiiltnisse der Fundamentalgrissen erster Ordnung und der Verhiltnisse der 
Fundamentalgréssen zweiter Ordnung eine krumme Oberfliche im Allgemeinen 
bis auf eine Aehnlichkeitstransformation festgelegt sein, 
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Ein anderes Beispiel geben die Minimalfléchen, welche bekannt- 
lich die charakteristische Eigenschaft haben, dass ihre Asymptoten- 
linien ein Orthogonalsystem bilden. Hieraus folgt sofort, dass eine 
Minimalfliche conform-conjunctiv nur wieder auf eine Minimalflache 
abgebildet werden kann. Nun lisst sich aber bei Einfithrung der 
Asymptotenlinien als Coordinatenlinien das Quadrat des Linienelements 
jeder Minimalfliche durch: 

(14) ds? = 2r(du?+ dv?) 


darstellen*); x bedeutet den positiven Hauptkriimmungsradius im Punkte 
(u,v). Mithin wird durch die Gleichungen: 


(15) ds,? = 2r,(du?+dv?), 

ds,? = 2r,(du? + dv?) 
eine conform-conjunctive Abbildung der beiden Minimalflichen S, und 
S, definirt. 


Allgemeiner lisst sich eine Fliche, bei welcher in jedem Punkte die 
asymptotischen Richtungen denselben Winkel @ mit einander bilden, fir 
die also der Quotient der beiden Hauptkriimmungsradien constant ist, 
conform-conjunctiv nur auf Flichen derselben Art abbilden. Im beson- 
deren erhilt man eine solche Abbildung, wenn man 


gs; 
(16) ds,? = E,(u, v) (du? + 2 cos adudv + dv’), 

ds,? = E,(Au + a, dv + b) (du? + 2cos wa dudv + dv’), 
nimmt, wo 4, a und b Constanten bedeuten, Im Vorbeigehen mioge 
bemerkt werden, dass H,, sobald cos@ von 0 und +5 verschieden 
ist, abgesehen von einer multiplicativen Constanten, gleich 
(17) fevte 4 e— (u-+0)]2: (12.008 a) 
zu setzen ist. 


8. 


Zum Schluss sollen die Resultate des vierten Abschnittes auf die 
besondere Art der conformen Abbildung angewendet werden, welche 
man Biegung neunt. 

Ist eine Biegung von S, in S, zugleich eine conjunctive Ab- 
bildung, so geht nothwendig S, aus S, durch eine Bewegung oder eine 
Bewegung und eine Spiegelung hervor. Denn hat man 


(18) E,=E,, Fi, = Ff,, G, = G,, 
(19) L,=ul,, M,=—uM,, N,=—uN,, 


*) Vergl. Ossian Bonnet, Comptes rendus, t, 37, S. 532 (1853). 
Mathematische Annalen, XLIV. 36 
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so folgt aus der Invarianz des Gauss’schen Kriimmungsmasses, dass 
(20) w= I 
sein muss. 

Schliesst man also Bewegungen und Spiegelungen aus, so gilt der 
Satz, dass auf jeder Biegungsflache einer krummen Oberfliche ein reelles 
oder imagindres conjugirtes System existirt, welches bei der Biegung 
aus einem conjugirten Systeme der urspriinglichen Fiche hervor- 
gegangen ist. 

Eine Spur dieses Satzes findet sich bereits bei Bour*), welcher 
sagt: ,,Si fon considére une surface appuyée contre un de ses plans 
tangents supposé fixe; et que, laissant la surface dans cette position, 
on lui fasse subir une déformation infiniment petite; la surface primi- 
tive et sa transformée se couperont suivant deux courbes tangentes a 
deux diamétres conjugées de Yindicatrice.“ 

Dann hat ihn K. Peterson*™) in seiner vollen Allgemeinheit 
ausgesprochen und zwar als eine Folgerung aus dem Theoreme, dass 
gemeinschaftliche conjugirte Systeme bei jeder Abbildung existiren. 

Wenn daher derselbe Satz kiirzlich von Koenigs***) wieder ent- 
deckt worden ist, so muss ausdriicklich hervorgehoben werden, dass damit 
keine besondere Eigenschaft der Abbildung durch Biegung gegeben wird. 
Vielmehr kann jede stetige Abbildung durch das Entsprechen von con- 
jugirten Systemen vermittelt werden. 

Koenigs scheint zu seinem Theorem gekommen zu sein, indem 
er davon ausging, dass die rechtwinkligen Coordinaten 2, y, 2 jedes 
Punktes P einer Fliche S, wenn die Curven u = const. und v = const. 
ein conjugirtes System bilden, derselben partiellen Differentialgleichung : 

- ‘ 

(D) Ae, + Alu, ») 2+ Biu, 0) 2 = 0 
gentigen. Man wird dann fragen, ob sich die Coefficienten A und B 
nicht so wihlen lassen, dass die 6 Coordinaten 2,, y,, 2, und 2, Yo, 2» 
entsprechender Punkte zweier Biegungsfliichen S, und S, gleichzeitig 
Lésungen der Gleichung (D) sind, und findet, dass stets eine solche 
Gleichung (D) existirt. 

Die hier gegebenen Entwickelungen zeigen, dass S, und S, gar 





*) Théorie de la déformation des surfaces, Journal de l’Ecole polytechnique, 
Cahier 39, pag. 28 (1862). 

**) K. Peterson, a. a. 0. 8.58. Peterson nennt die Linien des gemein- 
schaftlichen conjugirten Systemes Biegungslinien und griindet auf sie ‘eine 
Theorie der Biegung krummer Oberflichen, welche einer genaueren Durchfiihrung 
werth sein diirfte. 


***) Un théoréme de géometrie infinitésimale, Comptes rendus, t. 116, p. 569 
(Miirz 1893). 
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nicht Biegungsflichen zu sein brauchen, sie geben einen Beweis fiir das 
allgemeine Theorem: 

Sind zwei Flichen S, und 8, in stetiger Weise auf einander ab- 
gebildet, so lassen sich die Curven u = const. und -v = const., welche 
die Abbildung vermitteln, immer in der Art wéiihlen, dass die sechs 
Coordinaten x,, Y,,%, UNA Ly, Yo, 2 entsprechender Punkte P, und P, 
alle derselben Differentialgleichung: 

ao 09 hs) 
@) sua + 4 ay + Bey = 
gentigen. 
9. 


Wird eine krumme Oberfliche S, in stetiger Weise gebogen, so 
dass aus ihr etwa co! Biegungsfliichen S, entstehen, so giebt es immer 
fiir S, und S, ein gemeinschaftliches conjugirtes System. Im _ all- 
gemeinen werden es immer andere conjugirte Systeme auf S, sein, 
welche, wenn h variirt, S, und S, gemeinsam sind, und es wird so 
auf S, eine Schaar von oo! conjugirten Systemen entstehen. Ein ganz 
besonderer Fall wird es sein, wenn man stets dasselbe conjugirte 
System auf S, erhilt, wenn also S, sich in stetiger Weise so biegen 
lasst, dass ein conjugirtes System von S, wihrend des ganzen Verlaufes 
der Biegung stets conjugirt bleibt. 

Besteht dieses conjugirte System aus Kriimmungslinien, so sind, 
wie zuerst Codazzi*) gezeigt hat, abgesehen von den abwickelbaren 
Flichen die Flichen S, surfaces moulures und werden nach Bour**) 
dargestellt durch: 


x, = hU(u) cos 5 +/%) ‘sin5 dv, 
(21) Y, = h U(u) sin i - {vo eos dv, 
fy = {vi-® U’2(u) du; 


die Linien « = const, und v = const. sind die Kriimmungslinien. Fiir 
V =O ergiebt sich die Minding’sche Schaar der Biegungsflachen 
einer Rotationsfliche, welche wieder Rotationsflichen sind. ***) 

Ein anderes Beispiel sind die Zranslationsflaichen 


Oz 0. 


5 = dady 


*) Intorno alle superficie le quali deformandosi ritengono le stesse linee di 
curvatura. Annali di Tortolini, serie 1. t. VII, pag. 410 (1856). 

**) a. a. O. pag. 89. 

***) Ueber die Biegung krummer Fliichen, Journal fiir die reine und ange- 
wandte Mathematik, Bd, 18, 8S. 367 (1838). 
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Denn nach Peterson*) gehdren zu jeder Fliche, 


L=fW +90), n=fYI—Piudu, 2 =f[YI—F* wav 


die co' Biegungsfliichen : 
fa = hf(u) + 79(°), 
(22) Ya = {Vi=PPw du : 


Lh = JV =f @)ae. 


Bei jeder Translationsfliche bilden naimlich die beiden Schaaren der 
erzeugenden Curven, also in diesem Falle die Curven u = const. und 
v = const., ein conjugirtes System. **) 

Man kann allgemeiner die Translationsflichen suchen, welche sich 
in stetiger Weise so biegen lassen, dass die erzeugenden Curven in 
erzeugende Curven iibergehen. Bei anderer Gelegenheit werde ich 
zeigen, dass es ausser den Cylindern und den Translationsflichen 
s=0, nur noch zwei Flachenclassea giebt, welche die verlangte 
Eigenschaft haben. Eine von ihnen ist bekannt, es sind die Minimal- 
flichen; denn bei der Biegung einer Minimalfliche in eine Minimal- 
flaiche gehen die erzeugenden Minimalcurven wieder in Minimalcurven 
iiber; in diesem Falle ist das gemeinschaftliche conjugirte System 
imaginir.***) Die Flachen der vierten Classe, welche neu sein diirften, 
haben die interessante Higenschaft, durch gewisse Affinitiiten in 
Minimalflichen iiberzugehen. 





Berlin, December -1893. 


*) K. Peterson, a. a, O, 8. 71, vergl. anch Mlodzieiowski, Sur la défor- 
mation des surfaces, Bulletin des sciences mathématiques, série 2, t. XV, S. 17. 
1891, wonach Peterson diese ! Biegungsfliichen bereits 1866 in dem Journale der 
Mathematischen Gesellschaft zu Petersburg mitgetheilt hat, Unabhiingig von ihm 
sind sie dann 1878 von Bianchi wiederentdeckt worden: Sopra la deformazione 
di una classe di superficie, Giornale matematiche pubblicato per cura del Prof. 
G. Battaglini, t. XVI, pag. 467. 

**) Vergl. Lie, diese Annalen Bd. 14, 8S. 334. 

***) Vergl, Ossian Bonnet, Journal de l’Ecole polytechnique. Cah. 42, 
p. 27 (1867), K. Peterson, a. a. O. 8.67 und H. A. Schwarz, Journal fiir die 
reine und angewandte Mathematik, Bd. 80, S, 288 (1875). 























Die Kreisbogenvierseite und das Princip der Symmetrie. 
Von 


Rosert Fricke in Braunschweig. 


I. Verschiedene Typen von Kreisbogenvierseiten. Problemstellung. 

In einer Ebene, die spaterhin die Trigerin der Werthe einer com- 
plexen Variabelen € sein sol], mége ein von vier Kreisen K,,..., K, 
eingegrenzter Bereich B gezeichnet sein; derselbe soll ein Kreisbogen- 
vierseit genannt werden, obschon diese Bezeichnungsweise, wie man 
sehen wird, in einigen Fallen nicht vollig 
treffend ist. Die hauptsiachlichen Typen 
von Kreisbogenvierseiten B sollen gleich 
hier durch Figuren erlautert werden. 

In Figur 1 verlaufen die vier Kreise K 
durchaus getrennt von einander und grenzen 
einen vierfach zusammenhdngenden Bereich 
B ein, der durch Schraffirung kenntlich 
gemacht ist. Dadurch dass man hier zwei 
oder mehrere unter den vier Kreisen bis 
zur Beriihrung einander nahe kommen lisst, 
entspringt eine Reihe von Grenzfillen 
der Figur 1, von denen einer in Figur 7 niher dargestellt ist, und 
die der Mehrzahl nach unten besonders ausfiihrlich untersucht werden. 

Ohne Gewihr der Vollstindigkeit, fiir welche erst spiter syste- 
matische Mittel entwickelt werden, mégen aus dem Bereich B der 
Figur 1 folgende weitere Typen von Vierseiten hergeleitet werden. 





Fig. 1. 


























Fig. 2. Fig. 3. 
Kinmal hat man in den Figuren 2 und 3 einfach zusammenhingende 
Kreisbogensechsecke als Bereiche B durch die vier Kreise eingegrenzt. 
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Der Unterschied zwischen diesen beiden Typen ist der, dass in Figur 2 
einer der Kreise drei Seiten des Sechsecks liefert, die andern drei Kreise 
je nur eine Seite, wihrend in Figur 3 zwei Kreise je zwei Seiten liefern, 
die beiden andern je nur eine. 

Es folgen mehrere weitere Méglichkeiten, bei denen der urspriing- 
lich zusammenhingende Bereich B in zwei, drei oder vier getrennte 
Theile zerfallt, die wir dann etwa als Bereiche B, B, ... unterscheiden 
kéunen. In Figur 4 hat man es mit einem Fiinfeck und einem Dreieck 





Fig. 4. Fig. 5. 
zu thun, in Figur 5 mit zwei Vierecken, in Figur 6 mit einem Viereck 
und zwei Dreiecken und endlich in Figur 7 mit vier Dreiecken. Dass 





Fig. 6. 
hierbei simmtliche Winkel der Dreiecke gleich 0 gewahlt wurden, ist 
nur particulir; in Folge dieser Annahme liesse sich Figur 7, wie schon 
angedeutet, als Grenzfall von Figur 1 ansehen. 

Sobald Dreiecke als Theile des Gesammtbereichs B auftreten, hat 
man zu unterscheiden, ob dieselben von der ersten oder dritten Art sind*), 
was spiterhin besonders folgereich wird. Im Uebergangsfall von der 
ersten zur dritten Art hat sich das Dreieck auf einen Punkt zusammen- 
gezogen; dieser Fall kommt in den obigen Figuren nicht zur Dar- 
stellung, soll aber spiiterhin volle Beriicksichtigung finden. — 





*) Es wird hier und spiiter von der Bezeichnungsweise der ,, Vorleswngen tiber 
elliptische Modulfunctionen* von Klein und dem Verf. (Bd. 1, Leipzig, 1890) 
Gebrauch gemacht, auf welche der Kiirze halber verwiesen werden muss. 
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Man macht nun das Vierseit B in einer nachgerade sehr bekannten 
Art, nimlich durch immer wiederholte Spiegelwng an den Randkreisen 
zum Ausgangsraum eines ganzen Netzes von Bereichen B, B,, B,,..., 
welches die §-Ebene sei es theilweise, sei es ganz bedeckt. Es wird 
solcherweise zur Vorbereitung kinftiger functionentheoretischer Unter- 
suchungen der rein geometrische Inhalt des Principes der Symmetrie 
auf die vorgelegten Ausgangsbereiche B zur Anwendung gebracht. Die 
Abgrenzung fiir die folgende Untersuchung wird so getroffen, dass 
das Bereichnetz die ¢-Ebene, wo tiberhaupt, nur einfach bedecken soli. 
Es entspringt derart eine Vorarbeit fiir die Theorie der eindeutigen 
automorphen Functionen der Verinderlichen £, und man kénnte die 
zu behandelnde Frage geradezu so stellen, dass es sich um Angabe 
derjenigen Vierseite B handeln soll, welche Discontinuitiitsbereiche fiir 
die Gruppen linearer §-Substitutionen sind, die aus den Spiegelungen an 
den vier Kreisen K,, ..., K, entspringen. Der Begriff des Discon- 
tinuitiatsbereichs ist hierbei in jenem Sinne gebraucht, welchen derselbe 
innerhalb der Theorie der eigentlich discontinuirlichen Gruppen besitzt. 

Die Methode der nachfolgenden Untersuchung besteht in einer 
ausfiihrlichen und tibrigens rein geometrischen Betrachtung der Bereich- 
netze B, B,,.... Dabei haftet das Hauptinteresse am Grenzgebilde 
des einzelnen Netzes, dessen Punkten man durch hinreichend weit 
getriebenen Spiegelungsprocess zwar beliebig nahe kommen kann, ohne 
sie indessen im endlichen Progress je zu erreichen. Die hierauf beziig- 
lichen Betrachtungen gestalten sich bei den aus drei Spiegelungen zu 
erzeugenden Gruppen noch verhiiltnissmissig inhaltsarm, weil man es hier 
stets mit sogenannten Hauptkreisgruppen zu thun hat, sofern tiberhaupt 
Gruppen mit unendlich vielen Grenzpunkten vorliegen. Demgegentiber 
weisen die Gruppen der Vierseite stets unendlich viele Grenzpunkte 
auf, und der Hauptkreisfall ist ganz particular; es wird sich vielmehr 
eine ganze Reihe héchst verschiedenartiger Grenzgebilde entsprechend 
den verschiedenen Typen Figur 1 bis 7 ergeben, und es ist Hauptzweck 
unserer Betrachtungen, der wunderbaren Eigenart dieser Grenzgebilde 
nachzugehen, soweit dies mit den einfachen Hiilfsmitteln der unmittel- 
baren geometrischen Anschauung méglich ist. 

Ehe indess an die hiermit gekennzeichnete Untersuchung gegangen 
werden kann, ist es ndthig betreffs der Invarianten der Kreisbogen- 
vierseite die nachfolgende Entwicklung vorauszusenden*). 


*) Es handelt sich hierbei um einen Specialfall einer allgemeinen Theorie 
der Invarianten von Fundamentalbereichen oder Gruppen, welche neuerdings eine 
besondere Férderung gefunden hat durch die Arbeit von Vogt, Sur les invariants 
fondamentaux des équations différentielles linéaires du second ordre, Annales de 
l'Ecole Normale, serie 3, Bd, 6 (1889). , 
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Il. Die Invarianten der Kreisquadrupel. Rationalititsbereich 
der Substitutionscoefficienten. 


Die vier Kreise K,,... mégen vorab eine ganz beliebige Lage in 
der €-Ebene haben, ohne schon jetzt nothwendig einen zusammen- 
haingenden Bereich einzugrenzen. Von den so entspringenden Figuren 
kommen hier nur die Eigenschaften in Betracht, welche invariant gegen- 
iiber einer beliebigen Transformation der directen oder indirecten Kreis- 
verwandtschaft sind. Der einzelne Kreis hingt aber von drei reellen 
Constanten ab, das Kreisquadrupel also von zwélf. Da es andererseits 
oo’ Transformationen der Kreisverwandtschaft giebt, so folgt: Die 
Kreisquadrupel K,,... besitzen gegeniiber den Kreisverwandtschaften 
sechs reelle Invarianten. 

Um dieselben in zweckmissiger Art analytisch zu fixiren, fihre 
man die zu den vier Kreisen K,,... gehérenden Spiegelungen V,, V,,... 
ein und schreibe explicite: 


(1) &’ = Vu (t) = “me + By, 


Ym Le Xn 


) Cm %r, ob. Bn¥m = As 


hierbei sind 6 und y reell, « und @ ebenso wie € und € conjugirt 
imaginar; durch die rechts zugefiigte Gleichung sind die Substitutions- 
coefficienten bis auf einen gemeinsamen Zeichenwechsel bestimmt. 

Man verstehe nun unter m und » irgend zwei unter den Zahlen 
1, 2, 3, 4 und bilde die Substitution erster Art V,,V,. Die Summe des 
ersten und vierten Coefficienten in der letzteren, die 2j,, heissen 
moége, hat bekanntermaassen Invarianteneigenschaft, wnd in der That 
kinnen die durch: 


(2) 2jmn = Onn + On &m + Bin'Yn + Bn Ym 

gegebenen sechs Grissen j,., .. +, js, als die gesuchten sechs reellen In- 
varianten des Kreisquadrupels K,,... dienen, insofern niimlich die 
Unabhingigkeit dieser sechs Gréssen von einander bei den folgenden 
Betrachtungen leicht evident werden wird. 

Zur geometrischen Interpretation der Invarianten j,,, projicire man 
die ¢-Ebene stereographisch auf eine Kugel und setze die letztere zur 
Fundamentalflache einer auf den Raum bezogenen projectiven Maass- 
bestimmung. Die Kreise K,, K, werden auf der Kugel durch zwei 
Ebenen ausgeschnitten, wnd es ist der mit richtigem Zeichen versehene 
Cosinus des Winkels dieser beiden Ebenen gleich jmn. Aus der con- 
formen Beziehung der Kugel auf die €-Ebene folgt weiter fiir die 
gewohnliche Maassbestimmung innerhalb der letzteren Ebene: beriihren 
einander die Kreise K,, und K,, so ist + jmn = 1, schneiden sie sich, 
80 ist + jmn gleich dem Cosinus des Schnittwinkels. 
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Mit Angabe des Kreisquadrupels sind die Invarianten einzeln erst 
bis auf das Vorzeichen bestimmt, so jedoch, dass das Vorzeichen von 
(jmn*Jjnp*Jpm) Von vornherein mit dem Quadrupel gegeben ist. Man 
kénnte daraufhin z, B. bei jyo, jig, jig die Vorzeichen willkiirlich 
wihlen, worauf sie bei den drei iibrigen Invarianten bestimmt sind. 

Fasst man alle mit einander kreisverwandten Quadrupel in eine 
Classe zusammen, so gilt der Satz, dass ein iiberhaupt vorkommendes 
Werthsystem der jmn auch nur eine einzige Classe -eindeutig definirt. 
Man bringt diesen Satz dadurch zum Nachweise, dass man durch 
zweckmissige Einzelvorschriften aus der einzelnen Classe ein méglichst 
giinstig gelegenes Quadrupel herausgreift, um fiir diese Lage die Sub- 
stitutionscoefficienten in (1) aus den jn, zu berechnen. Kommt man 
dabei zu lauter kreisverwandten Méglichkeiten fiir das System der 
V,,.+-, V4, so definiren die j,,, eben nur eine Classe. 

Bei diesen Rechnungen schreibe man unter Trennung des Reellen 
vom Imaginiren a, = a’, + ia, und = &§ + in; es wird alsdann: 
(3) Om ~ ty + Bn?m = 1, 

Zinn — 2 O6in, Ot’, + 2 Gin On + BmYn + Bums 
und die Gleichung des Kreises K,, gewinnt die Gestalt: 
(4) Ym(E? 9?) — 2en& — 2emn — Bm = 9. 

Es kommen iiberdies in den folgenden Formeln zwei rationale 

ganze Verbindungen der j,,, vor, die hier vorab erklart werden mégen. 


Ist m,n”, p, q irgend eine Anordnung der Indices 1, 2, 3, 4, so definire 
man erstlich die Invariante j,, durch die Gleichung: 


(5) jue — 1 + jap + jo + jon — 2jnpJpadon- 

Die im Verlaufe der folgenden Rechnungen leicht zu bestiitigende Be- 
deutung der Invarianten j,, ist die, dass jm positiv, negativ oder gleich 
null ist, je nachdem die drei Kreise K,, K,, K, einen reellen oder 
imagindren Orthogonalkreis haben oder durch einen Punkt gehen, End- 
lich ist die besonders wichtige Invariante: 

| 1 jie jis jis | 
° jie 1 Jos Jas | 
6 =—=—|. . : 
(8) ’ jis drs 1 Joe | 


| Jus Jos Isa 


zu nennen, welche in den j,, vom vierten Grade ist, Die geometrische 
Bedeutung derselben ist, wie wir hier gleichfalls vorgreifend angeben 
wollen, die folgende: Das Verschwinden von j ist charakteristisch dafiir, 
dass die vier Kreise K,, ... einen gemeinsamen Orthogonal- oder Haupt- 
kreis haben, der aber sowohl reell wie punktférmig oder imaginar sein 
mag; die Grésse j soll dementsprechend als Haupthreisinvariante 
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bezeichnet werden. Liegt der Hauptkreisfall nicht vor, so ist j stets 
positiv. Die vier Gréssen j,, stellen sich als die ersten Unterdeter- 
minanten von (6), genommen nach den Elementen der Diagonal- 
reihe, dar. *) 

Zur Ausfiihrung der vorhin in Aussicht genommenen Rechnung 
nehmen wir erstlich an, dass K,, K,, K, einen reellen Orthogonalkreis 
haben. Letzterer soll alsdann die reelle -Axe sein und K, insbesondere 
die imaginire; fiir K, schreiben wir vor, dass dieser Kreis durch den 
Punkt € = 1 hindurchzieht, und dass sein Mittelpunkt zwischen £ —0 
und §=1 liegt. Man nehme alsdann j,, positiv und verstehe unter 
Mii, My2,--- die mit richtigem Vorzeichen versehenen dreigliedrigen 
Unterdeterminanten der positiv genommenen Determinante (6), so dass 
im speciellen u,, = Jj, wird. Fiir die vier Spiegelungen V,,..., V, 
ergeben sich alsdann nach leichter Zwischenrechnung die Gestalten: 














| Vi) = — &, V. = in B+ 1 Sn 
spiltiities cial Sa 
dss é + jes — Sredis + Via 
1.0 a, 
les — Jie Jig — Va = : 
(7) a. o — dis 
juVis +i Viz Use + (Jes — Jae Sis) Vig 
V,(¢) = ——/% +i Vi, 
’ — Uys + (Jos — Sra Jia) Vii, Baw Jus Vi, — 6 V5 
' (1 — jue) Vig Vin 





*) Die Formeln und Entwicklungen des Textes stehen in mannigfacher Be- 
ziehung zu Untersuchungen, welche die elementare Kreisgeometrie in der Ebene 
und auf der Kugeloberfliche betreffen. Identificirt man j\9, jo3, jg, mit den Cosinus 
der Seiten eines sphiirischen Dreiecks, so wird Vj, im Sinne v. Staudt’s der Sinus 
jener dreiseitigen Ecke, deren Ebenen die Kreise K,, K,, K, auf der Kugel aus- 
schneiden (siehe dariiber v. Staudt in Bd. 24 von Crelle’s Journal oder Baltzer’s 
Determinantentheorie, pag. 199). Sollen die j,,, somit genau die Bedeutung des 


Textes behalten, so miisste man vom ersten sphiirischen Dreieck zum reciproken 
gehen, Man vergl. ferner die Arbeiten von Frobenius, Anwendungen der Deter- 
minantentheorie auf die Geometrie des Maasses, Crelle’s Journ. Bd. 79 und von 
Study, Ueber Distanzrelationen, Schlimilch’s Zeitschrift Bd, 27, wo weitere in 
Betracht kommende Arbeiten von Darboux und d’Ovidio genannt sind. Die 
im Texte zur Geltung gekommene Art symmetrischer Determinanten findet sich 
tibrigens bereits bei Schering in den Gidttinger Nachrichten von 1870 und 1873 bei 
Gelegenheit von Untersuchungen in nicht-euklidischen Riumen. Vor allem aber 
muss hier nochmals auf die schon obengenannte Arbeit von Vogt hingewiesen 
werden, in welcher das Problem, Fundamentalbereiche oder Gruppen durch ihre 
Invarianten ein- oder endlichdeutig zu bestimmen, unter weit grisserer Allgemein- 
heit der Voraussetzungen und freilich unter ein wenig anderer Gedankenwendung 
als im Texte behandelt wird. 
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Die verschiedenen in diesen Formeln vorkommenden Wurzeln /j, sind 
mit einerlei Zeichen zu nehmen, ebenso die beiden Wurzeln /j der 
letzten Formel; man wiahle etwa beide Vorzeichen positiv. Den vier 
méglichen Zeichencombinationen entsprechend gewinnt man hier im 
ganzen vier Kreisquadrupel. Indessen sind dieselben mit einander kreis- 
verwandt, da es in der That zwei directe und zwei indirecte Kreis- 
verwandtschaften giebt, welche K,, K, und die reelle €-Axe zugleich 
in sich transformiren. Bei gegebenen Invarianten ist somit die Classe 
der Kreisquadrupel, wie oben behauptet, eindeutig bestimmt, und man 
sieht zugleich, dass sich die obigen Angaben tiber die Bedeutung von 
jm und j im vorliegenden Falle bestiitigen. 

Ist zweitens der Orthogonalkreis von K,, K,, K, imaginir, so ist 
es die am meisten naturgemiisse Lage, auf der Kugeloberfliche die 
genannten drei Kreise als grésste Kugelkreise zu wihlen. Man kann 
daraufhin beim Riickgang zur €-Ebene erreichen, dass K, der Einheits- 
kreis wird, K, durch die beiden Punkte = +7 zieht und K, den 
Kreis K, in zwei diametralen Punkten schneidet. Es ergeben sich bei 
dieser Anordnung folgende Gestalten fiir die vier Spiegelungen: 























Vi(Q—+t, — Va(Qp a Aas Ein 
O=>, 26) ae 
| jax dada FV HE 4 i 
re ‘i ree oe 
(g 4}... See 
®) . Vi- iat 
(ies — Sedu) VE Gu — tiny y iu V=HAVS 
Cy eo 5 * a ae 
ee bu Ge —VG = iu — Sind) V= Sut ita’ 
Vi. V—j, Vi-ie 


hierbei sind wieder alle auftretenden Wurzeln //1 — j,2 von einerlei 


Zeichen zu nehmen, desgleichen alle /—j, und Vj. Da K, durch 
obige Vorschrift erst zweideutig bestimmt ist, so musste im Ausdruck 
von V, eine Quadratwurzel auftreten, Die zwei weiteren Quadratwurzeln 
miissen sich dann noch deshalb einfinden, weil wieder K, und K, 
unter Wahrung des gemeinsamen (imaginiren) Orthogonalkreises durch 
zwei Transformationen der directen und zwei der indirecten Kreis- 
verwandtschaft in sich tibergehen. Die obigen Angaben iiber die Vor- 
zeichen von j, und j haben sich auch hier bestitigt. 

Auch wenn drittens K,, K,, K, einen Punkt gemeinsam haben, 
bestitigt man wieder leicht durch Rechnung, dass zu jedem System 
jmn nur eine Classe kreisverwandter Quadrupel gehért. Bei den beziig- 
lichen Formeln, die hier nicht ausfiihrlich wiedergegeben werden, tritt 
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freilich die Bedingung j > 0 nicht in Evidenz; doch ergiebt sich die- 
selbe hier aus der leicht zu bestitigenden Identitit: 

(9) j (1 — jus) = ust —JIsJa» 

wenn man beachtet, dass gegenwirtig 7, = 0 und —1<j,< +1 
ist. Allgemein folgt aus dem Bisherigen: Die- Bedingung j >0 ist 
nicht nur eine nothwendige, sondern es giebt auch wmgekehrt zu jedem 
dieselbe befriedigenden Werthsystem der Invarianten eine und nur eine 
Classe kreisverwandter Quadrupel. — 

Aus den spiiter allein zur Geltung kommenden Kreisquadrupeln lisst 
sich stets wenigstens ein Tripel mit reellem Orthogonalkreis herausgreifen. 
Nennt man die Kreise dieses Tripels K,, K,', K,, so kénnen die 
Substitutionen (7) als die Normalgestalten der erzeugenden Substitu- 
tionen der spiter zu betrachtenden Gruppen gelten. Man sieht, dass 
die Coefficienten dem etwa durch [j,,, ...,j,,] oder kurz [jna] zu 
bezeichnenden Rationalitiitsbereiche angehéren, dem aber noch die beiden 
Quadratwurzeln /j und Yj, adjungirt sind. Diese letzteren Irratio- 
nalitaten kann man durch Transformation nicht mehr entfernen, ohne 
dass an ihrer Stelle neve eingefiihrt wiirden. Um dies zu zeigen, 
betrachte man zuvérderst die drei Kreise K,, K,, K, und dement- 
sprechend die Irrationalitit /j,. Wire es méglich, die letztere ohne 
Einfiihrung einer neuen Irrationalitaét durch Transformation zu ent- 
fernen, so wiirden V,, V,, V, in der neuen Gestalt Coefficienten des 
Bereichs [j;2, jis, Jog] haben, die also reell sind. Nach Festlegung 
der Kreise K,, K, ist aber K, durch die Forderung reeller Coef- 
ficienten erst zweideutig bestimmt*), und man stellt durch eine ele- 
mentare Zwischenrechnung fest, dass die Discriminante der hier ein- 
tretenden quadratischen Gleichung gleich j,, multiplicirt mit einem in 
den Coefficienten von V, und V, quadratischen Ausdruck, ist; die Wurzel 
Vj, lasst sich also auf keine Weise mehr entfernen. Eine analoge Be- 
trachtung gilt bei Hereinnahme des Kreises K, fiir die Irrationalitat )/7. 

Beachtet man nun, dass der Rationalitiitsbereich einer Gruppe durch 
ihre Erzeugenden bereits festgelegt ist, so folgt: Durch zweckmiissige 
Auswahl des Quadrupels K,,... aus seiner Classe kreisverwandter 
Quadrupel kann man als denkbar einfachsten Rationalitdtsbereich fiir 
die Substitutionscoefficienten der Gruppe: 


Lisesdis» + «+1 daar VI> Vind 


erreichen. Zu bemerken bliebe hier nur noch, dass Yj, auch durch 
irgend eine der drei anderen Warzeln jm ersetzt werden kénnte, 


*) Geometrisch folgt dies aus der Existenz einer elliptischen Substitution der 
Periode zwei, welche K,, K, und dic reelle Axe zugleich in sich transformirt. 
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sofern das gewihlte j,, > 0 ist; doch ist diese Aenderung des Ratio- 
nalitiitsbereiches nur durch eine rationale, und zwar im allgemeinen 
complexe Transformation der Gruppe zu erzielen. — 


III. Der Raum R, der j,,, und dessen Punktiquivalenzen. Systematische 
Aufsuchung aller Kreisquadrupel. 


Man setze die sechs Gréssen jm, zu Cartesischen Coordinaten eines 
Raumes R, von sechs Dimensionen und bezeichne den im R, durch j = 0 
dargestellten ftinfdimensionalen R, vierten Grades als Haupthreisraum. 
Der durch die Bedingung: 


| 1 - Jia Sra | 
| in | 


| Sia Jos 


(1) 290 


‘ 1 7 
Jos Isa 
dargestellte Theil der R, soll als das — des Hauptkreisraumes 
bezeichnet werden; hierbei sind also die Punkte des R, selbst mit- 
gerechnet. 

Das Innere des Hauptkreisraumes ist 1-8-deutig auf die Mannig- 
faltigkeit, aller Classen von Kreisquadrupeln bezogen, insofern wir ja 
die Vorzeichen z, B. bei den drei Gréssen j,., ji,, Ji, noch willktirlich 
wihlen diirfen. Legt man iiberdies kein Gewicht auf die Reihenfolge 
K,, K,, K,, K, der Kreise, so kommen noch 24 Permutationen der 
Coordinaten jm» hinzu (den Vertauschungen der unteren Indices 1, 2, 
3, 4 entsprechend), die Punkte mit gleichen Classen verbinden. 

Man gehe nun gleich noch einen Schritt weiter und ziehe im 
einzelnen Falle die aus V,,..., V4, zu erzeugende Gruppe [ in Betracht, 
wobei in einander transformirbare Gruppen [ in eine Classe zusammen- 
gefiigt werden und als nicht wesentlich verschieden gelten. Dem 
einzelnen Punkte des R, gehirt in diesem Sinne nur eine Gruppe zu; 
umgekehrt gehort zur einzelnen Gruppe T immer ein System von unend- 
lich vielen Punkten des R,, welche letetere nunmehr mit einander 
diquivalent heissen sollen. Wenn man nimlich beim zunichst vorgelegten 
Quadrupel den Kreis K, durch sein lings K,, entworfenes Spiegel- 
bild K,’ ersetzt, so wird offenbar X,,, K,’, K,, K, zu der gleichen 
Gruppe [ fiihren, Dieser Ersatz hat aber zufolge leichter Rechnung 
fiir die Invarianten die rationale Transformation: 


(2) = va 2JmnJmp me Jno ing ie 2jmnJma —Jnay 

JImn = Jniny Jmp = Jmpy Jmqg=Jma, Jpg = Iva 
zur Folge. Indem man aber die 12 verschiedenen, in diesen Aus- 
druck zusammengefassten Transformationen wiederholt ausiibt, ergeben 
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sich aus einem bereits unendlich viele iquivalente Punkte. Doch ge- 
winnt man, wie nebenbei bemerkt sein mag, auf diese Weise nur erst 
dann die gesammten mit einem aiquivalenten Punkte, wenn [ eigentlich 
discontinuirlich ist und an elliptischen Substitutionen héchstens solche 
der Perioden 2, 3, 4, 6 besitzt. 

Was man ein reducirtes Quadrupel nennen wird, ist im Falle einer 
eigentlich discontinuirlichen Gruppe [ unmittelbar klar: die vier Kreise 
desselben miissen einen Discontinuititsbereich von T eingrenzen. Aber 
die Gesammtheit der ,,reducirten‘‘ Punkte des R, ergiebt kein sehr 
iibersichtliches Gebilde, insofern es sich hierbei nur insoweit um ein 
Punktcontinuum handelt, als in [ keine elliptischen Substitutionen vor- 
kommen. 

Um bei dieser Sachlage auf den Gebrauch der Invarianten jinn 
eine systematische Aufstellung aller Kreisquadrupel bez. aller reducirten 
Quadrupel zu griinden, wird man daher zweckmiissig in folgender Art 
eine Theilung der Aufgabe vollziehen. Man fasse alle Quadrupel, bei 
denen etwa die vier Invarianten j,., jo3, js, Jy, specielle Werthe 
IQ, IQ, ... haben, in eine Gattung zusammen und untersuche jede 
einzelne Gattung fiir sich. Durch j,, =), ..., j,, = Jj) ist im R, 
eine Ebene dargestellt, welche den Hanptkreisraum in einer Curve 
vierter Ordnung C, schneidet. Letztere zerlegt die genannte Ebene in 
eine Reihe von Parcellen, in denen abwechselnd j > 0 und j < 0 ist; 
nur die Parcellen mit j > 0 liefern Kreisquadrupel, und die Punkte der- 


tals selben sind dann weiter im 
Z) einzelnen darauf zu unter- 
Y suchen, ob sie reducirte 
' Quadrupel liefern oder 
' nicht, 
i 








SS = Fiir spiiter ist der Fall 
MRS YJ Vi) U4 y eines eigentlichen Vierecks 
YY iy, tty LES 


YM Yt): GY Te besonders wichtig. Damit 

tf) / ; das Viereck Discontinui- 
titsbereich ist, miissen be- 
kanntlich seine Winkel 
aliquote Theiler von z sein; 
und die Gesammtheit der 
hiermit gemeinten Gattun- 
gen von Vierecken strebt 
dem Grenzfalle der Vier- 
ecke mit vier Winkeln null mehr und mehr zu. Dieser Grenzfall, fiir 
welchen der iibereinstimmende Werth von jj, jos, joa, jg, gleich 1 
wird, mdge die in Rede stehenden Verhiltnisse noch ein wenig niaher 
erliutern, 
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In dem gekennzeichneten Falle ist die Gleichung der C,: 
(3) (1 —Jis) (1 —Jog) [4 — Adis) 1 t-doa)] = 95 
dieselbe bewirkt die in Figur 8 (vorige Seite) dargestellte Theilung der 


Ebene, wobei die Punkte der schraffirten Theile Kreisquadrupel liefern. 
Nach II (7) berechnen sich die Gleichungen der vier Kreise K, wie folgt: 


§=0, & + 1? —§=—0, (1 iis) (8? + 9?) — 25138 —C1— Js) = 0, 
(4) (3 —jxs — dios —Sigdos) (B+ 9?) — 2(1—J,3) 6 — 25 0 
+ (1 —Jjis) (1—Jo4) =0, 


wodurech jedem Punkte eines schraffirten Bereiches der Figur 8 sein 
Kreisquadrupel zugeordnet ist. Mit Hiilfe dieser Gleichungen ist es 
uun leicht, die Ebenentheilung der Figur 8 naher zu discutiren. 

Ist j,, > 1, so sind die Kreise K, und K, durch K, von einander 
getrennt; es folgt, dass die beiden nach rechts und nach oben von 
Jig=Jo, =1 auslaufenden schraffirten Parcellen reducirte Quadrupel nicht 
liefern kénnen. Der durch den unteren Hyperbelbogen und die beiden 
Geraden j,, +1—0 und j,, -+1—0 eingegrenzte Bereich liefert 
Punkt fiir Punkt reducirte Quadrupel; und zwar gewinnen wir, falls 
wir von den beiden Geraden im Augenblick absehen, ein Paar nicht 
zerfallender Vierecke B, B’ nach Art der Figur 5. Ist entweder 
jig + 1=—0 oder j,, + 1—0, so zerfallt eines der beiden Vierecke 
in zwei Dreiecke, und fir j,, —j,, = — 1 haben wir direct den Fall 
der Figur 7. Hat man j,; > — 1, so sind die Punkte mit reducirten 
Quadrupela auf unendlich vielen zu j,, = 0 parallelen Geraden gelegen, 


welche die Gerade j,,-+ 1==0 zur Grenze haben, es sind dies die 
Geraden j,, = 0, = —;, = — 7 = — cos=, -++. Wie man spiter 
sieht, liefern fiir 7,,< — 1 die simmtlichen Punkte dieser Geraden 
reducirte Quadrupel; fiir j,, > — 1 kommen indessen nur die Schnitt- 
punkte mit einem analog gelegenen zu j,,—=O0 parallelen Geraden- 
system zur Geltung. Im ersteren Falle ist eines der beiden Vierecke 
B, B’ in ein Paar von Dreiecken (mit reellen Orthogonalkreisen) aus- 
geartet, im letzteren Falle aber beide Vierecke. Fiir positive Werthe j,, 


oder j,, kénnen niemals reducirte Quadrupel eintreten, — 


IV. Das Bereichnetz und dessen Grenzgebilde fiir den Fall eines 
vierfach zusammenhingenden Bereiches B ohne Ecken. 


Nach den bisherigen Vorbereitungen gehen wir zum eigentlichen 
Gegenstande der Untersuchung und besprechen erstlich das aus einem 
vierfach zusammenhiingenden Bereich B (nach Art der Figur 1) ent- 
springende Netz. Wir denken dabei den Ausgangsbereich B so gelegen, 
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dass der Pankt = co.im Innern desselben liegt. Man entwerfe nun 
zugleich an den vier Kreisen je ein Spiegelbild B,,.., B, von B, worauf 
weitere 4 - 3 Kreise offen bleiben. An letzteren erzeuge man aufs neue 
zugleich je einen neuen Bereich B,,..., B,, und fahre so fort. Nach 
dem n'™ Schritte des so eingeleiteten Spiegelungsverfahrens hat man ein 
zusammenhdngendes Netz von (2- 3" — 1) Bereichen, wihrend die Ge- 
sammtzahl der offenen Kreise auf 4-3" angewachsen ist; diese 4 - 3” 
Kreise verlaufen durchaus getrennt von einander. 

Man gehe nun zur Grenze » = oo tiber und wird im Verlauf der 
folgenden Rechnungen sehen, dass fiir lim. m oo die Radien der 
4.3" Kreise .gegen 0 convergiren. Die 4-3" Kreise liefern also fiir 
lim. m =o unendlich viele Punkte der ¢-Ebene, welche bei der fort- 
schreitenden Bedeckung derselben mit Bereichen niemals erreicht werden 
kénnen. Das hiermit gemeinte Punktsystem ist also das Grenzgebilde 
des Bereichnetzes im vorliegenden Falle. Das Grenzgebilde besteht 
gegenwartig aus einer durchaus discontinuirlichen Punktmannigfaltigkeit 
ohne Inhalt.*) 

Die erstere Behauptung, nimlich dass wir hier mit einem durchaus 
discontinuirlichen Punktsystem zu thun haben, beweist man so: Sind 
€ und €’ zwei von einander verschiedene Grenzpunkte, so sei 0 deren 
Entfernung; 0 ist eine von null verschiedene, aber vielleicht sehr kleine 
Zahl. Man kann nun die oben gemeinte Zahl m so gross annehmen, 
dass die Durchmesser siimmtlicher 4-3" Kreise < 0 sind. Die Punkte 
€ und ¢’ liegen dann in verschiedenen unter den 4- 3" Kreisen und 
sind sonach durch einen von Grenzpunkten giinzlich freien Bereich der 
€-Ebene von einander getrennt. 

Die zweite Behauptung, nimlich dass es sich hier um ein Punkt- 
system ohne Inhalt handelt, kommt darauf hinaus, dass der Gesammt- 
inhalt der 4 - 3* offenen Kreise fiir lim. m = oo gegen null convergirt. 
Es wird dies durch eine leichte Zwischenbetrachtung bewiesen, der wir 
folgende Bemerkung vorausschicken. Die Invarianten j,,, sind gegen- 
wartig simmtlich absolut > 1, die vier Invarianten j,, sind positiv, 
und man stellt leicht fest, dass die vier Producte (jnn~.Jnp -jJpm) negativ 


sind. Man nehme nun die Wurzeln /jn, Vj2, — 1 positiv und bilde 
die 24 Ausdriicke: 





Gait oi 
(1) eee Se 


. . . -2o — ’ 
InnImp — Inp +Iny V 52. 5 


unter der Vorschrift, dass beim einzelnen Ausdruck jn» und jmp positiv 


*) Es ist bei Gegenstiinden dieser Art hier zumeist von der Terminologie 


der bekannten von Hrn. G. Cantor begriindeten Mannigfaltigkeitslehre Gebrauch 
gemacht. 
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und also j,, negativ sein sollen. Da man vermdége der Definitions- 
gleichung II (5) von j, leicht die Ungleichung (jnnjmp —jnp) > V Je 
bestitigt, und da jn», > 1 ist, so stellen die 24 Zahlen h lauter positive 
echte Briiche dar; der grésste unter ihnen habe den Werth e. 

Wir mégen nun im Verlaufe des Spiegelungsverfahrens bis zu 
einem offenen Kreise KX, gekommen sein, mit dem Inhalte J,,, der 
beim nichstfolgenden Schritte durch die drei offenen Kreise K,, K,, K, 
mit den Inhalten J,,J,, J, ersetzt erscheint; die Invarianten dieses 
Quadrupels sind natirlich wieder die anfinglichen j,,,. Durch eine 
Parallelverschiebung und eine Aehnlichkeitstransformation kann man 
K,, zum Einheitskreise der §-Ebene machen; die Verhiiltnisse der 
Kreisinhalte bleiben hierbei unveriindert. 

Es giebt nun oo® ¢-Substitutionen, welche den Einheitskreis K,, 
in sich transformiren; man denke K,, K,, K, an diesen Transforma- 
tionen theilmehmend. Dabei wird es eine Transformation oder vielmehr 
gleich co' Transformationen geben, fiir welche der Gesammtinhalt 
(J, + Jp + J) ein absolutes Maximum ist. Wire eine der drei In- 
varianten jmny jmp» Jmq absolut —1, so wire dieses Maximum gleich 
J» und wiirde freilich durch £-Substitutionen mit endlichen Coefficienten 
nie véllig erreicht werden kénnen. Im vorliegenden Falle j?, > 1 liefert 
der fragliche Maximalinhalt, durch J,, dividirt, einen von 1 verschie- 
denen echten Bruch, der sich mit Hiilfe der obigen Zahlen h bez. e 
niher umgrenzen lisst. 

Man wihle nimlich unter den oo’ genannten €-Substitutionen eine 
solche, durch deren Ausiibung K, mit K,, concentrisch wird. Unter 
K, und K, mége dann etwa K, dem EHinheitskreise nicht ferner liegen 
als K,; man wolle dann die Figur um =O so lange drehen, bis 
der Mittelpunkt von K, auf der reellen Axe zwischen 0 und 1 liegt. 
Bei dieser Anordnung berechne man aus den gegebenen Invarianten 
jmn Gie Kreisgleichungen, und man wird finden, dass der dem Einheits- 
kreise zunachst gelegene Punkt von K, unter Benutzung von (1) gerade 
durch = Innapg gegeben ist. 

Nunmehr fihre man einen Hiilfskreis K, ein, der durch §=Rnapg 
hindurehzieht und seinen Mittelpunkt auf der reellen €-Axe hat, und 
zwar soweit zur Rechten von €= 0, dass K, gerade noch im Innern 
von K, liegt. Ist J, der Inhalt von K,, so ist J) > J, +d, +d,, 
wobei jedoch die rechte Seite dem Werthe der linken beliebig nahe 
kommen kann. Nimmt auch K, an den wiederholt genannten oo 
Transformationen theil, so wird J, sein Maximum erreichen, wenn 
K, concentrisch mit K,, ist. Der Radius des so gewonnenen Kreises K, 
ist nothwendig < nnpg < e, 80 dass die in der letzten Ungleichung ge- 
meinte Zahl J, <e?a = e?J, ist. Durch Riickgang zu dem anfing- 
lichen Kreisquadrupel entspringt der Satz: Ist K,, irgend ein Symmetrie- 

Mathematische Annalen, XLIV. 37 
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kreis des Netzes, und sind K,, K,, K, die eunichst von thm um- 
schlossenen Kreise, so gilt fiir die Inhalte Jn, Jn, ... dieser Kreise die 
Ungleichung : 

(2) In +d, +d, < dm, 

wo e der grisste unter den echten Briichen (1) ist. 

Das Ausgangsvierseit (welches den Punkt = oo enthielt) liess 
nun zunichst noch vier Kreise offen; einer derselben sei K und habe 
den endlichen Inhalt J. Die von ihm zuniichst umschlossenen Kreise 
seien K,', K,', K,’ mit den Inhalten J,’, J,’, J,'; es ist dann: 

Jj+dy+d;< ed. 

Jeder dieser letzteren Kreise umschliesst demniichst drei weitere 
K,”, K,", ..., Ky” mit den Inhalten J,”, J,",..., J,” Dann gilt 
einzeln J,’ + J," + Jd,” < e*J,’, u. s, w., sowie im ganzen: 

T+ dy te + dy SOS + IY + dy’) < etd. 
Man fiihrt diese Entwicklung analog weiter und findet fiir die nach 
dem n'** Schritte erhaltenen 3" Kreise als Gesammtinhalt: 

IOI Hee + ID < Pd. 

Da J endlich ist und e einen von 1 um eine endliche Differenz ver- 
schiedenen echten Bruch bedeutet, so convergirt der Gesammtinhalt 
der 4 - 3" offenen Kreise fiir lim. » = oo, wie behauptet, gegen null. 

Die soeben beendete Betrachtung bezog sich auf die Frage, ob 
die Grenzmannigfaltigkeit Fldcheninhalt hat oder nicht. Im Hauptkreis- 
falle tritt an Stelle dessen die Frage nach dem Linearinhalte des 
Grenzgebildes. Dass dieser gleichfalls null ist, d. h. dass im Haupt- 
kreisfalle die Summe der 4-3" Radien mit lim. n = oo gegen 0 con- 
vergirt, ist bereits vor einiger Zeit von Weber*) und Schottky **) 
bewiesen. 

Einige weitere Eigenschaften des Grenzgebildes sprechen sich im 
folgenden Satze aus: Das Grenzgebilde stellt (im Sinne von Cantor) 
ein discontinuirliches Punktsystem zweiter Art vor, d. h. ein solches, 
von welchem keine Ableitung endlicher Ordnung verschwindet; es handelt 
sich zumal um eine perfecte Punktmannigfaltigkeit. Den ersten Theil 
dieses Satzes beweist man so: Ist € ein Punkt des Grenzgebildes, so 
kann man den Spiegelungsprocess soweit getrieben denken, dass € in 
einem offenen Kreise liegt, dessen Durchmesser kleiner als die beliebig 
klein zu wihlende Grésse d > 0 ist. Der fragliche Kreis ist Symmetrie- 
kreis des Netzes, und also liegen in jeder noch so kleinen Umgebung 
von € unendlich viele weitere Punkte des Grenzgebildes. Zum Beweise 
des zweiten Theils obiger Behauptung verstehe man unter € eine 


*) In den Géttinger Nachrichten von 1886 pag. 359 ff, 
**) In Crelle’s Journal Bd, 101, pag. 227 ff. 
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Hiaufungsstelle von Punkten des Grenzgebildes, so dass sich in jeder 
noch so kleinen Umgebung von § unendlich viele Punkte des Grenz- 
gebildes finden lassen. Wiirde nun € durch endlich weit fortgesetzten 
Spiegelungsprocess in das Bereichnetz hineingezogen werden, so lage 
€ in endlicher Entfernung vom nichsten Punkte des Grenzgebildes. 
Der Punkt € kann demnach im endlichen Fortschritt des Spiegelungs- 
verfahrens nicht erreicht werden, gehdrt also selbst dem Grenzgebilde an. 
Ein einzelner Punkt € des Grenzgebildes liegt bei Ausfiihrung des 
Spiegelungsprocesses stets in einem bestimmten unter den 4-3" Kreisen. 
Ks ist hiermit vom Ausgangsbereiche B oder etwa von dessen Punkte 
€ = oo eine eindeutig bestimmte Kette von Bereichen des Netzes durch 
durchlaufen, um auf directestem Wege sich jenem Grenzpunkte §€ an- 
zunihern. Analytisch gesprochen approximiren wir dergestalt den 
fraglichen Grenzpunkt durch die unendliche Reihe der Punkte: 


Va(co), VaVe(00), Va Ve Ve(00),-- +, 


wo a,b,c,... Indices aus der Reihe 1,2,3,4 bedeuten und keine 
zwei auf einander folgende Indices identisch sind. Jedem Grenzpunkt 
entspricht solchergestalt eine eindeutig bestimmte unendliche Substitu- 
tionenkette : 

(3) A a 

und wmgekehrt liefert jede derartige Kette einen Punkt des Grenzgebildes. 

Es griindet sich hierauf die folgende Arteintheilung der Punkte 
des Grenzgebildes. Tritt in der Reihe (3) niemals eine periodische 
Wiederholung der unteren Indices ein, so nenne man den zugehdérigen 
Grenzpunkt aperiodisch, Entsteht entweder von vorn an oder nach 
einer endlichen Anzahl nichtperiodischer Glieder periodische Wieder- 
kehr der gleichen Indices, so heisse der Grenzpunkt periodisch; die 
periodischen Grenzpunkte sind Fixpunkte von Substitutionen der Gruppe 
und zerfallen demzufolge in hyperbolische und loxodromische Punkte. 
Die periodischen Grenzpunkte findet man durch Auflésen gewisser quadra- 
tischen Gleichungen, deren Coefficienten dem oben in einfachster 
Art festgelegten Rationalitiitsbereiche der Gruppe angehdren. Ein 
iihnlich einfaches arithmetisches Merkmal besteht fiir die aperiodischen 
Grenzpunkte nicht. Uebrigens kommen, sobald j > 0 ist, loxodromische 
Substitutionen stefs vor; denn zwei hyperbolische Substitutionen, deren 
vier Fixpunkte nicht auf einem Kreise liegen, ergeben durch Combi- 
nation stets ‘eine loxodromische Substitution, so dass fiir 7 > 0 z. B. 
schon (V, V,).(V, V,) loxodromisch wird. 

In der Umgebung eines periodischen Grenzpunktes kann man sich 
von der Structur unseres Punktsystems dadurch eine Vorstellung bilden, 
dass man die zugehérigen Bahncurven in Betracht zieht und die end- 
lich entfernten Grenzpunkte lings dieser Curven in immer grdssere 

37* 
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Nahe des fraglichen Fixpunktes verlegt. Doch wollen wir auf diese 
Betrachtungen, die wir im folgenden Artikel unter anderen Verhiit- 
nissen in ausgiebiger Weise anzustellen haben, nicht naher eingehen. 


V. Das Grenzgebilde bei einem in zwei Vierecke der Winkel null 
zerfallendem Bereiche B. 


Wegen der Neuheit der eintretenden Verhiltnisse ist derjenige 
Grenzfall des bisher betrachteten Bereiches B besonders interessant, 
dass B in zwei Vierecke mit 
lauter Winkeln null zerfallt. Es 
ist alsdann : 

i2 = des = Isa =I = 1 
und 

jis<—l, ju<—!l 
die charakteristische Bedingung der 
Invarianten, und es ist iibrigens 
zweckmissig, von der den Glei- 
chungen II (7) zu Grunde liegen- 
den Gestalt des Ausgangsbereiches 
ein wenig abzugehen. In der That 
wolle man den Beriihrungspunkt 
von K, und K, nach = ico 
transformiren, so dass K, und K, 
gerade Linien werden und der in 
Figur 9 schraffirte Bereich ent- 
springt. Die Substitutionen V,, V,, V, haben dann bez. die Gestalten: 











(1) Ve—t, Celt, Cm -tt+1— in 


ein wenig complicirter fallt V, aus: 


a ‘W-) E+ da) 





9 saa 1—j, 
* (at Ga 
<=. 1 — Jog 


In Figur 9 4st durch eine leichte geometrische Betrachtung zu zeigen, 
dass die drei im Endlichen gelegenen Kreisberiihrungspunkte auf einer 
Geraden liegen. Bei Riickgang zu einer beliebigen Lage des Paares 
der Ausgangsvierecke ergiebt sich, dass die Ecken des Vierecks stets 
auf einem Kreise liegen; derselbe heisse K,. Das gad ea 


der vier Ecken ist somit stets reell und berechnet sich zu 5 —* - Der 
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Kreis K, ist gegen alle Viereckseiten K,,... gleich geneigt, und der 
spitze Schnittwinkel w berechnet sich zu: 


(3) y = are tg = f 


Im Hauptkreisfalle, 7 —0, den wir als elementar ausschliessen, ist 
y= > und K, wird selbst Hauptkreis. 


In Figur 9 liegt eine Gestalt des Vierecks vor, in welcher zwei 
Seiten im Vergleich zu den beiden andern unendlich klein sind. Man 
wolle bemerken, dass auch ohne Zuhiilfenahme des Punktes £ = oo 
unser Kreisbogenviereck in ein solches kreisverwandtes transformirt 
werden kann, bei welchem drei Ecken einander unendlich nahe liegen, 
wihrend die vierte endlich entfernt ist. Wenn man ein solches 
Viereck an einem seiner beiden grésseren Kreise spiegelt, entspringt 
immer wieder ein Viereck, bei dem die gleichen Verhiltnisse vorliegen ; 
die Spiegelung an einem der beiden kleinen Kreise fiihrt hingegen zu 
einem Viereck, dessen Seiten von gleicher Gréssenordnung sind. 

Wenn man nun auch von einem Viereck (oder besser Viereckpaar) 
ausgeht, dessen Seiten von gleicher Gréssenordnung sind, stets wird 
sich im Verfolg des Spiegelungsprocesses eine unbegrenzte Menge von 
Vierecken einstellen, bei denen die gekennzeichneten abnormen Ver- 
hialtnisse vorliegen. Ist niimlich ¢ irgend eine Ecke des gewohnlich 
gestalteten Vierecks, so entwerfe man an einem der beiden nach §, 
ziehenden Randkreise ein zweites Viereck und iibe auf dieses Viereck- 
paar die zu §, gehérende parabolische Untergruppe aus. Geht man 
in der Reihe der von €, ausstrahlenden Vierecke so weit, dass die 
beiden sich in £, beriihrenden Kreise unendlich klein von erster Ord- 
nung sind, so sind die beiden anderen Seiten des dann erreichten 
Vierecks unendlich klein von gweiter Orduung, wie man mit Hiilfe 
einer leichten Rechnung feststellt. 

Die bezeichneten Umstinde bedingen eine Erschwerung der Unter- 
suchung. Ist man niamlich im Verfolg des Spiegelungsprocesses zu 
einem Kreise K,, gelangt, der als grésserer Kreis zwei Vierecke der 
abnormen Gestalt begrenzt, so wird der nachstfolgende Schritt inner- 
halb X,, drei neve Kreise K,, K,, K, entwerfen, deren Gesammtinhalt 
nur noch unendlich wenig vom Inhalte des Kreises K,, abweicht. Der 
Satz, dass der Gesammtinhalt der 4-3” offenen Kreise mit lim. n = co 
gegen 0 convergirt, ist also hier nicht ohne weiteres in der friiheren 
Art beweisbar. 

Indessen kann man den in Rede stehenden Satz durch eine leichte 
Abinderung des Spiegelungsverfahrens beweisen. Hat man nimlich 
irgend einen offenen Kreis K,,, so sei £, einer der beiden Berthrungs- 
punkte desselben mit benachbarten Kreisen. Man tibe dann wie oben 
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gleich die ganze zu € gehérende parabolische Untergruppe aus. X,, wird 
alsdann mit unendlich vielen Viereckpaaren angefillt, wobei indes 
noch unendlich viele Kreise K,, K,, Kx, K;,... offen bleiben. Aber 
der Gesammtinhalt der letzteren steht zum Inhalte von K,, in einem 
Verhiltniss, das einen echten von 1 um eine endliche Differenz ver- 
schiedenen Bruch darstellt, und das zumal unendlich klein wird, wenn 
K,, ein Viereck der pe apn Fa Gestalt als grésserer Kreis begrenzt. 

Das Neue am vorliegenden Bereichnetz besteht darin, dass die 
4.3” offenen Kreise eine geschlossene Kette bilden, in welcher der 
einzeine Kreis jeweils nur mit zwei benachbarten in Beriihrung ist. 
Der Grenziibergang zu lim. m= co vollzieht sich bis auf die vorab 
schon erledigte Frage ohne Schwierigkeit, und wir kénnen sogleich 
folgendes Resultat formuliren: Auch in dem jetet vorliegenden Falle 
jnntt = 1, Jig << —1, joy < — 1- desteht das Grenegebilde aus einer 
perfecten Punktmannigfaltigkeit ohne Inhalt; indes erscheinen die ge- 
sammten Punkte in eine durchaus zusammenhdngende, einfach geschlossene 
Kette angereiht , und wir diirfen die letetere als Grenzcurve bezeichnen, 
insofern sie ja keine Flichen-, sondern nur Liingenausdehnung hat. Die 
Grenzcurve zerlegt die €-Ebene in zwei Theile, deren jeder von einem 
Vierecksnetz voéllig ausgefiillt ist, das eine von B, das andere von BD 
entspringend. Beide Vierecknetze sind stets unsymmetrisch, sofern 
wir den elementaren Fall 7 = 0 ausschliessen. 


Die Grenzcurve, zu der wir soeben gefiihrt wurden, zeigt einen 
complicirten Verlauf, und die weiterfolgenden Betrachtungen haben 
den Zweck, diesen Verlauf der Anschauung, soweit dies méglich 
ist, nahe zu legen.*) 

Wenn man im Spiegelungsprocess bis zu einem solchen » gegangen 
ist, dass die Durchmesser aller 4-3" Kreise unterhalb der beliebig 
kleinen von 0 verschiedenen Zahl d liegen, so wird die Kette der 
4 . 3" Kreise eine angeniiherte Vorstellung vom Verlauf der Grenzcurve 
bieten. Um den Charakter einer Curve besser hervortreten zu lassen, 
kann man den einzelnen Kreis durch die Sehne zwischen den beiden 
Beriihrungspunkten mit dem niichst folgenden und nachst vorhergehen- 
den Kreise ersetzen; die Grenzcurve erscheint dann angenihert als eine 
aus 4 - 3" Gliedern bestehende gebrochene Linie. 

Man bemerke nun, dass die letztere Vorstellungsweise einer 
interessanten Verschirfung fahig ist. In Figur 9 wollen wir die zu 
€ = oo gehérende parabolische Untergruppe ausiiben und insbesondere 


*) Der erste Hinweis auf die Existenz und Beschaffenheit derartiger Grenz- 
curven, die nicht die Gestalt von Kreisen haben, ist von Hrn, Klein in einem 
Brief an Poincaré gegeben (von letzterem in den Comptes rendus von 1881 publicirt). 
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- die nach rechts hin sich anlagernden Viereckpaare betrachten. Dieselben 


lassen unendlich viele abwechselnd symmetrisch und congruent liegende 
Kreispaare K,’, K,', K,”, K,”, ... offen, und wir wollen die zu den 
fraglichen Viereckpaaren gehérenden Kreise K,’, K,”,... nur insoweit 
ziehen, als sie innerhalb der offenen Kreise K,', K,’, ... verlaufen. 
Man gewinnt so eine aus unendlich vielen Gliedern bestehende ge- 
brochene Linie, wobei die an den Ecken auftretenden Winkel ab- 
wechselnd 2 und 2(z — ) sind, ~ in der Bedeutung von (3) gebraucht. 
Die durch das ,,[Innere“ von K, vom Beriihrungspunkt mit K, nach 
€ = oo ziehende Sehne denke man sich durch die fragliche gebrochene 
Linie ersetzt. Fiir beliebige Lage des Vierecks verallgemeinert, kommen 
wir hiermit auf die obige Art zuriick, einen offenen Kreis K,, nur 
erst unter Gebrauch der zu der einen Ecke € gehérenden parabolischen 
Untergruppe bis auf eine unendliche Kette offen bleibender Kreise 
anzufiillen. Die Sehne von Ky, erscheint alsdann durch eine gebrochene 
Linie ersetet, deren einzelne Stiicke Kreisbogen sind; die letzeteren setzen 
sich (von der einen Seite gesehen) abwechselnd unter concaven und 
convexen Winkeln der constanten Grossen 2 und 2(x— w) an einander. 
Die Radien der einzelnen Bogenstiicke K,’, K,”, ... convergiren bei 
Anniherung an €, gegen null; aber sie werden unendlich im Vergleich 
zu den Radien der beiden offenen Kreise K,, K,, Ky’, Ky’, .. »; 
innerhalb des einzelnen Kreispaares gewinnt also das zugehérige Bogen- 
stiick mehr und mehr den Charakter einer Geraden. 

Jeder der unendlich vielen nun noch offenen Kreise erscheint von 
einer Sehne durchseizt, die Theil einer Kreisperipherie K, ist. Die 
einzelne solche Sehne ist jetzt unter Festhaltung ihres Anfangs- und 
Endpunktes gerade wieder durch eine unendlich vielgliedrige gebrochene 
Linie zu ersetzen; das Charakteristische ist dabei, dass je zwei benach- 
barte Stiicke immer abwechselnd die Winkel 2~ und 2(a—wy) mit 
einander bilden, wobei 2 fiir j > 0 cin von x verschiedener Winkel 
ist. Indem man den Process ins unendliche fortsetzt, bemerkt man 
an der Grenzcurve die Eigenschaft, dass sie in jedem noch so kleinen 
Intervalle unendlich oft die Richtung wechselt und also unendlich viele 


* Schwankungen erfahrt, 


Die bisherigen Betrachtungen geben nothwendig ein unvollkom- 
menes Bild der Grenzcurve; denn sie griinden sich auf die Abstraction, 
dass man den einzelnen offenen Kreis durch eine in ihm verlaufende 
Sehne ersetzt. Wir kénnen nun noch in einer anderen Art Aufschluss 
iiber den Verlauf der Grenzcurve gewinnen, namlich durch Verwendung 
des Umstandes, dass diese Curve durch die unendlich vielen Sub- 
stitutionen der zugehérigen Gruppe in sich tibergeht. 
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Die einzelnen Punkte der Grenzcurve werden wir hier gerade 
wieder durch die unendlichen Ketten IV (3) vollstiindig und eindeutig 
begreifen. Die Gattung der periodischen Grenzpunkte zerfallt hier offen- 
bar in die drei Arten der parabolischen, hyperbolischen und loxo- 
dromischen Punkte. Ueber den Verlauf der Grenzcurve in niichster 
Nihe eines periodischen Punktes kann man sich nun dadurch eine 
Vorstellung bilden, dass man die zu diesem Punkte als Fixpunkte 
gehérende Substitution der Gruppe wiederholt ausiibt, Bei Theilen der 
Curve, die vom fraglichen Fixpunkte endlich entfernt sind, wird man 
dabei nur einen angeniherten Verlauf der Grenzcurve in Betracht zu 
ziehen brauchen, indem ja die dortselbst stattfindenden feinsten 
Schwankungen nach Transformation in die unmittelbare Nihe des 
Fixpunktes doch nicht mehr von Belang sein kénnen. 

Zur niheren Erliuterung ist in Figur 10 (folg. Seite) ein hierher 
gehérendes Polygonnetz gezeichnet. Das durch B bezeichnete Vierseit 
moége den Ausgangsbereich abgeben, wobei der umschliessende Kreis 
K, sein soll, auf welchen rechts K, u. s. w. folge. Dass K, mit K, 
congruent genommen wurde, ist keine Besonderheit; man hitte sogar 
ausserdem noch K, mit K, congruent annehmen kinnen.*) Der Ver- 
lauf der Grenzcurve ist so genau wie méglich angegeben, und es sind 
in dieser Hinsicht bei Anfertigung der Zeichnung bereits die weiterhin 
zur Ableitung kommenden Resultate verwerthet worden. 

Ueber die parabolischen Punkte sind von Poincaré einige Aus- 
fiihrungen gegeben.**) Dieselben gipfeln in dem Satze, dass die 
Grenzcurve in einem parabolischen Punkte zwar eine Tangente, aber 
keinen Kriimmungsradius habe. Beides ist leicht deutlich. Man be- 
trachte z. B. den Beriihrungspunkt €, von K, und K, in Figur 10. 
Unter den Bahneurven von (V, V,) findet sich in jedem der beiden 
Vierecknetze eine griésste, die |gerade noch ginzlich innerhalb ibres 
Netzes verliuft, ohne irgendwo in das andere Netz iiberzutreten. Man 
hat so zwei einander in €, beriihrende Kreise, zwischen denen sich 
die Grenzcurve hindurchdringt; die gemeinsame Tangente dieser Kreise 
ist auch Tangente der Grenzcurve in €. Demgegeniiber hat jede 
zwischen den beiden fraglichen Kreisen verlaufende Bahneurve von 
(V,V,) den Charakter eines Kriimmungskreises; letzterer ist sonach 
nicht mehr eindeutig bestimmt, und dies ist in obigem Satze gemeint. 

Die hyperbolischen Punkte der Grenzcurve gehéren zu Paaren 
zusammen, und man verstehe unter £,, € irgend ein Paar solcher 
Punkte. Es ist dann zu unterscheiden, ob es Bahncurven von €, nach €, 





*) Man erkennt im Anschluss hieran, dass sich das einzelne Vierecik durch 


Yn Sa) 4 
2759 5° D> 


zwei neue Symmetriekreise in vier Vierecke der Winkel 0 eintheilen liisst. 


**) Siehe hieriiber Acta mathematica, Bd. 3, pag. 78 ff. 
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giebt, welche lings ihres ganzen Verlaufes nur innerhalb einer der 
beiden Vierecksnetze liegen oder nicht. Im letzteren Falle finden sich 
von §, (oder £,) aus nach allen Richtungen hin in jeder Nihe von 
, (bez. §) weitere Punkte der Grenzcurve. Im ersteren Falle wolle 
man im einzelnen Netze diejenigen beiden Bahncurven markiren, welche 


























die Grenzcurve gerade streifen, ohne in das andere Netz hiniber- 
zutreten. Durch diese beiden Paare von Bahncurven ist die €-Ebene 
in vier Zweiecke mit den Ecken £,, § getheilt, wnd die Grenzcurve 
verliuft génzlich in zweien unter diesen vier Zweiecken. Von §&, (oder €,) 
aus finden sich nach allen innerhalb dieser beiden Zweiecke verlaufen- 
den Richtungen in jeder Nihe von §&, (bez. €,) weitere Punkte der 
Grenzcurve. Die Winkel der beiden Zweiecke mégen als die charakte- 
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ristischen Winkel des hyperbolischen Punktes €, benannt werden; es sind 
dies die Winkel, unter denen die Grenzcurve von €, aus, nach der 
einen oder anderen Seite gesehen erscheint. Diese Winkel sind natiir- 
lich dieselben fiir alle mit einander aquivalenten Punkte. 

Diese Ergebnisse sollen fiir die beiden hyperbolischen Substitutionen 
(V; V3), (V2V,) bez. deren Classen gleichberechtigter Substitutionen 
weiter ausgefiihrt werden. Fiir die einzelne dieser Classen sind zufolge 
der Symmetrie der Figur beide charakteristische Winkel einander gleich. 
Die Fixpunkte von (V, V;) seien §,, €, die von (V,V,) &,', &'; beide 
Punktepaare haben in Figur 10 besonders ‘ausgezeichnete Lagen. 

Zur Eingrenzung der zu (V,V,) gehdrenden Zweiecke hat man 
folgende beiden Paare von Bahncurven zu ziehen: 

1) Die beiden Bahneurven von §, durch §,' bez. &,' nach &; 

2) Die beiden Bahneurven von §, durch die beiden rechis bez. die 
beiden links gelegenen Ecken des Ausgangsvierecks B, 

Zur Bestitigung dieser, iibrigens in Figur 10 hervortretenden, 
Angaben .benutze man Figur 9. In derselben ist die reelle ¢-Axe der 
Orthogonalkreis von K,, K,, K,, und der Mittelpunkt von K, gehért 
der positiven Halbebene an. Ist nun §, irgend einer von den vier in 
Figur 9 hervortretenden parabolischen Punkten, so kann man jeden 
parabolischen Punkt in der Gestalt: 


VaVu..- Vy Va (8) 


anschreiben und also durch die successiven Spiegelungen V,, V,,... 
von €, aus erreichen. Man bemerke, dass durch die einzelne dieser 
Spiegelungen der gerade erreichte Punkt in das Innere des zugehérigen 


Kreises transformirt wird, dass hierbei aber niemals ein Punkt der .- 


reellen Axe oder positiven Halbebene in die negative Halbebene ver- 
legt werden kann. Die Gesammtheit der Grenzpunkte stellt die erste 
Ableitung des Systems der parabolischen Punkte dar, und somit folgt: 
Der Orthogonalkreis dreier Seiten eines der Eintheilung angehdrenden 
Vierecks liegt giinzlich innerhalb des einen der beiden Netze und streift 
die Grenzcurve in unendlich vielen Punkten (iibrigens von nicht loxo- 
dromischem Charakter). Die Anwendung dieses Satzes auf Figur 10 
fiihrt leicht zu den zu beweisenden Angaben. Man wolle sich nur ver- 
anschaulichen, dass die vier zu je drei Seiten des Ausgangsvierecks 
gehérenden Orthogonalkreise paarweise durch €,, € bez. §,’, € hin- 
durchziehen u. s. w. 

Die charakteristischen Winkel der einzelnen Classe werden sich 
durch die Invarianten j,,, jo, allein ausdriicken; so findet man z. B. 
als den zu €, gehdrenden charakteristischen Winkel: 








V—1 — jig V3 — Sas — Jaa — Sis 
4). one t oaitlal 8 3 — Jes — Jia Jes 
(4) 6 2V1 — jes its doa — 1) + V— 1 — Sea (2 dis521 —Jis — 1) F 
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der, wie es sein muss, mit j verschwindet. Die beiden Vierecknetze 
ragen an den einzelnen hyperbolischen Punkt der Grenzcurve mit zwei 
Ecken heran, deren Winkeléffnungen natiirlich fiir die Punkte der 
einzelnen Classe dieselben sind, und von denen iibrigens die eine stets 
convex ist, Der Ausdruck des ¢oncaven Winkels durch die Invarianten ist: 
(5) are tg Y=! -inlF_., 

V1 — hus (iss des + ea — 2) 
die Quadratwurzeln sind in (4) und (5) stets positiv zu nehmen. Die 
so aufgefundenen Einknickungen der Grenzcurve in ihren hyperbolischen 
Punkten kommen in Figur 10 niherungsweise zum Ausdruck. 

Noch complicirter gestaltet sich der Verlauf der Grenzcurve in 
der Umgebung eines loxodromischen Punktes. Sind §, und § die 
Fixpunkte einer loxodromischen Substitution, so wolle man sich die 
€-Ebene in lauter ringformige Discontinuititsbereiche dieser Substitu- 
tion zerlegt denken, welche sich gegen €, und § hin mehr und mehr 
zusammenziehen. Man fasse nun den Verlauf der Grenzcurve im 
einzelnen Ringe auf und ziehe zugleich die Gestalt der loxodromischen 
Bahncurven in Betracht. Man wird nothwendig zu der Vorstellung 
gefiihrt, dass sich die Grenzcurve, abgesehen von allen hinzutretenden 
Schwankungen, um den loxodromischen Punkt spiralig windet, um 
ihn erst nach unendlich vielen Windungen zu erreichen, sowie um 
hernach im umgekehrten Sinne zwischen den bisherigen Windungen 
zuriickzukehren. — 

Es ist solchergestalt von verschiedenen Seiten her der Versuch 
gemacht, vom Verlauf der Grenzcurve eine angenaherte Anschauung 
zu entwickeln. Eine exacte geometrische Vorstellung von derselben 
zu gewinnen, ist vollig ausgeschlossen. Nicht nur dass uns die 
aperiodischen Grenzpunkte vdllig unzugiinglich sind, sondern man 
wolle vor allem ermessen, dass sowohl die parabolischen Punkte, wie 
auch die hyperbolischen und loxodromischen jeder Classe die Grenz- 
curve allenthalben dicht bedecken. Die soeben geschilderten Vor- 
kommnisse in der Umgebung periodischer Punkte werden sich demnach 
in jedem endlichen Intervall der Grenzcurve wnendlich oft wiederholen. 
Man hat es mit Recht als etwas. sehr Interessantes angesehen, dass 
wir durch den elementaren Spiegelungsprocess von der einfachen Gestalt 
eines Kreisbogenvierecks aus zu einer Curve gefiihrt werden, deren 
unmittelbare geometrische Auffassung die Kraft unserer Rauman- 
schauung tibersteigt, und die sich der Theorie der in der tiberkommenen 
Geometrie durch analytische Gleichungen /(§, 7) =O darstellbaren 
Curven entzieht. — 
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VI. Ausartung der Grenzcurve in Systeme unendlich vieler Kreise. 


Von den beiden eben zuletzt betrachteten Vierecknetzen soll nun 
das eine dadurch zur Ausartung gebracht werden, dass im Ausgangs- 
bereich die beiden Kreise K, und K, einander bis zur Beriihrung nahe 
kommen; es wird alsdann j,, = — 1, wahrend einstweilen j,, << — 1 
bleiben soll. Von den beiden Vierecken B, B’ zerfallt das letztere in 
zwei Dreiecke der Winkel null, so dass gegenwértig der Discontinuwitits- 
bereich der €-Gruppe aus dem Complex eines Vierecks und szweier 
Dreiecke besteht. 

Die Ausartung der Grenzcurve wolle man sich mit Hiilfe der 
Figur 10 veranschaulichen. Die vorhin hyperbolische Substitution 
(V, V;) ist sammt allen ihren gleichberechtigten parabolisch geworden. 
Die erzeugenden Substitutionen heissen bei zweckmissigster Lage 
des Ausgangsbereichs : , 


ee: poe aM ee 
" Pork «Ta, € é+2, 
gf ae ins — V2 = Fs) E+ hod, 
— (1 — Jos) & — (ion + 1V2 — Bes) 


Dem Uebergang von (V, V;) in eine parabolische Substitution geht 
die Coincidenz der beiden hyperbolischen Grenzpunkte £,, € in einen 
parabolischen €, parallel, wie Figur 10 leicht zur Anschauung bringt. Der 
vorhin benutzte Kreis durch £,, & und durch zwei Ecken des Aus- 
gangsvierecks B, dessen Verlauf man sich gleichfalls in Figur 10 
leicht veranschaulicht, streifte damals die Grenzcurve in unendlich 
vielen parabolischen, hyperbolischen und aperiodischen Punkten; aber 
das dergestalt auf dem Kreise entspringende Punktsystem war ein 
solches ohne Inhalt. Mit diesem Punktsystem geht nun in dem Augen- 
blicke, wo j,,=—=—1 wird, eine discontinuirliche Aenderung vor 
sich; dieser Kreis ist nimlich jetzt Grenzkreis eines Netzes von Drei- 
ecken der Winkel null geworden, und als solcher ist er dberall dicht 
mit parabolischen, hyperbolischen und aperiodischen Grenzpunkten 
besetzt. Das hier eintretende Dreiecksnetz ist iibrigens aus der Theorie 
der Modulfunctionen sehr bekannt, und es wird insbesondere von hier 
aus verstindlich erscheinen, wenn wir die parabolischen Punkte des 
Grenzkreises auch wohl als dessen rationale Punkte bezeichnen. 

Das vorhin von B’ entspringende Vierecknetz ist nunmehr in 
unendlich Wwiele Dreiecknetze mit Grenzkreisen zerfallen, wobei diese 
Dreiecknetze ein in Beriihrungspunkten der Grenzkreise durchaus mit 
einander zusammenhiingendes System bilden. Die rationalen Punkte 
des einzelnen Grenzkreises zerfallen in drei Classen, und in jedem 
Punkte der dritten Classe wird der Grenzkreis von dem Kreise einer 
































Die Kreisbogenvierseite und das Princip der Symmetrie. 589 


benachbarten Dreiecktheilung beriihrt. Der einzelne Grenzkreis ist 
solcherweise ausserhalb tiberall dicht von neuen ihn beriihrenden Grene- 
kreisen besetat, von deren Radien natiirlich immer nur eine beschrankte 
Zahl eine beliebig klein zu wihlende Grésse d > 0 iiberschreiten. Die- 
selben Verhiltnisse wiederholen sich bei jedem neuen Grenzkreise, und 
man wird sich daraufhin mit Hiilfe der Figur 10 den Zusammenhang 
der unendlich vielen Dreiecknetze einigermaassen anschaulich machen 
konnen. 

Nicht so stark verindert (gegen friiher) ist die Gestaltung des 
Grenzgebildes in nichster Nihe von parabolischen Punkten der beiden 
anderen Classen, sowie von hyperbolischen Puukten. Man betrachte 
z. B. den parabolischen Beriihrungspunkt der Kreise K, und K, des 
Ausgangsvierecks B der Figur 10. Der Kreis durch diesen Punkt und 
die beiden Fixpunkte der hyperbolischen Substitution (V,V,) verliuft 
nach wie vor ganzlich innerhalb des intact gebliebenen Vierecknetzes; 
derselbe ist nun aber in Beriihrung mit dem Grenzkreise des am frag- 
lichen parabolischen Punkte theilhabenden Dreiecknetzes, und die hier 
neu eintretenden Dreiecknetze halten sich giinzlich innerhalb der beiden 
schmalen zwischen beiden Kreisen verlaufenden Spitzen. An die para- 
bolischen Punkte der dritten Classe dringt sich die Vierecktheilung 
selbst mit zwei Spitzen heran, was wieder in Figur 10 leicht ersichtlich 
ist. Das Vierecknetz umgreift solcherweise unendlich oft den Complex 
aller Dreiecksnetze und lisst dabei jedesmal eine symmetrische Halftung 
dieses Complexes eintreten; in Figur 10 wiirde dieselbe durch die 
verticale Symmetriegerade der Figur geleistet sein. 

Bereits die parabolischen Punkte einer einzelnen Classe, z. B. die 
Beriihrungspunkte der beschriebenen Grenzkreise, bilden ein Punkt- 
system, dessen erste Ableitung das gesammte Grenzgebilde vorstellt. 
Aber das Grenzgebilde ist keineswegs durch die Punkte aller Grenzkreise 
der Dreiecksnetze erschdpft. Um nur von periodischen Grenzpunkten zu 
sprechen, so ist sofort ersichtlich, dass wnendlich viele Classen hyper- 
bolischer Grenzpunkte sowie die stimmtlichen loxodromischen Punkte auf 
den Grenzkreisen der Dreiecksnetze nicht gelegen sein kinnen. Liegt 
naimlich der eine von zwei hyperbolischen Punkten §,, € auf dem 
Grenzkreise eines Dreiecksnetzes, so muss dasselbe vom andern gelten, 
da die betreffende Substitution das Dreiecknetz offenbar in sich trans- 
formiren muss. Nun weist man aber durch Combination zweier 
Spiegelungen sehr leicht hyperbolische Substitutionen nach, deren 
Fixpunkte unméglich einem und demselben Grenzkreise angehéren; 
bereits von (V,V,) gilt dies, und weitere Beispiele wird man miihelos 
aus Figur 10 entnehmen, deren Ausartung man sich ja leicht vorstellt. 
Dass loxodromische Punkte nicht auf den Grenzkreisen der Dreiecks- 
netze vorkommen kénnen, ist unmittelbar evident, da ein Dreiecknetz 
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nie durch eine loxodromische Substitution in sich iibergehen kann. 
Man muss demnach im vorliegenden -Falle sagen, dass das Grenz- 
gebilde aus allen Grenzkreisen der Dreiecksnetze, vermehrt um deren 
Hiiufungsstellen, besteht. Das System der Grenzkreise fiir sich ge- 
nommen bildet demnach noch keine perfecte Mannigfaltigkeit. 


Man gehe nun noch einen Schritt weiter und lasse auch j,, bis 
— 1 amwachsen, so dass man den Fall j,, = jo; = jay = Jy = 1, 
jig =u = — 1 eines aus vier Dreiecken der Winkel 0 bestehenden 
Discontinuitiitsbereiches gewinnt. Es ist nun auch (V,V,) zu einer 
parabolischen Substitution geworden, so dass das bislang noch intact 
gebliebene Vierecknetz jetzt auch in den Complex von unendlich vielen 
Dreiecknetzen zerfallen ist. 


Die erzeugenden Substitutionen der Gruppe, in einfachster Gestalt 
fixirt, sind: 





' z , g ' z r_ (1424) §—2 
(2) & =—§, 7 e=-—£+2, eat eer y 
Halten wir an dieser Gestalt fest, so wird die Modulgruppe in ihrer 
einfachsten (ganzzahligen) Gestalt in der vorliegenden Gruppe ent- 
halten sein. Doch handelt sich’s zunichst nicht um die gesammte 
Modulgruppe, sondern nur um deren Untergruppe zweiter Stufe. Wenn 
man indessen die vier Ausgangsdreiecke (vergl. auch Figur 7) in be- 
kannter Weise durch ihre drei Héhen jeweils in sechs kleine Dreiecke 


der Winkel => = 0 theilt, so ist die gesammte Modulgruppe ein 


Theil, und zwar ein unendlich kleiner Theil der erweiterten Gruppe. 


Die hier in Betracht kommende Eintheilung der €-Ebene ist in 
Figur 11 des naheren zur Darstellung gebracht, und ihre Entstehungs- 
weise kann man sich in der nachfolgenden Art niher veranschaulichen. 
Man markire in der -Ebene zuvérderst das System aller Grenzkreise, 
die in Figur 11, soweit sie zur Darstellung kamen, stiirker ausgezogen 
sind. Zwischen den Grenzkreisen, deren einzelner mit dem bekannten 
Dreiecknetz ausgefiillt ist, bleiben, wie man in Figur 11 sehen wolle, 
immer Dreiecke offen; und im Innern des einzelnen solchen Dreiecks 
ist der die drei Seiten beriihrende Kreis der nachste Grenzkreis, welcher 
das in Rede stehende Dreieck in drei kleinere analog gestaltete Dreiecke 
und iibrigens das wieder von einem Dreiecksnetz erfiillte Kreisinnere 
zerlegt. Die Construction aller Grenzkreise kommt solcherart darauf 
hinaus, zu drei gegebenen Kreisen immer wieder den vierten sie be- 
riihrenden Kreis zu zeichnen. Es entspringen in dieser Weise Kreis- 
quadrupel, in denen jeder einzelne Kreis, wie man leicht itiberblickt, 
dieselbe Rolle spielt, wie jeder andere, Die reciproken Werthe e; der 
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vier Durchmesser eines solchen Quadrupels sind durch die Relation 
verbunden : - 


(3) ey? fe? es? + 04? — 2 (6, Co & €y +; & + Cn ly 6, Cy + €,€4) = 0, 








Fig. 11. 


und es ist interessant zu"bemerken, dass bei der Anordnung der Figur 11 
die simmtlichen e ganze Zahlen werden. Man kann also die ver- 
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schiedenen aus dem System der Grenzkreise aufgegriffenen Quadrupel 
einander beriihrender Kreise zu den ganzzahligen Punkten der durch 
(3) dargestellten Kugel in Beziehung setzen. Es handelt sich dabei 
nicht um alle ganzzahligen Punkte dieser Kugel, und es ist auch nicht 
schwer, in geometrischer Art die Lage der zur Geltung kommenden 
Punkte zu beschreiben; indess soll hierauf nicht naiher eingegangen 
werden, da es doch schwer zu sein scheint, itiber das System der 
Grenzkreise erschépfende arithmetische Angaben zu machen. 


In dem fertig gedachten System der Grenzkreise wird jeder einzelne 
unter ihnen von unendlich vielen anderen von aussen beriihrt. Die 
Beriihrungspunkte liegen iiberall dicht auf dem Kreise; es sind in der 
That die parabolischen Punkte des einzelnen Kreises oder, arithmetisch 
gesprochen, die Punkte mit rationalen Coordinaten &, 4, deren § also 
unter der Form ae rr mit ganzen rationalen Zahlen «, y erscheint. 
Diese parabolischen Punkte projiciren sich auf die reelle -Axe stets 
wieder in parabolische Punkte. Doch werden hierbei vom einzelnen 
Grenzkreis nur specielle rationale Punkte der reellen Axe getroffen, 
und das Allgemeine ist, dass ein auf der reellen Axe in einem rationalen 
Punkte errichtetes Loth auf den ibrigen Grenzkreisen hyperbolische 
Punkte ausschneidet. Inzwischen ist es interessant, den Verlauf dieses 
Lothes in Figur 11 noch niher zu verfolgen, wobei wir dessen rationalen 


Fusspunkt etwa zwischen =O und f=—> gelegen denken kénnen. 


Dieses Loth wird zuniichst eine unendliche Reihe von Grenzkreisen ortho- 
gonal treffen und auf ihnen lauter parabolische Punkte ausschneiden; 


diess gilt auch noch vom Loth in € = > Sehen wir im iibrigen von 


diesem Fusspunkte ab, so werden sich die bislang durchlaufenen Grenz- 
kreise gegen einen vom Lothe durchschrittenen Grenzpunkt irgend 
welcher Art hiiufen, jenseits dessen der Verlauf des Lothes ein com- 
plicirter wird, insofern ja die nun folgenden Grenzkreise im allgemeinen 
in hyperbolischen Punkten geschnitten werden. Im Speciellen tritt es 
indess ein, dass auf’s Neue eine unendliche Reihe einander beriihrender 
Grenzkreise langs des Lothes an einander angereiht sind, von welchem 
jene alsdann isogonal durchschnitten werden; diess wird insbesondere 
der Fall sein, wenn wir von einem rationalen Punkte des Kreises um 


t= ein Loth auf die reelle Axe fallen. 


Ist das System der Grenzkreise festgelegt, so lassen sich die 
Symmetriekreise der Figur 11 leicht beschreiben, Ersichtlich giebt es 
ewei Classen von Symmetriekreisen, wobei ein solcher der ersten Classe 
jedesmal aus sechs Dreiecksseiten besteht, einer aus der zweiten Classe 
aber immer aus unendlich vielen. Die Symmetriekreise der ersten Classe 
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sind wechselweise eindeutig den Tripeln einander beriihrender Grenzkreise 
zugeordnet, nimlich als zugehdrige Orthogonalkreise; die Symmetriekreise 
der sweiten Classe sind in einer aus Fig. 11 sofort hervorgehenden Art 
wechselweise eindeutig auf die parabolischen Grenzpunkte bezogen.*) 
Die parabolischen Punkte der Gruppe erscheinen in der Gestalt 


€=—<, wo a und y ganze complexe Zahlen des quadratischen Kérpers 
von der Basis [1,7%] sind, (doch kommt natiirlich nur ein unendlich 
kleiner Theil aller méglichen rationalen Zahlen dieses Kérpers zur 
Geltung). Fiir jedes Paar von Zahlen a, y, die als relativ prim gelten 
diirfen, giebt es nun zweifach unendlich viele Lésungen der Gleichung 
ad — By=—-+ 1 in ganzen complexen Zahlen 6, 0. Fiir die Suber 
stitutionen unserer Gruppe kommen beim einzelnen Zahlenpaar a, y 
aus diesen co? Lésungen nur zwei Reihen von einfach unendlich vielen 
zur Verwendung. Um welche Lésungen es sich hierbei handelt, kénnte 
mit Hiilfe von Kettenbriichen ohne Miihe angegeben werden, wie man 
denn iiberhaupt durch Gebrauch dieses Hiilfsmittels eine vollstiindige 
arithmetische Definition unserer Gruppe leicht geben kann. Béschrinkt 


man sich auf Substitutionen erster Art, so sind die Erzeugenden der 
Gesammtgruppe: 
, a — : 
(3) e—etl, ==, eet 
Man kann demnach sagen: Die Substitutionen unserer Gruppe werden 
gerade genau von den gesammten Kettenbriichen geliefert: 
, . (—s)* ¢ 
(4) = (a+ e%) — TS all 
(a,-+-e 2) (@atest)—. fee 1)? ( yt 
~ (a,_ y+ e,_18)— — zy 
(A —ate1") (a,-Fe, i)-+(—1)%8 
wobei die a beliebige ganze positive oder negative Zahlen sind, wihrend 
die e nur die Null oder Eins bedeuten sollen. Indessen ist hiermit 
noch kein directes Kennzeichen fiir die bei den Substitutionen unserer 


Gruppe auftretenden Quadrupel ganzer complexer Zahlen a, B, y, 0 
gewonnen. — 





VII. Besprechung der Viereckgruppen mit beliebigen elliptischen 
Substitutionen. 


Sobald die vier Kreise K,,..., K, von Null verschiedene Schnitt- 
winkel mit einander bilden, ist die Frage, ob sie einen Discontinuitits- 


*) Es sei tibrigens an dieser Stelle der Definitionsweise unserer Gruppe als 
einer Polyedergruppe im hyperbolischen Raume gedacht. Discontinuitiitsbereich 
ist hier ein reguliires Tetraeder, dessen sechs Kanten die fundamentale Kugel 
der Maassbestimmung beriihren, Man vergl. hierzu den der in Rede stehenden 
Gruppe gewidmeten Aufsatz von Dyck in den Berichten der Kénigl. Siichs. 
Gesellschaft der Wissenschaften von 1883, 


Mathematische Annalen, XLIV. 388 
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2 
bereich eingrenzen, nicht mehr so leicht zu beantworten, wie in den 
bisher betrachteten Fiillen. Mégen die Kreise erstlich nach Maassgabe 
der Figur 5 zwei Kreisbogenvierecke eingrenzen, so miissen jedenfalls 


die Winkel aliquote Theile von z sein, etwa =, ++ mit ganzen 
12 


positiven Zahlen v,,,... . Fiir die Invarianten entspringen nach der 
erforderlichen Bestimmung der Vorzeichen die Angaben: 
(1) jp = cos ~,'- +s, Jat = cos =, dam tt: dag <—1, 


Vig 


wobei des Genaueren die Zahlwerthe j,,, j,, unter der angegebenen 
Grenze beliebig wihlbar sind. Unter den Bedingungen (1) bilden die 
beiden Vierecke stets den Discontinuititsbereich einer Gruppe, und es 
entspricht somit dieser Gruppe eine Bedeckung der ganzen £-Ebene mit 
zwet durch eine Grenzcurve getrennten Vierecknetzen. 

Die Entstehung der hier vorliegenden Ebenentheilung ist von der 
ebenen Figur 5 aus nicht so leicht zu tibersehen; aber der Beweis der 
eben foxmulirten Behauptung erledigt sich sofort, wenn man die 
€-Ebene auf die Kugel stereographisch projicirt und letztere als 
Fundamentalfliche einer auf das Kugelinnere bezogenen hyperbolischen 
Maassbestimmung setzt. Die den vier Kreisen K,,..., K, ent- 
sprechenden Ebenen des hyperbolischen Raumes ’grenzen hier einen 
prismatisch geformten Bereich ein; und bei fortgesetzter Spiegelung 
entspringt eine leicht iibersehbare Ausfiillung des hyperbolischen Raumes 
mit abwechselnd symmetrischen und congruenten Prismen. 

Kine ausfiihrliche Betrachtung der Grenzcurve ist hier deshalb 
unnéthig, weil sie zu keinen qualitativ neuen Ergebnissen fiihrt. Nach 
wie vor bleibt bei endlich weit getriebener Spiegelung eine Kette von 
Kreisen frei, nur dass jetzt. zwei auf einander folgende Kreise sich 
zum Theil bedecken; und bei der Darstellung der Grenzpunkte durch 
die Substitutionsketten (V, V,...) kann man von vorn herein auf die 
fiir die Substitutionen V,,..., V, identisch bestehenden Relationen: 

(V,V,)*#=1, (V,V,)*—1,... 
Bedacht nehmen. Speciell fiir das Folgende wiirde es von Interesse 
sein, fiir die zu (V, V,) und (V,V,) gehdérenden beiden Classen von 
hyperbolischen Grenzpunkten eine Untersuchung durchzubilden, welche 
an den entsprechenden obigen Entwicklungen ihr genaues Modell finden 


wiirden, unter unerheblicher Complication der Ausdriicke fiir die charak- 
teristischen Winkel u. s. w. 


Zum Schlusse gelangen wir nun noch zu besonders interessanten 
Ergebnissen, wenn wir unter Festhaltung der Bedingung j,, << — 1 
die Invariante j,, — — 1 und > — 1 werden lassen. Man muss dann 














rd 
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vor allem fordern, dass nun auch — ji, = cos = mit ganzzahligem 
18. 


positiven v,, ist. Falls diese Bedingung erfiillt ist, entspringt fiir jeden 
Werth jo4,<—1 aus V,,..., Vy eine eigentlich discontinuirliche 
Gruppe. Um aber den Discontinuitiitsbereich der Gruppe anzugeben, 
hat man eine Reihe von Mdglichkeiten zu unterscheiden. In Figur 6 
zerfallt das eine der beiden Ausgangsvierecke in zwei Dreiecke mit 
reellen Orthogonalkreisen, so dass die beiden Invarianten j, und j, 
positiv sind; dabei gehért j, zum Dreieck der Seiten K,, K,, K, 
und j, zu demjenigen von den Seiten K,, K,, K,. Allgemein hat 
man nun zu unterscheiden, ob j, bez. j, positiv, null oder negativ ist, 
und gewinnt hierbei offenbar sechs wesentlich verschiedene Combi- 
nationen. Ist j, =, so sind die drei Zahlen 1,5, v5,, v4, bekanntlich 
auf die Méglichkeiten (2, 3, 6), (2, 4, 4), (3, 3, 3) eingeschrinkt, und 
fiir j, <0 kommen die bekannten vier Zahlentripel der Gruppen der 
reguliren Kérper*); entsprechendes gilt fiir j,. Sind demnach ins- 
besondere beide Invarianten j, und j, null oder negativ, so bleibt fiir 
die fiinf Zahlen »;; nur eine sehr beschriinkte Anzahl von Méglich- 
keiten, welche man durch richtige Combination der fraglichen Dreiecks- 
gruppen zu Paaren leicht abzihlt. Sind nun beide Invarianten j, und j, 
positiv, so besteht der Discontinuititsbereich (fiir die ganze §-Ebene 
gedacht) aus dem Viereck und den beiden Dreiecken; ist eine der In- 
varianten <0, so ist das Viereck mit dem Dreieck der positiven In- 
variante zusammenzunehmen; ist keine der Invarianten j,, j, positiv, 
so bildet das Viereck allein den Discontinuititsbereich. Man hat also 
hier zuletzt die interessante Méglichkeit, dass Vierecke mit durchaus 
endlichen von O verschiedenen Winkeln zu einem die ganze Ebene 
einfach und bis auf Grenzpunkte vollstiindig bedeckenden Netze hin- 
fiihren kénnen. 

Von dem System der Grenzpunkte aber gilt das Folgende: Fiir 
jo > 9, jg > O desteht das Grenzgebilde aus wnendlich vielen Kreisen 
sammt deren Hiiufungsstellen; die Kreise bilden zwei Classen und stellen, 
sofern nicht j,, = — 1 ist, eine durchaus discontinuirliche Mannigfaltig- 
keit dar. Ist nur eine Invariante j, oder j, positiv, so besteht das 
Grenzgebilde aus einer Classe unendlich vieler Kreise und deren Héaufwngs- 
stellen, und fiir j,<0, jy <0 bdesteht das Grenzgebilde aus einem 
discontinuirlichen Punktsystem. Sobald j, (oder j,) verschwindet, tritt 
eine besonders erwihnenswerthe Classe von Grenzpunkten auf, die als 
auf Punkte zusammengezogene Kreise anzusehen sind. Man hat die 
fraglichen Punkte als elliptisch -parabolische Grenzpunkte zu bezeichnen, 
insofern sie bei unendlich vielen elliptischen und parabolischen Sub- 





*) Man sehe das Nihere in den ,,Vorlesungen tiber Modulfunctionen 
pag. 103 ff. 
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stitutionen der Gruppe an ibrer Stelle bleiben; diese Substitutionen 
bilden fiir sich eine Dreiecksgruppe derjenigen Art, bei welcher die 
Winkelsumme der Dreiecke gleich z ist. 

Die geschehenen Angaben bestiitige man nun dadurch, dass man 
sich den Spiegelungsprocess jedesmal im Einzelnen klar macht. Es 
soll dies zuvérderst fiir den durch Figur 6 veranschaulichten Fall 
jo >9, jg >O geschehen. Der die Figur umschliessende Kreis sei 
K,, rechts folge K, u.s.w.; das von K,, K,, K, eingegrenzte zu 
j, gehdrende Dreieck heisse D,, das andere Dreieck D,; aquivalente 
Kreise oder Dreiecke etc. mégen durch obere Indices unterschieden 
werden. 


Nimmt man aus Figur 6 zuvérderst K, heraus, so liegt ein Paar 
von Dreiecken D,, D, vor, auf welches man die Spiegelungen V,, 
V;, V, wiederholt ausiibe. Es entsteht.ein inneres und ein fusseres 
Dreiecknetz, durch einen Hauptkreis getrennt. Aus jedem Dreieck 
des iiusseren Netzes D,, D,’,... nehme man nun die Kreise K,, K,,... 
heraus, wihrend das innere Netz intact bleibt. Die etwa durch 


(1, 3), (1, 3)’,... zu bezeichnenden elliptischen Ecken des dusseren 

Netzes sind jeweils von 2v,, Dreiecken der Winkel =, =, = um- 
12 23 

geben, demniichst folgt eine den einzelnen Punkt (1,3),... um- 


ringende Kette von 2v,, offen bleibenden Kreisen, und hieran schliesst 
sich ein Ring von 2y,, Vierecken, aussen durch Kreise K,, K,,... 
abgeschlossen. 

Man betrachte nun einen einzelnen Ring von 2»,, Kreisen K, 
um einen Punkt (1,3) und fiille diesen Ring unter vorliufiger Ver- 
nachlissigung der Kreise K,, K,, ... durch zwei Dreiecknetze voll- 
stindig aus, wobei der Hauptkreis inmitten des Ringes verliiuft. 
Wahrend nun das neue innere Netz wieder intact bleibt, sind aus den 
Dreiecken des fusseren Netzes (soweit dieselben neu sind) die Kreise 
K,’, K,”,... herauszunehmen. Es entspringen so wiederum insel- 
artig gelegene Systeme zu 2v,, Dreiecken, umgeben durch Ringe von 
2yv,, offenen Kreisen. Jeder neue Schritt dieses Processes, der sich 
nun ohne Schwierigkeit weiter fortsetzt, liefert ein neues fertiges 
Dreiecknetz und eine Vervollstindigung des einen Vierecknetzes. 

Da die Méglichkeit, von einem einzelnen Viereck aus ein die 
ganze €-Ebene bedeckendes Netz zu gewinnen, besonderes Interesse 
hat, so ist ein hierher gehériger Fall in Figur 12 besonders erliutert. 


Es ist hierbei das Viereck mit den Winkeln > =, 5) 5 gewahlt, 


wihrend v,, = 3 ist und j,, einen nicht weiter in Betracht kommenden 
Werth < —1 hat. Die beiden zu j, und j, gehdrenden Kreisbogen- 
dreiecke sind hier Tetraederdreiecke, und wir kénnten im Sinne einer 
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gleich zu bezeichnenden Sprechweise sagen, die hier vorliegende Gruppe 
entstehe durch Composition der Tetraedergruppe mit sich selbst. 

Zum Verstindniss der Figur 12 verfolge man das in derselben 
hervortretende Ineinandergreifen von Tetraedertheilungen. Nimmt man 
namlich nach Maassgabe der letzt voraufgehenden Erérterungen vorab 








den Kreis K, fort, so erzeugen die tibrigen Kreise die fiir die Tetraeder- 
gruppe charakteristische Theilung der Ebene in 24 Dreiecke. Der 
Zusatz der Kreise K,, K,',... liefert weiter ein in Figur 12 leicht zu 
isolirendes Vierfach zusammenhiingendes Netz von 24 Vierecken. Im 
Innern jeder noch bleibenden, von drei Kreisbogen begrenzten Oeffnung 
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sieht man inmitten einen Schnittpunkt zu drei Symmetriekreisen, rings 
herum aber drei weitere solche. Um jeden dieser letzteren herum ist 
wieder nach Art der Tetraedertheilung ein Tripel von Kreisen zu legen, 
was man in Figur 12 fiir drei unter den zuniichst gebliebenen vier 
Oeffnungen noch ausgefiihrt findet. In der Oeffnung finden dann 18 
neue Vierecke Platz; aber es stellen sich zugleich drei neue analog 
gebildete Oeffnungen ein, so dass der Grad des Zusammenhanges des 
bis dahin gewonnenen Vierecknetzes um zwei Einheiten wichst. 

Geht man in dem hiermit eingeleiteten Verfahren hinreichend 
weit, so sinken die Inhalte der Oeffnungen unter jede Grenze, zu- 
gleich aber wiachst auch ihre Anzahl unbegrenzt. Man gelangt also 
hier zu ganz analogen Verhiltnissen wie im Artikel IV _betreffs 
des Grenzgebildes. Auch hier kénnte man wieder ohne besondere 
Mithe zeigen, dass das Grenzgebilde ein perfectes Punktsystem ohne 
Inhalt ist u. s. w. 

In einigen Fallen kann man sogar das hier eintretende Punkt- 
system mit dem des Artikels IV als identisch ansehen. Wenn man 
z. B. die Tetraedergruppe in der Weise mit sich componirt, dass 


die Reihenfolge der Winkel 3) >) 52 4 ist, so giebt es eine Gruppe 
von der Art des Artikels IV, welche mit der Viereckgruppe commen- 
surabel ist. In diesem Falle haben nimlich die Vierecke eine zu zwei 
Seiten (K, und K,) orthogonal verlaufende Symmetrielinie; die Ge- 
sammtheit dieser Symmetrielinien liefert dann gerade das Kreissystem 
der fraglichen Gruppe ohne elliptische und parabolische Substitutionen. 
Uebrigens kénnte man die hier vorliegende Gesammtgruppe auch durch 
Composition der Tetraeder- mit einer Diedergruppe erzeugen. 

Das eben hervorgetretene Princip der Composition zweier oder 
mehrerer Gruppen ist fiir den weiteren Ausbau der Theorie der regu- 
laren Ebenentheilungen sehr ergiebig*). Bereits bei alleiniger An- 
wendung auf die Gruppen des Tetraeders, Octaeders und Icosaeders 
entspringen durch Composition zu Paaren 27 unterschiedene Gruppen, 
bei denen jedesmal ein Vierecksnetz genau nach Art der Figur 12 die 
ganze Ebene bedeckt, Dabei handelt es sich fiir jede Combination 
noch um oo! Gruppen, insofern ja die Invariante j,, unterhalb der 
Grenze — 1 beliebig wahlbar bleibt. 

In allen besprochenen Fallen mit j,, > — 1 zeigte die regular- 
symmetrische Ebenentheilung ein eimziges Vierecksnetz, zu welchem 
eventuell noch unendlich viele Dreiecksnetze hinzutraten. Aber im 
Gegensatz zu den Gruppen mit nur einer Grenzcurve gilt hier der 
sehr wesentliche Satz, dass der von dem Vierecksnetz bedeckte Bereich 





*) Man vergl. hierzu die Auseinandersetazungen von Klein in Bd, 21 der 
Mathem. Annalen pag. 200 u. ff, 
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der Ebene wnendlich hohen Grad des Zusammenhanges hat; im Falle 
der Figur 12 hat man dabei das Grenzgebilde als nicht. zam Vierecknetz 
gehérig anzusehen. 

Es liegt dieses Sachverhiltniss auch bereits bei den Gruppen des 
Artikel IV vor; jedoch herrscht zwischen den dortigen und den jetzigen 
Gruppen ein wesentlicher Unterschied, wenn man die gruppentheoretischen 
Folgen des unendlich hohen Zusammenhanges des Netzes ziehen will. 
Kin im Vierecksnetz verlaufender geschlossener Weg, der das Grenz- 
gebilde nirgends streifen soll und also nur durch eine endliche Anzahl 
von Vierecken hindurchzieht, liefert bekanntermaassen eine von den 
erzeugenden Substitutionen identisch erfiillte Relation, und man ge- 
winnt alle derartigen Relationen von den fraglichen geschlossenen 
Wegen. Dabei darf der Weg innerhalb des einzelnen Vierecks be- 
liebig abgeaindert werden, ohne dass die Relation eine Modification 
erfahrt. 

Liegt nun irgend ein geschlossener Weg vor, so denke man sich 
das Vierecknetz (und zwar gerade nach der obigen Herstellungsart) 
soweit gebildet, dass alle vom Wege durchzogenen Vierecke gezeichnet 
sind, Das Netz hat dann endlichen Grad des Zusammenhangs, inso- 
fern nur eine endliche Reihe von Oeffnungen vorhanden ist, Man ziehe 
nun den Weg zusammen und mache sich dabei im Einzelnen deutlich, 
was es heisst, den Weg iiber eine der fraglichen Oeffnungen hinweg- 
ziehen. Es kommt das darauf hinaus, dass man in der zum Wege 
gehérenden Relation der V,,..., V, an einer gewissen Stelle die 
Combination V-!.(V,V;).V zufiigt oder wegnimmt. Verfahrt 
man aber bei einer Gruppe des Artikels IV gerade in derselben Art, 
so durchzieht der Weg nach Hinwegheben iiber eine einzelne Oeffnung 
zunichst gerade dieselben Vierseite wie vorher. Im tibrigen kommen 
wir bei Behandlung der geschlossenen Wege des Vierecknetzes auf be- 
kannte Dinge zuriick*); wir geben etwa noch unter Benutzung einer 
von Hrn. Ritter 1. c. gebrauchten Sprechweise als Resultat an, dass 
fiir j,; > — 1 neben den acht primdren Relationen: 

Vjr2<xa1,..4 Ve—=1, (VV, —l,... (VV, 1 
die eine secundére (V, V,)" — 1 besteht. 


Braunschweig, den 2. Januar 1894, 


*) Siehe die Abhandlung von E. Ritter in den Mathem, Annalen Bd, 41, 
pag. 8 oder die ,,Vorleswngen tiber Modulfunctionen‘ Bd. 1, pag. 452. 





Preisaufgabe der Firstlich Jablonowsky’schen Gesellschaft. 


(Bekannt gemacht im Jahresbericht der Gesellschaft. Leipzig, im Miirz 1894.) 


Fir das Jahr 1897. 


Die von Monge, Ampére und Darboux herriihrenden Integrations- 
methoden der partiellen Differentialgleichungen zweiter oder héherer 
Ordnung finden bekanntlich nur fiir solche Gleichungen Anwendung, 
die mit anderen Gleichungen Liésungen gemein haben, welche nicht 
nur von arbitriren Constanten abhingen. Es geht andererseits aus 
Lie’s Untersuchungen tiber unendliche Gruppen hervor, dass Gleichungen, 
die eine wnendliche Gruppe von Beriihrungstransformationen gestatten, 
im Allgemeinen zu anderen Gleichungen in der soeben besprochenen 
Beziehung (Involutionsbeziehung) stehen.*) Die Gesellschaft wiinscht 


dass die aus dieser Bemerkung fliessenden Integrationsmethoden 
entwickelt und an moglichst instructiven und vollstdndig durch- 
gefiihrten Beispielen illustrirt werden. 

Preis 1000 Mark. 


Die anonym einzureichenden Bewerbungsschriften sind, wo nicht 
die Gesellschaft im besonderen Falle ausdriicklich den Gebrauch einer 
andern Sprache -gestattet, in deutscher, lateinischer oder franzisischer 
Sprache zu verfassen, miissen deutlich geschrieben und paginirt, ferner 
mit einem Motto versehen und von einem versiegelten Umschlage be- 
gleitet sein, welcher auf der Aussenseite das Motto der Arbeit trigt, 
inwendig den Namen und Wohnort des Verfassers angiebt. Jede Be- 
werbungsschrift muss auf dem Titelblatte die Angabe einer Adresse 
enthalten, an welche die Arbeit fiir den Fall, dass sie nicht preis- 
wiirdig befunden wird, zuriickzusenden ist. Die Zeit der Einsendung 
endet mit dem 30. November des angegebenen Jahres, und die Zusendung 
ist an den Sekretir der Gesellschaft zu richten. Die Resultate der 
Priifung der eingegangenen Schriften werden durch die Leipziger Zeitung 
im Marz oder April des folgenden Jahres bekannt gemacht. Die ge- 
krénten Bewerbungsschriften werden Eigenthum der Gesellschaft. 


*) Vergl. Darboux, Journal de l’école normale 1870. — Lie, Berichte der 
Kgl. Sachs. Ges. der Wissensch., 1891—94. 
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Vorwort des [Herausgebers. 


Mit dem vorliegenden vierten Bande findet das Gesammtwerk von 
Gustav Kirchhoff iiber mathematische Physik seinen Abschluss. 
Derselbe 
ewigte tiber die Lehre von der Wiirme, zuletzt in den Sommer- 


semestern 1876, 1878, 1880, 1882 und 1884 an der Berliner Universitiit= 


iebt den Inhalt der Vorlesungen wieder, welche der Ver- 


oO} 


gehalten hat, auf Grund des von ihm selber verfassten und redigirten 
Collegienheftes. Zum unmittelbaren Abdruck war dieses allerdings 
ebensowenig geeignet wie die bisher herausgegebenen Hefte, da seine 
einzelnen Theile verschiedenartigen Umarbeitungen iilterer Darstellungen 
entstammen und daher nicht immer in unmittelbarem Zusammenhang 
miteinander stehen. Manches ist auch in doppelter Redaktion vor- 
handen, so dass nur die neueste Fassung beriicksichtigt werden konnte. 
Dennoch liess sich die Herausgabe ganz nach denselben Grundsiitzen 
bewirken, die beim dritten Bande fiir mich massgebend waren; indem 
die vorgenommenen Aenderungen sich 2usschliesslich auf die formelle 
Seite zu erstrecken brauchten, so auf die redaktionelle Vervollstiin- 
digung einzelner Siitze, die Durehfiihrung einer einheitlichen Be- 
zeichnune, die Verbesserunge einiger weniger Schreibfehler. An 
Stellen, wo sich im Zusammenhang eine, tibrigens stets nur unbe- 
deutende Lticke zeigte, konnte dieselbe leicht aus den Zuhérerheften 
ergiinzt werden, die mir auch fiir diesen Band von einigen wiszen- 
schaftlichen Bekannten in dankenswerther Weise zur Verfiigung ge- 
stellt waren. 

Alle Bemerkungen, die ich im Interesse des leichteren Verstiind- 
nisses fiir nothwendig oder wiinschenswerth hielt, und die mir die 
bekannte gedriingte Darstellungsweise des Verfassers verhiltnissmiissig 
hiiufig nahelegte, habe ich wieder in besondere Anmerkungen ver- 
wiesen, da ich hoffte, dem Bediirfniss des Lesers, wenn auch gewiss 
nicht allenthalben, so doch wenigstens in einigen Punkten damit ent- 
gegenkommen zu kénnen. Wihrend ich mich so in Bezug auf die 
Form und den Zusammenhang des Vorgetragenen in allen Stiicken 
als verantwortlich betrachte und jederzeit gern bereit sein werde, 
iiber jede EKinzelheit der mitunter schwierigen Kntwicklungen nach 
besten Kriiften Rechenschaft zu geben, habe ich dagegen nach der 
materiellen Seite hin jeden Versuch einer Erweiterung grundsiitzlich 





IV Vorwort des Herausgebers. 
vermieden, weil dadurch das Werk in seiner Bedeutung geindert ve 
fs a : é s : ee Fiin 
worden wire. So wie dasselbe sich hier darstellt, kann es als ein 
eetreues Abbild der von dem Verfasser wirklich gehaltenen Vortrige 
gelten, und dadurch die durch seinen vorzeitigen Tod in dem grossen 
Werke seines wissenschaftlichen Lebens geschaffene Liicke, welche 
unausfiillbar ist, hoffentlich einigermassen iiberdecken helfen. See 
Bei der Herstellung des druckfertigen Manuscripts und des In- 
haltsverzeichnisses, insbesondere auch bei der Controllirung und Er 
ginzung der Citate, sowie spiiter bei der Correktur hat mich Herr 
Dr. Eugen Réber in dankenswerther Weise unterstiitzt. 
Berlin, im December 1893, 
Max Planck. 
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Beitrige zu einzelnen Theilen der mathematischen 
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Neumann, Dr. Franz, Prof. der Physik und Mineralogie an der 
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der magnetischen Induktion. [VIII u. 116 8] gr. 8. 1881. geh. 

n. M. 3.60. 

Il. Heft: Einleitung in die theoretische Physik. 

Herausgegeben von Dr. C. Pape, Professor der Physik an der 

Universitat zu Kénigsberg. Mit in den Text gedruckten Figuren. 

[X u. 291 8.] gr. 8. 1883. geh. n. A. 8.— 





Ill. Heft: Vorlesungen iiber elektrische 
Stréme. Herausgegeben von Dr. K. Von der Miihll, ausserordentl. 
Professor an der Universitit Leipzig. Mit in den Text gedruckten 
Figuren. [X u. 310 8.] gr. 8. 1884. geh. n. &M, 9.60. 
IV. Heft: Vorlesungen iiber theoretische 
Optik. Herausgegeben von Dr. E. Dorn, Professor der Physik 
an der technischen Hochschule zu Darmstadt. Mit Figuren im 
Text (und einem Bildnis Neumanns in Lichtdruck). [VIII u. 310 8.] 
gr. 8. 1885. geh. n. MA. 9.60. 

V. Heft: Vorlesungen iiber die Theorie der 
Elasticitit der festen Kérper u. des Lichtithers. Heraus- 
gegeben von Dr. Oskar Emil Meyer, Prof. der Physik an der Univer- 
sitiit Breslau. [XIV u. 374 S.] gr. 8. 1885. geh. n. M&M 11.60. 














VI. Heft: Vorlesungen tiber die Theorie des Po- 
tentials und derKugelfunktionen. Herausgegeben von Dr. Carl 
Neumann, ord. Professor der Mathematik an der Universitit Leipzig. 
Mit Figuren im Text. [XVI u. 364 S.] gr. 8. 1887. geh. n. & 12.— 





Vil. Heft: Vorlesungen iiber die Theorie der 
Capillaritiit. Herausgegeben von Dr. A. Wangerin, Professor 
der Mathematik an der Universitit Halle a. 8. [X u. 2345.] gr. 8. 
1894. geh. n. A 8.— 

Planck, Max, Professor an der Universitit zu Kiel, das Princip der 
Erhaltung der Energie. Von der philosophischen Facultiit Géttingen 
preisgekrént. [XIJI u.2478.] gr. 8. 1887. geh. n. A. 6.— 

Pockels, Friedrich, tiber die partielle Differentialgleichung 

Au + ik*u = 0 und deren Auftreten in der mathematischen 
Physik. Mit eimem Vorwort von Felix Klein. Mit Figuren im 
Text. [XII u. 339 SJ] gr. 8. 1891. geh. n. MA 8.— 

Tumlirz, Dr. 0., Privatdocent der Physik an der deutschen Universitit in 
Prag, die electromagnetische Theorie des Lichtes. [VIII u. 
158 S. mit inden Text gedrucktenFiguren.| gr.8. 1883. geh.n. 3.60. 

Volkmann, P., aufserordentl. Professor der theoretischen Physik an 
der Universitit Kénigsberg i/Pr., Vorlesungen tiber die Theorie 
des Lichtes. Unter Riicksicht auf die elastische und die elektro- 
magnetische Anschauung. Mit in den Text gedruckten Figuren. 
[XVI u. 432 S.] gr. 8. 1891. geh. n. A, 11.20. 
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Diese in 2monatlichen Zwischenriumen verdffentlichten Mit- 
teilungen, die unentgeltlich in allen Sortimentsbuchhand- 
lungen sowie auch von der Verlagsbuchhandlung zu haben 
Sind, sollen das Publikum von den erschienenen, unter der 
Presse befindlichen und vorbereiteten Unternehmungen des 
Teubnerschen Verlags in Kenntnis setzen. 


Erste Abteilung. 


Anzeigen tiber kiinftig erscheinende Bicher. 


I. Philologie und Altertumswissenschaft. 


Kleine Schriften von Alfred von Gutschmid. Herausgegeben 
vou Franz Rint. In 5, auch einzein kiuflichen Binden. 
Finfter Band: Schriften zur rémischen und mittelalter- 
lichen Geschichte und Literatur. gr. 8. geh. (Siehe 
auch §. 52.) 


Dieser fiinfte und letzte Band von Gutschmids kleinen Schriften 
enthilt eine Anzahl seiner bekanntesten und geschiitztesten Arbeiten, 
wie die beriihmte Abhandlung iiber die Grenze zwischen Altertum und 
Mittelalter und die Studien iiber Jordanis, sowie einige andere, fiir, den 
Verfasser sehr charakteristische, welche anonym erschienen sind und als 
Arbeiten Gutschmids nicht bekannt waren. Dazu gesellen sich ein paar 
ziemlich umfangreiche Abhandlungen, welche bisher tiberhaupt nicht ver- 
dffentlicht worden waren. Die wichtigste darunter ist die eingehende 
Untersuchung iiber die Quellen der beiden ersten Biicher des Pompejus 
Trogus, welche, von grofsen und weiten Gesichtspunkten ausgehend, auch 
tiber eine Reihe von Fragen Licht verbreitet, deren Erérterung nicht 
unbedingt zum Thema gehdrt. Die Aufsitze iiber die Weltkarte und 
Chorographie des Augustus und den dAiaueguomds tis yijs, welche so 
wesentlich zur Aufkliirung dieser Dinge beigetragen haben, waren aus 
Studien herausgewachsen und herausgehoben, welche einen viel weiteren 
Rahmen umspannten, an deren Verdffentlichung aber der Verfasser aus 
tiufseren Griinden zur Zeit, da er sie abschlofs, nicht hatte denken kinnen. 
Es wire wiinschenswert gewesen, sie jetzt endlich in ihrem vollen Umfange 
und ihrem urspriinglichen Zusammenhange dem gelehrten Publikum vor- 
zulegen. Alle Versuche aber, in den Besitz der Handschrift zu gelangen, 
schlugen zuniichst fehl, so dafs dem Herausgeber nichts iibrig Blieb, als 
die Aufsiitze aus dem Rheinischen Museum wieder abzudrucken. Erst als 
das liingst geschehen war, wurde ihm die ganze Abhandlung ,,iiber den 

1894, Nr. 2/3. 
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Avopeguopog tijg yijg und andere Bearbeitungen der Mosaischen Vélker- 
tafel* zugiinglich, und so mufsten die bisher noch nicht verdffentlichten 
Teile gesondert zum Abdruck kommen. Denn so mannigfaltiger Be- 
richtigung diese Untersuchungen nach so vielen Jahren auch bediirftig 
sind, so enthalten sie doch noch immer genug des Wertvollen und 
Wichtigen, das untergehen zu lassen nicht erlaubt schien. Sie mufsten 
indessen, wie die Geschichte von Pontos im dritten Bande der Sammlung, 
wesentlich in derselben Form bleiben, wie sie der Verfasser seiner Zeit 
niedergeschrieben, da kein Fremder eine vollstiindige Umarbeitung nach 
dem heutigen Stande der Wissenschaft zu unternehmen wagen durfte. 
Auch aus den Vorlesungen Gutschmids iiber rémische Historiographie, 
iiber rémische Kaisergeschichte und tiber Ammianus Marcellinus enthilt 
dieser Band einige Proben, von denen sich hoffen lifst, dafs sie will- 
kommen sein werden. Hervorzuheben sind daraus namentlich die Er- 
érterungen tiber die Okonomie des Cassius Dio. Beigegeben werden 
soll eine kurze Biographie Gutschmids und ein vollstiindiges Verzeichnis 
seiner Schriften. 


Der Inhalt dieses Bandes ist folgender: I. Neue Biicher iiber 
rémische Geschichte. II. Herrn Stahrs Kleopatra. III. Die beiden ersten 
Biicber des Pompejus Trogus (ungedruckt). IV. Trogus und Timagenes. 
V. Das Original der Ravennatischen Kosmographie. VI. Uber Miillenhoffs 
»Weltkarte und Chorographie des Kaiser Augustus“, VII. Zur Kritik des 
Avapeoiouds tig yijg. VIII. Valerius de vita Caesaris. [X. Zum Kaiser- 
verzeichnis des Polemius Silvius. X. Bernays iiber die Chronik des 
Sulpicius Severus, XI. Zu Jordanis. XII. Rezensionen und Anzeigen zur 
rémischen Geschichte und Litteratur. XIII. Die Grenze zwischen Altertum 
und Mittelalter. XiV. Uber Ursprung und Abfassungszeit der Kosmogra- 
phie des Ethicus (ungedruckt). XV. Zur Geschichte Griechenlands im Mittel- 
alter. XVI. Kritik der polnischen Urgeschichte des Vincentius Kadtubek, 
XVII. Rezensionen und Anzeigen zur Geschichte des Mittelalters. 
XVIII. Aus Vorlesungen iiber die Geschichte der rémischen Historio- 
graphie a XIX. Aus Vorlesungen iiber die Geschichte der 
rémischen Kaiserzeit (ungedruckt), XX. Ammianus Marcellinus (un- 
gedruckt). XXI. Uber den Areueguopds tijg yij¢ und andere Bearbeitungen 
der Mosaischen Vélkertafel (ungedruckt). 


Jahrbiicher fiir classische Philologie. Herausgegeben von 
AurreD Fieckeisen. XXI. Supplementband. gr. 8. geh. 


Dieser Band wird ferner u. a. aufser den schon friiher (Mitt. 1893 
Nr. 5/6) angezeigten Abhandlungen von Gercke und Hausrath folgende 
Abhandlungen enthalten, die auch einzeln’ zu haben sind: 


Boll, Franz, Studien tiber Claudius Ptolemaeus. Ein Bei- 
trag zur Geschichte der griechischen Philosophie und Astrologie. 


Diese Studien erértern hauptsiichlich zwei bisher wenig beachtete 
Seiten der wissenschaftlichen Thitigkeit des Ptolemaeus, seine Beschiif- 
tigung mit der Philosophie und mit der Astrologie. Kine Einleitung 
handelt iiber die griechischen und arabischen Quellen fiir das Leben des 
Ptolemaeus. Der erste Abschnitt betrachtet den Ptolemaeus als Philo- 
sophen nach der Vorrede zum Almagest, der Schrift wee) xgutyeiov nab 
Hyeuovixod und der Harmonik und kommt zu dem Ergebnis, dafs er als 
ein Eklektiker mit peripatetischer Grundrichtung anzusehen ist. Der 
zweite Abschnitt untersucht die im Altertum nie angefochtene, in der 
neueren Zeit seit den Arabern oftmals bestrittene Echtheit der astro- 
logischen Schriften des Ptolemaeus; sachliche und sprachliche Griinde 
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ergeben die Echtheit der Tetrabiblos, die Unechtheit des xaemdg. Eine 
eingehende Untersuchung iiber die zwei ersten Kapitel der Tetrabiblos, 
in denen Miglichkeit und Nutzen der Astrologie verteidigt wird, zeigt 
starke, jedoch nicht unselbstiindige Beniitzung des Posidonius. Der 
dritte Abschnitt handelt tiber die Vélkercharakteristik im 1. und 
2. Kapitel des 2. Buches der Tetrabiblos. Es wird gezeigt, dafs diese 
astrologisch begriindete Ethnographie als Antwort auf das Argument 
von den Vdlkersitten entstanden ist, mit dem Karneades die Astrologie 
bekiimpft hat. Durch eine Quellenuntersuchung zu diesen Kapiteln der 
Tetrabiblos und zu dem Gedicht des sogen. Manilius versucht Verf. 
nachzuweisen, dafs der Gedanke einer astrologischen Ethnographie von 
Posidonius stammt, Ein Exkurs handelt iiber die Entstehungszeit der 
coteoloyotueve: des Petosiris und Nechepso, 
Miinchen, Dezember 1893. F. Boll. 
Hertz, Martinus, supplementum apparatus Gelliani, 

Mehr als ich geglaubt habe annehmen zu diirfen, hat sich heraus- 
gestellt, dafs meine Angaben iiber die Abweichungen der handschriftlichen 
Lesarten der Noctes Atticae des Gellius in meiner Ausgabe (Berlin 1883; 
1885) nicht tiberall genau sind, vornehmlich durch unrichtige Bezeichnung 
der Handschriften. Diese ist teils dadurch veranlafst, dafs sie in meinen 
Aufzeichnungen zum Teil nicht durch bestimmte Zeichen, sondern nur 
durch verschiedene Farben bezeichnet waren, teils dadurch, dafs in dem 
Streben nach einem endlichen Abschlusse der langjihrigen Arbeit ich 
in allzugrofsem Vertrauen auf meine Sorgfalt und Genauigkeit eine 
nochmalige Revision des Materials vorzunehmen unterlassen habe. Diese 
Versehen sind hier durch eine erneute Durchsicht desselben verbessert 
worden, die Herr Dr. phil. Friedrich Kuhn auf meine Veranlassung mit 
der grifsesten Genuuigkeit ausgefiihrt hat. Der Text des Gellius selbst 
bleibt dabei fast véllig unberiihrt; die wenigen Stellen, wo ein Zweife! 
in dieser Hinsicht erhoben werden kann, sind von ihm mit einem 
Sternchen bezeichnet worden. 

Breslau. M. Hertz. 


Anthologia Graeca Epigrammatum Palatina cum Planudea 
edidit H. Sraprmiituer. 8. geh. [Bibliotheca Teubneriana. | 
(Siehe auch 8S. 54.) 


Die Griinde, die eine neue Ausgabe der griechischen Anthologie 
als wiinschenswert, ja als Bediirfnis erscheinen lassen, sind bekannt; 
den jetzigen Anforderungen kann Jacobs’ Anthologie, so unvergessen 
ihr Verdienst bleiben wird, nicht mehr geniigen, noch weniger die 
Pariser Ausgabe. Die nun begonnene Anthologie basiert auf neuen 
Kollationen der wichtigeren Textquellen; sie enthilt im wesentlichen 
eine Vereinigung der palatimschen und der planudeischen Anthologie. 
Von neuem ist die Pfilzer Handschrift verglichen, der Palatinus 23, 
der von Saimasius’ Zeiten an unablissig gepriesen wird, aber weder im 
Ganzen noch im Einzelnen gekannt ist; von den Apographa sind einzelne, 
in denen sich brauchbare, teilweise unbekannte Randbemerkungen finden, 
gleichfalls von dem Herausgeber durchgesehen. Von grifster Wichtig- 
keit nichst der Pfalzer Handschrift ist der Marcianus 421i; dieses Auto- 
graphon des Planudes, das der Herausgeher neben dem Palatinus 
kollationieren konnte, giebt manchen Aufschlifs ‘iber Ursprung und 
Komposition der planudeischen Anthologie, dazu einen Epigrammentext, 
welcher mit dem der Planudesausgaben stellenweise wenig iiberein- 
stimmt, dfter dagegen in tiberraschender Weise mit der palatinischen 
Uberlieferung. Die handschriftlichen Mitteilungen tiber kleinere Epi- 
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grammensammlungen (z. B. die Euphemiana, die in zwei Handschriften 
mit dieser verbundene Sylloge, die des Par. 352) stammen meistens auch 
aus neuen, eigenen Kollationen des Herausgebers; fiir die Anthologie- 
citate des Suidas ist der Codex Vossianus von demselben verglichen, fiir 
die Epigramme bei Laert. Diog. der wichtige cod. Burbonicus 253. 


Der dem Texte beigefiigte kritische Kommentar ist knapp ge- 
halten, doch derart, dafs er das handschriftliche Material vollstiindig 
bietet, die Ergebnisse der ilteren und jiingeren textkritischen Studien 
verzeichnet, erklirende Noten und Parallelen, wenn sie fiir kritische 
Zwecke erforderlich scheinen, nicht véllig ausschliefst. Auch werden, 
so weit dies médglich, die in die Kephalassammlung aufgenommenen 
Fragmente des Meleagrischen und Philippischen Kranzes, des Kyklos, 
der Sammlung Diogenians bezeichnet, aus anderen Griinden und um 
die auf Autorfragen beziiglichen Forschungen zu erleichtern. Den ein- 
zelnen Banden gehen kurze orientierende Bemerkungen voran; die 
eigentliche Praefatio folgt erst im dritten Band mit den epideiktischen 
Epigrammen. Der erste Anthologieband enthilt die 6 ersten Biicher 
der palatinischen Anthologie, hiermit also die 3 letzten Planudesbiicher; 
fiir den zweiten Band sind die sepulcralia bestimmt. 


Choricii Gazaei orationes recensuit Richardus Foerster. 8. geh. 
[Bibliotheca Teubneriana. | 


Die Reden des Choricius, des Hauptvertreters der Schule von Gaza, 
liegen in der einzigen, durch Boissonade, Paris 1846 besorgten, Ausgabe 
bei weitem nicht vollstiindig, aber auch nicht in der Gestalt vor, welche 
sie in der besten und fiir einen grofsen Teil einzigen Handschrift haben. 
Es ist dies der Codex Matritensis N 101. Durch ihn allein ist das Corpus 
der Reden auf uns gekommen. Nur eine im Mittelalter aus diesem Corpus 
gemachte Auswahl von vier Reden, umfassend die Lobrede auf Summus, 
die Leichenreden auf Procop und Maria, die Mutter der Bischéfe Marcion 
und Anastasius, und den tveavvoxtdvos, liegt uns in drei anderen Hand- 
schriften, dem Codex Athous Laurae 123 Q, dem Riccardianus 12 und dem 
Parisinus gr. 2967, eine wieder aus dieser gemachte Auswahl der beiden 
ersten Reden nur in einer Handschrift, dem Codex Vaticanus 938 vor. 
Alle iibrigen Handschriften sind aus der Madrider oder der letztgenannten 
vatikanischen abgeschrieben. Ich habe die Madrider Handschrift fiir die 
wenigen Reden, welche Boissonade nach einer Abschrift von Miller, sowie 
Graux in der Revue de philologie N. 8. 1877 aus ihr herausgegeben hatten, 
neu verglichen, alles iibrige abgeschrieben und teilweis in Zeitschriften 
oder Indices lectionum von Breslau verdffentlicht, Kollationen der drei 
Handschriften des Athos, der Riccardiana und der Pariser National- 
bibliothek, aus welchen sich das Archetypon der Auswahl herstellen lifst, 
durch die Herren Dr. Otto Kern, Dr. Consbruch, Alfred Jacob und Lebégue, 
die Lesarten aus dem Florilegium des Georgides, welches oft auf Choricius 
Bezug nimmt, durch Herrn Professor Heinrich Schenk! erhalten. 


Die kleinen Stiicke, welche von A. Mai und danach von Boissonade 
unter dem Namen des Choricius aus dem Codex Vaticanus 1898 heraus- 
gegeben worden sind, sollen auf Grund einer neuen Vergleichung der 
Handschrift, welche ich Herrn Dr. Kroll verdanke, beigegeben werden, 
obwehl sie wahrscheinlich nicht von Choricius, sondern von seinem Lehrer 
Procop verfafst sind. Dagegen sind der IJéteoxdog und der matdoxtévos 
dem Choricius zu belassen und werden in dieser, nicht in der ebenfalls 
zum Druck vorbereiteten Ausgabe des Libanius ihren Platz finden. 


Breslau, den 9. November 1893. R. Foerster. 
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Herondae mimiambi. Accedunt Phoenicis coronistae, Mattii 
mimiamborum fragmenta, Iterum edidit Orro Crusius. 8. geh. 
[Bibliotheca Teubneriana.} (Siehe auch 8. 54.) 


Die Gesamteinrichtung der Ausgabe mit ihrem umf inglicheren 
Apparat, die sich mir und andern in der Praxis bewihrt hat, ist in der 
neuen Bearbeitung beibehalten. In einigen wesentlichen Stiicken konnte 
aber das Biichlein, trotz der kurzen Frist, die zwischen der zweiten und 
ersten Bearbeitung liegt, nicht unerheblich umgestaltet werden. Die 
Uberlieferung des “Papyrus wurde durchweg nochmal bis ins Einzelnsta 
hinein nachgepriift; forderlich waren dabei besonders die neuen Lesungen 
von F. Blafs; auch stellte H. Diels dem Herausgeber freundlichst einige 
Notizen nach dem Original zur Verfiigung. Ebenso wurden die testi- 
monia aus den lexikographischen und grammatischen Schriften der 
Alten vielfach bereichert. In der ersten Auflage liefs der Herausgeber, 
da ihm diese Fragen noch nicht spruchreif schienen, den Dialekt ‘Vollig 
ungeregelt, was zu wunderlichen Mifsdeutungen Anlafs gegeben hat; 
zweifellose Verderbnisse der Art sind jetzt, vor allem im Anschlufs an 
die sorgfiltigen Untersuchungen von R. Meister, beseitigt. Am meisten 
geférdert sind die fragmeéntarischen Partieen. Auf Grund der Ergiinzungen 
der ersten Ausgabe ist vom Hgb. wie von andern Gelehrten vielfach 
Besseres und an einigen friiher aufgegebenen Punkten Neues gefunden 
worden, Die von manchen Kritikern beanstandeten supplementa incerta 
haben sich entschieden als niitzlich erwiesen. Doch sind in der neuen 
Ausgabe, um Mifsverstiindnisse zu verhiiten, alle nicht ganz sichern 
Erginzungen durch kleineren Druck gekennzeichnet. In der Wert- 
schiitzung der Hiinde und Korrekturen des Papyrus hat der Hgb. seinen 
Standpunkt nicht geiindert. F. Blafs hat zwar Einspruch dagegen er- 
hoben und H. Weil und andere haben sich ihm angeschlossen. Der 
Hgb. meint aber nach wie vor, dafs gerade seine Forderung, méglichst 
auf die erste Lesung zuriickzugehen, gegeniiber der in allen friiheren 
Ausgaben iiblichen Bevorzugung der Korrekturen einen entschiedenen 
Fortschritt bezeichnet. 

Die Indices nominum sind in der alten Anordnung heriibergenommen. 
Der Index locutionum ist von einem Horer des Herausgebers, R,. Herzog, 
neu bearbeitet und zu einem vollstiindigen Lexikon des sermo mimicus 
erweitert. 

Tibingen. 0. Cr. 


Homers Ilias. Fiir den Schulgebrauch erklirt von Karl 
Frrepricu Ames, weil. Professor und Prorektor am Gymnasium 
zu Mtihlhausen in Thiiringen. I. Band. I. Heft. Gesang I—III. 
Finfte berichtigte Auflage. Besorgt von Dr. C. Henrze, 
Professor am Gymnasium zu Gittingen. gr. 8. geh. [Zur 
Sammlung von Schulausgaben mit deutschen Anmerkungen.] 
(Siehe auch 8S. 55.) 

Es lag nicht in der Absicht des Herausgebers, die im Ganzen 
bewihrte Einrichtung dieser Ausgabe im wesentlichen umzugestalten, 
obwohl durch die allzu langsame Erneuerung der den einzelnen Heften 
beigegebenen Anhiinge ein Hauptzweck derselben, iiber die neuere 
Litteratur zu orientieren, vereitelt wird und in dieser Beziehung vielleicht 
eine Anderung demniichst sich empfiehlt. Dagegen weist die neue Auf- 
lage, verglichen mit der vorhergehenden, zahlreiche Verinderungen und 
Bereicherungen auf, weniger in der Gestaltung des Textes, welcher nur 
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an wenigen Stellen auf Grund der neuen kritischen Ausgaben von Cauer 
und Rzach geindert ist, als in den erkliirenden Anmerkungen. Was 
hier die neue Auflage der in den letzten zehn Jahren erschienenen Homer- 
litteratur, den neuen Ausgaben von Leaf und Stier, sowie den gréfseren 
Werken und Einzelschriften iiber die homerischen Altertiimer und zur 
Sprache, Kritik und Erklirung verdankt, dariiber wird der hoffentlich 
in nicht zu ferner Zeit neu aufzulegende Anhang genauere Auskunft geben. 
Gottingen. C. Hentze. 
Des Q. Horatius Flaccus Satiren und Episteln. Fiir den 
Schulgebranch erklirt von G. T. A. Kriicer und G. Kricer, 
I. Biindchen. Satiren. Dreizehnte, umgearbeitete Auf- 
lage. gr. 8. geh. [Zur Sammlung von Schulausgaben mit 
deutschen Anmerkungen.] (Siehe auch S. 55.) 

Nach Quintil. instit. orat., 10, 4, 1 erstreckt sich die emendatio auf 
das adicere, detrahere, mutare. Dieser dreifachen Aufgabe habe ich ge- 
glaubt bei Fertigstellung der vorliegenden Auflage im Interesse sowohl 
des Schulgebrauchs, wie des wissenschaftlichen Charakters dieser Ausgabe 
in umfassenderem Mafse mich unterziehen zu sollen, als seit dem Er- 
scheinen der zuerst yon mir besorgten achten Auflage (1876) meinerseits 
geschehen war. 

Der Revision des Textes liegt die von Martin Hertz bearbeitete, 
in meisterhafter Weise ‘apparatu critico selecto’ ausgestattete Ausgabe 
(Berolini, 1892) zu Grunde. Bei der an nicht wenigen Stellen erfolgten 
Neugestaltung des Kommentars dagegen habe ich neben der lingst 
als mustergiiltig anerkannten Ausgabe meines zu friih dahingeschiedenen 
einstigen collega loachimicus und Freundes Adolf Kiefsling (Berlin, 
1886) die keinen geringeren Fortschritt auf dem Gebiete der Horaz- 
forschung bezeichnenden Ausgaben von Lucian Miiller (Wien, 1891) 
und W. Mewes (‘editio quarta maior emendata et aucta’ der Orellischen 
Ausgabe, Berolini, 1892) in besonderem Grade beriicksichtigt. Der 
*‘Anhang’ endlich ist im Interesse seiner praktischen Brauchbarkeit, 
zugleich in Riicksicht auf beziigliche Wiinsche mehrerer Rezensenten 
friiherer Auflagen, wesentlich umgearbeitet, bezw. durch Streichungen 
verkiirzt oder — unter Beriicksichtigung der neueren Horaz-Litteratur — 
durch Zusitze erweitert, unter Festhaltung jedoch seines bisherigen 
Zwecks (vgl. Vorrede zur achten Auflage). x. K. 
Ausgewahlte Briefe des jiingeren Plinius. Fiir den Schul- 

gebrauch erklirt von A. Kreuser. gr. 8. geh. [Zur Sammlung 
von Schulausgaben mit deutschen Anmerkungen. | 

Infolge der Beachtung, die den Briefen des jiingeren Plinius in 
England, Frankreich und Holland zu teil wird und eine Reihe von 
Schulausgaben in englischer und franzisischer Sprache hervorgerufen 
hat, sind auch bei uns in letzter Zeit mehrmals Stimmen laut geworden, 
die fiir unsere Gymnasien die Lektiire der plinianischen Briefe empfehlen. 
Zunichst wird durch die Bekanntschaft mit der Sprache des Plinius 
den Schiilern die Lektiire des Tacitus erleichtert. Sodann gewihren 
die Briefe einen wertvollen Einblick in die politischen Verhiltnisse ihrer 
Zeit, durch sie erhalten wir eine Vorstellung von der rémischen Pro- 
vinzialverwaltung, Auskunft iiber das Verfahren gegen die ersten 
Christen, mancherlei Aufschliisse tiber das Privatleben, litterarische 
Mitteilungen und sonst interessante Nachrichten, z. B. die Beschreibung 
des Vesuvausbruches im Jahre 79 n. Chr. 

Die angekiindigte Sammlung hat aus der grofsen Zahl der Briefe 
diejenigen ausgewihlt, welche sich zur Lektiire fiir den Schiiler am 
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besten eignen. Die Anmerkungen richten ihr Augenmerk auf den Ge- 
dankenzusammenhang sowie auf grammatische Schwierigkeiten, und be- 
sonders geben sie Sacherklirungen. Die auffallendsten Erscheinungen des 
plinianischen Sprachgebrauches werden in kurzer Ubersicht besprochen. 
Ein Namensverzeichnis giebt die notwendigste Auskunft tiber die zahl- 
reichen in den Briefen erwihnten Personen. 


Sophokles. Fiir den Schulgebrauch erklirt von Gustav Wolff. 
I. Teil. Elektra. Vierte Auflage. Bearbeitet von Lupwie 
BELLERMANN. gr. 8. geh. [Zur Sammlung von Schu'ausgaben 
mit deutschen Anmerkungen.] (Siehe auch S. 55.) 


Auch in dieser vierten Auflage sind die Grundsiitze der Be- 
arbeitung und die tufsere Einrichtung des Buches durchaus dieselben 
geblieben. Das richtige Lesen der lyrischen Teile habe ich wie bisher 
im Drucke des Textes dadurch erleichtert, dafs die mit Arsis anlautenden 
Verse durchweg eingeriickt sind und soweit irgend miéglich Strophe und 
Gegenstrophe zu bequemem Uberblick einander gegentiberstehen. Man 
kann es nur bedauern, wenn mehrfach in neueren Ausgaben der Uberblick 
iiber den kunstmiifsig gegliederten Bau der lyrischen Partien so erschwert 
wird, dafs man nicht einmal die Abteilung der Strophen dem Auge 
bemerkbar macht, ein Verfahren, gegen welches sich H. Schmidt im 
Vorwort zum zweiten Bande der ,,Kunstformen* mit Recht lebhaft 
ausgesprochen hat. 


Berlin. Ludwig Bellermann. 


Thukydides. Fir den Schulgebrauch erklaért von Gottfried 
Borume. In 9 Bindchen. I. Baindchen: Buch I. II. Bindchen: 
Buch II. Sechste, giinzlich umgearbeitete Auflage, besorgt 
von Simon Wipmann. gr, 8. geh. [Zur Sammlung von Schul- 
ausgaben mit deutschen Anmerkungen.] (Siehe auch 8S. 55.) 


Je weniger achtungsvolle Scheu vor der Uberlieferung heutzutage 
ein Teil der Forscher bekundet, um so mehr Anspruch auf Schutz hat 
diese. r& dxdeyorra omfeiv, so lange als miglich, ist der Wahlspruch 
des Bearbeiters der neuen Auflage. Wer diese in die Hand nimmt in 
der Erwartung, einen gegen die letzte Auflage oder die friiheren Auf- 
lagen tiberhaupt stark abweichenden Text zu finden, diirfte sich bald 
enttiiuscht sehen. Ein Gegengewicht gegen die Neigung, die Hand durch 
augenblickliche Einfille lenken zu lassen, bildet der Grundsatz, vor dem 
Schnitt gelinde Mittel zur Heilung zu versuchen, vor der Korrektur die 
Erklirung. Auf diese ist daher das Hauptgewicht gelegt. Der Kommen- 
tar hat, wie der Lehrer, der Studierende und der Schiiler es willkommen 
heifsen wird, eine bedeutende Anderung und Erweiterung erfahren, 
hoffentlich«eine wirkliche Bereicherung und Besserung zum Vorteile der 
altbewihrten Ausgabe. 


Gleichzeitig mit dem nunmehr getrennten BuchI und II erscheinen 
auch Buch III—VIII jedes fiir sich als ein besonderes Biindchen in neuer 
unveriinderter Auflage. In ein 9. Biindchen ist aufser der ausfiihrlichen 
Einleitung in Leben und Werke des Thukydides noch eine kurze Ubersicht 
iiber die Hauptereignisse des peloponnesischen Krieges nach Thukydides, 
sowie ein geographisches, historisches und grammatisches Verzeichnis 
aufgenommen. 
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Aufgabenjammlung zum Uberjegen ins Griehijde im Anjdglug an 
die Leftiire von Xenophon3 Anabafis fiir die mittleren Maffen 
der Gymnafien von Dr. Edmund BWeifenborn, Profeffor am 
Gymnafium ju Miihlhaujen in Xhiiringen. Dritte, verbefjerte 
Auflage. gr. 8. geh. (Giehe aud S. 53.) 

Schon feit 1880 vertritt dieje Aufgabenjammlung die Methode, welche 
durd) die neuen preufijden Lehrpline gur herrjdjenden geworbden ift, namlic 
das Ubergewidht der reingrammatijden Ubungen gu bejeitigen, die faffijde 
Lettiixe méoglichft gum Ausgang3puntte des Unterrichts gu machen, die 
grammatijden und jyntaftifden Unterweifungen aber ifr unter: und ein: 
guordnen und al3 Hauptiade da3 Siceinlejen und Sideinleben in den Sdjrift- 
jteller, das Erfafjen de Gangen und das Verjtindnis fiir den Bujammenhang 
und die Gliederung jeiner Leile ftets im Auge gu haben. Deshalb fchliehen 
die Aufgaben fich eng an Xenophons Anabafis an, bilden fleine, in fich ab- 
gejdjlofjene Abjchnitte, die den Juhalt des Gelejenen, meift fiirger gufammen- 
jafjend, reprodugieren und gugleid) der Ciniibung und Anwendung beftimmter 
jyntaftijder Regeln dienen. Weil bei der Abfafjung des Buches bejonders 
Darauf Riidjicht genommen ift, dem Schiller in Konjtruftion und Ausdruc3- 
weije ein reines, modernes Deutjd) gu bieten, fo fann e3 beim erften Ginblic 
in die Aufgabenfammlung f{deinen, wie wenn die Uberfepungsarbeit fiir die 
Schitler der mittleren Rlaffen teilweije gu fchwer wire. Wer aber, wie die 
Methode e8 fordert, erft nad) der Leftiire der entipredjenden Anabafisabjdnitte 
und der Einprigung ihres phrajeologijden Materials an die Uberjegung der 
Aunfgaben Herangeht, wird fofort finden, da} die Stiicfe fic) iberall jo eng 
an den Lert anjdliefen und die Anmerfungen iiber das etwa nod) Biweifelhafte 
jo genaue Austunft geben, dah die vermeintliden Schwierigfeiten auch fiir den 
jdhwadern Sdiiler ihre volle Lojung finden. Daf die Aufgaben in Wirklichfeit 
nicht |chwierig find, dafiir geugt aud) gang offenbar die Thatjache, dah das 


Bud jdon jeit Jahren ins Hollindijde, Rujfijdhe und BHHhmijdhe iiberjest 
worden ift. 


Neuere Sprachen. 


Hilfsbud fiir den frangafijden Unterriht in Sdhule und Haus. 
Bon Dr. Otto Boerner, Oberlehrer am Gymnafium gum hHeiligen 
Kreuz gu Dresden. Brweite unverdnderte Ausgabe. gr. 8. 
Lniw. geb. 


Der Verfafjer Hat mehrere Jahre nad) der jogenannten Anjdauungs- 
methode unterrichtet, weldje neben der grammatijden Beherrjcdung der Sprache 
Den freien Gebrauc) derfelben begwedt. Dabei hat er bemerft, dah die meijten 
der Lehrbiider, welche diefem Bwede dienen, die grammatijde Seite gu wenig 
beriidjicjtigen und teilweije auc) dad fiir die Spred)= und Schreib-lbungen 
unbedingt notwendige Wirterbuch vermifjen Laffen. 

Allen denjenigen, weldhe die frangdfijde Sprache an der Hand folder 
Lehrbiider, oder auch in unmittelbarem Berfehr mit Frangofen eylernen, ein 
Hilfsbuc) gu bieten, weldhes die oben erwahunten Liicfen ausfiillt, iit der Bwee 
deS vorliegenden Buches. Da dadsjelbe fiir die erften Unterrichtsjahre beftimmt 
ift, behandelt e3 nur diejenigen grammatijden Erjcdheinungen, welche in erfter 
Linie fiir Das Verftindnis der Sprache notwendig find. 

Daf die widhtigiten Ergebnifje der Lautphyfiologie Verwendung ge- 
funden haben, wird dem Buche nicht zum Nachteile gereichen. 

Bon den Lehrbiidern, welce durd) das Hilfsbuch geftiigt werden jollen, 
jet an erjter Stelle genannt: Lehmann, Lehr- und Lejebuch der frangdfifder 
Sprade, 1. Stufe (Mannheim, J. Bensheimer). 
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II. Mathematik, 
technische und Naturwissenschaften. 


Vorlesungen aus der analytischen Geometrie der Kegel- 
schnitte von Siamunp GUNDELFINGER, herausgegeben von Dr. 
Frreprich Dingeipey. Mit in den Text gedruckten Figuren. 
gr. 8. geh. 


Dieses Buch ist eine Ausarbeitung von Vorlesungen, welche Herr 
Gundelfinger seit tiber zwanzig Jahren an der Universitit Tiibingen 
und an der technischen Hochschule zu Darmstadt gehalten hat. Bei 
der Ausarbeitung benutzte ich teilweise das von einem friiheren Hérer 
nachgeschriebene Kollegienheft, ferner Manuskripte von Herrn Gundel- 
finger selbst, sowie dessen zweites und drittes Supplement zu Hesses 
Vorlesungen tiber analytische Geometrie des Raumes; endlich aber war 
es ganz besonders ein fortwiihrend reger persénlicher Verkehr, wiihrend 
dessen mich Herr Gundelfinger in seine Methoden einfiihrte. Diesem 
persénlichen Verkehr verdanke ich tiberhaupt die Anregung zur Heraus- 
gabe des Buches, bei der ich fiir die stilistische Durchfiihrung und 
teilweise Anordnung des Stoffes natiirlich die volle Verantwortlichkeit 
selbst tibernehme. 

Es giebt zwar eine grofse Zahl guter Lehrbiicher der analytischen 
Geometrie der Kegelschnitte; sie sind jedoch entweder zum grifsten 
Teil elementar gehalten, oder bieten zu wenig, wie z. B. Hesses be- 
kannte sieben Vorlesungen tiber dieses Gebiet, die doch eigentlich nur 
ein wertvolles Bruchstiick darstellen. Das ausgezeichnete Werk tiber 
Kegelschnitte von Salmon-Fiedler ist zwar von grofser Vollstindigkeit 
und von hichstem piidagogischem Wert namentlich durch den Umstand, 
dafs mitunter ein und dasselbe Theorem an verschiedenen Stellen 
wiederkehrt und demgemiifs von mehreren Seiten beleuchtet wird; aber 
gerade dieser Vorzug des Buches mulste notwendig die harmonische 
Hinheit der Darstelluug etwas Not leiden lassen. Das vortreffliche 
Werk iiber Geometrie der Ebene von Clebsch-Lindemann endlich ver- 
folgt ein viel weiter gehendes Ziel als dasjenige, welches einer Geometrie 
der Kegelschnitte gesteckt werden mufs. Das Lindemannsche Buch hat 
eine wesentliche Liicke in der mathematischen Litteratur ausgefillt, 
indem es in seinem Hauptinhalte eine Theorie der Kurven beliebig hoher 
Ordnung und der mit ihnen im Zusammenhang stehenden algebraischen 
Funktionen (resp. Abelschen Integrale) giebt. Die beiden zuletzt er- 
wihnten Werke lisen aufserdem die wichtigsten metrischen Probleme 
iiber Kegelschnitte fiir Parallel- und Dreieckskoordinaten getrennt; fiir 
die letzteren fast immer in einer Gestalt, dafs die entsprechenden Formeln 
in Parallelkoordinaten nicht ohne weiteres aus ihnen folgen kénnen. 

In den von mir herausgegebenen Vorlesungen des Herrn Gundel- 
finger sind simtliche Probleme vermittelst der (,,Staudt-Fiedlerschen“) 
projektivischen Koordinaten behandelt, so dafs die Formeln fiir Parallel- 
und spezielle Dreieckskoordinaten sich ohne weiteres durch besondere 
Annahmen ergeben. 

Da fiir die Geometrie der geraden Linie und des Punktes Hesses 
,»Vorlesungen aus der analytischen Geometrie der geraden Linie, des 
Punktes und des Kreises in der Ebene“ vorhanden sind, habe ich dieses 
Gebiet bei der Herausgabe von Herrn Gundelfingers Vorlesungen aufser 
acht gelassen, und nur mit Riicksicht auf spiitere Paragraphen sind in 
§ 1—3 des Buches die endgiltigen Formeln fiir die Theorie der all- 
gemeinen projektivischen Koordinaten nach einer Methode von Herrn 
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Gundelfinger entwickelt. § 4—7 behandelt die Kurven zweiter Ordnung 
und zweiter Klasse (Pol, Polare u. s. w.), die Klassifikation und Kriterien 
der Kegelschnitte (wohl in vollstiindig neuer Ableitung), sowie das 
Kreispunktepaar. In § 8—9 werden gewisse Gleichungen mit nur reellen 
Wurzeln betrachtet und der Invariantenbegriff entwickelt; § 10 ist der 
Transformation der Kurven zweiter Ordnung auf die Hauptachsen ge- 
widmet. Es wird dabei die interessante Aufgabe geldst, zwei quadratische 
Formen mit contragredienten Verinderlichen (im speziellen Falle 
den Ausdruck fiir die gegebene Kurve zweiter Ordnung und denjenigen 
fiir das imaginiire Kreispunktepaar) gleichzeitig in eine Summe von 
Quadraten zu verwandeln. Die Paragraphen 11 und 12 enthalten in 
Kiirze die elementaren Eigenschaften der nicht ausartenden Kegel- 
schnitte, sowie das Wichtigste iiber die Erzeugung der Kurven zweiten 
Grades durch projektive Strahlenbiischel und Punktreihen. Die bisher 
genannten Paragraphen 1—12 bilden den ersten Abschnitt des Werkes, 
wihrend der zweite Abschnitt (¢ 13—26) den Kegelschnittbiischeln, 
Kegelschnittnetzen und dualistisch entsprechenden Gebilden gewidmet 
ist. In § 183—16 werden die Schnittpunkte und gemeinsamen T'angenten 
zweier Kegelschnitte bestimmt und die allgemeinen Eigenschaften des 
Kegelschnitt-Biischels, resp. -Schar, entwickelt, in § 17 einige al- 
gebraische Formen geometrisch gedeutet. Hieran reiht sich in § 18 und 
19 eine Untersuchung der konfokalen Kegelschnitte und der zwei mit 
ihnen in Zusammenhang stehenden Systeme doppelt beriihrender Kreise. 
§ 20 behandelt die wichtigsten Kurven mit invarianter Beziehung zu 
einem Kegelschnitt-Biischel, resp. -Schar (insbesondere auch Mittel- 
punktskegelschnitt, Steinersche Parabel, die ihr reciprok entsprechende 
bekannte gleichseitige Hyperbel), § 21 enthilt die Formeln fir Mittel- 
punkt und Radius des Kriimmungskreises, der irgend einem Punkte 
einer Kurve k**t Klasse oder net Ordnung zugehirt, ferner die Gleichungen 
fiir die Evolute einer Kurve zweiter Klasse oder Ordnung. In § 22—25 
wird die Theorie der Kegelschnitt-Netze und -Gewebe dargelegt, § 26 
ist gewissen konjugierten, linearen Kegelschnittsystemen gewidmet. 

Die letzteren Paragraphen enthalten vielfach nur die Grundziige 
der betreffenden Theorie, soweit sie fiir die Anwendung in dem das 
Buch abschliefsenden Anhange erforderlich sind. Dieser Anhang soll 
im wesentlichen zeigen, in welcher Weise die im Haupttexte ent- 
wickelten Methoden fruchtbar gemacht werden kénnen zur Lisung all- 
gemeinerer Aufgaben und zum Beweise von Siitzen; iibrigens sind mit- 
unter auch Methoden angewandt, die sich im Haupttexte nicht finden. 
Besonders werden zahlreiche Siitze abgeleitet, welche Steiner in seinen 
Abhandlungen (zum grofsen Teil ohne Beweis) aufgestellt hat. Die 
meisten im Anhange enthaltenen Lisungen und Beweise rihren von 
Herrn Gundelfinger her, mehrere sind auch vom Herausgeber selbstindig 
hinzugefiigt worden, Friedrich Dingeldey. 
Einfiihrung in die Maxwell’sche Theorie der Elektricitit. 

Mit einem einleitenden Abschnitte tiber das Rechnen mit Vector- 
gréssen in der Physik. Von Dr. A. Féppi, Professor an der 
Universitit Leipzig. gr. 8. geh. 

Lange genug verhielt man sich in Deutschland ablehnend gegen 
die von Faraday vorbereitete und von Maxwell zu einem hohen Grade der 
Vollendung gefiihrte Lehre von der Elektrizitiit, die sich zu den alten 
Fernwirkungstheorieen in den schroffsten Widerspruch stellte. Erst seit 
den Hertz’schen bahnbrechenden Entdeckungen und den an sie gekniipften 
Untersuchungen, bei denen das Ubergewicht der Maxwellschen Theorie 
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iiber alle andern unzweifelhaft zu Tage trat, hat sich das geiindert und 
man darf heute auch auf dem Kontinente wohl iiberall auf aufmerksame 
Zuhérer rechnen, wenn iiber die Maxwellsche Lehre verhandelt wird. 

Sich mit ihr erst vertraut zu machen, ist fiir den Anfinger heute 
freilich nicht ganz leicht. Das grofse Maxwellsche Hauptwerk stellt 
ziemlich hohe Anforderungen an den Leser; dabei enthilt es manche 
Irrtiimer, die seitdem berichtigt und es schliigt manche Umwege ein, 
die spiiter abgekiirzt wurden. Eine leicht verstiindliche, sehr elegante 
Darstellung hat L. Boltzmann in seinen Vorlesungen iiber die Maxwellsche 
Theorie gegeben, der man in ihrer Art nichts Besseres zur Seite stellen 
kann. Diese Darstellung beschriinkt sich aber, wenigstens in dem fiir die 
Kinfiihrung des Lesers ‘bestimmten ersten Bande, auf die Ableitung der 
Maxwellschen Theorie aus den Prinzipien der ‘allgemeinen Mechanik. 
So wenig aber auch der Nachweis von der Méglichkeit einer solchen 
Ableitung zu unterschiitzen ist, so glaube ich doch nicht, dafs hierin 
der Kern der ganzen Lehre zu erblicken ist. Fiir viel wichtiger halte 
ich es, den Inhalt der ganzen Theorie so zurecht zu legen, dafs der Leser 
stets in der Lage ist, unmittelbare Vergleiche zwischen ihr und der ihm 
gewohnten Fernwirkungstheorie zu ziehen und ohne Anderung in der 
herkémmlichen Gruppierung des Stoffes von der einen Anschauungsweise 
zu der anderen iiberzugehen. Er wird dies nicht leicht zu thun vermégen, 
wenn z. B. die Sitze der Elektrostatik erst als letzte Konsequenzen der 
dynamischen Lehren vorgetragen werden. 

Eine Weiterbildung der Maxwellschen Lehre hat sich namentlich 
in Bezug auf die magnetischen Erscheinungen vollzogen, deren Darstellung 
die schwiichste Seite des Maxwellschen Werkes bildet. Dazu kommt die 
seitdem schiirfer betonte Unterscheidung zwischen ,,freier“ und ,,wahrer* 
Hlektrizitit u.s.w., dann die Berichtigung der Maxwellschen Festsetzung 
der physikalischen Dimensionen der elektromagnetischen Gréfsen und — 
wichtiger vielleicht als dies alles — die symmetrische Darstellung der 
magnetischen Erscheinungen mit den elektrischen, die von O, Heaviside 
in seinem epee System“ durchgefiihrt und auch von Hertz und ebenso 
von Cohn der ,,Systematik“ zu Grunde gelegt wurde. 

Die im elektromagnetischen Felde auftretenden Vektorgréfsen geben 
zu verwickelten Formeln Veranlassung, wenn man die Beziehungen 
zwischen ihnen unter Zugrundelegung der Cartesischen Darstellungsweise 
(also unter Beziehung auf ein Koordinatensystem) verfolgt. Darunter 
leidet die Uhersicht; die physikalische Bedeutung der Formeln tritt nicht 
unmittelbar vor Augen, man fiihrt formale Operationen aus, ohne sich 
in jedem Augenblicke bewulst bleiben zu kénnen, welcher physikalische 
Sinn damit zu verbinden ist. 

Ganz anders wird dies, wenn man die Vektoren selbst in die 
Gleichungen einfiihrt und von einigen Operationen, die der Quaternionen- 
theorie entnommen sind, Gebrauch macht, Kann es etwas Hinfacheres 
und Anschaulicheres geben, als wenn man die beiden Hauptgleichungen 
des elektromagnetischen Feldes, die in Wirklichkeit den Kern der 
Maxwellschen Theorie ausmachen in der Form anschreibt: 

curl § = 4zi und curl E = — 
wobei curl eine Operation bezeichnet, deren physikalische Bedeutung sich 
mit Hinden greifen lifst! 

Maxwell selbst hat nur nebenbei von den Bezeichnungen des 
Vektorkalkiils Gebrauch gemacht und seine Entwickelungen im tibrigen 
in der Cartesischen Darstellungsweise gegeben, weil er fiirchtete, im 
anderen Falle nicht verstanden zu werden, Heute wire eine solche 
Besorgnis in England wohl nicht mehr begriindet; in Deutschland ist es 
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aber vielleicht immer noch ein gewisses Wagnis, sich in einem physi- 
kalischen Werke der Vektor-Analysis, wenn auch nur in deren einfachster 
Form, zu bedienen. 


Ich hatte aber an mir selbst erfahren, wie schnell man sich mit 
dieser Darstellungsweise vertraut macht und wie grofs der Nutzen ist, 
den sie gewiihrt. Ich halte es fiir ausgemacht, dais sich der Anfiinger 
mit weniger Miihe zuerst die Grundregeln der Rechnung mit Vektoren 
und hierauf die Maxwellsche Theorie aneignet, als wenn er ohne jene 
diese unmittelbar allein bewiltigt. Die vergleichsweise geringfiigige 
Miihe, die auf das Studium der Vektor-Analysis verwendet werden mulfs, 
macht sich daher nicht nur unmittelbar durch einen entsprechenden 
Gewinn bezahlt, sondern man erreicht damit zugleich den viel wichtigeren 
dauernden Vorteil, von nun ab mit jener analytischen Darstellungsform 
geometrischer Beziehungen vertraut zu sein, die zweifellos die mathe- 
matische Zeichensprache der Physik der Zukunft ist. 


Am engsten schlofs ich mich bei der Darstellung des Rechnens mit 
Vektoren, wie in vielen anderen Punkten, den Arbeiten von O. Heaviside 
an, den ich fiir den hervorragendsten Nachfolger Maxwells nach der 
spekulativ-kritischen Seite halte, wie es Hertz zweifellos nach der 
experimentell bestitigenden Seite hin ist. 


Durch diese Ausfiihrungen ist das Programm hinreichend gekenn- 
zeichnet, das ich der Bearbeitung des Buches zu Grunde legte. Ich fiige 
noch hinzu, dafs ich zwar selbstverstiindlich eine sichere Beherrschung 
der Anfangsgriinde der gewdhnlichen Analysis voraussetzte, dafs aber, 
wie ich glaube, jeder Leser, der iiber diese verfiigt, sich mit Leichtigkeit 
in dem Buche zurecht finden wird. Ich hoffe daher, dafs nicht nur die 
Physiker von Fach, die Lehrer und die Studierenden der Physik und 
Mathematik, sondern auch die Ingenieure und die Studierenden der 
Elektrotechnik mit Nutzen davon Gebrauch machen kénnen, und ich 
wiirde es mit ganz besonderer Freude begriifsen, wenn meine Arbeit 
dazu beitriige, der Maxwellschen Theorie namentlich auch in den zuletzt 
genannten Kreisen neue Freunde zu erwerben. 


Leipzig, im Dezember 1893. A. Féppl. 


Leitfaden fiir den botanischen Unterricht an mittleren und 
héheren Schulen von Prof. Dr. Kart Krarpe.in, Direktor des 
Naturhistorischen Museums zu Hamburg. Mit 212 Figuren 
in Holzschnitt. Vierte verbesserte Auflage. gr. 8. kart. 
(Siehe auch S. 61.) 


Die Aufgabe des naturwissenschaftlichen Unterrichts liegt nach 
der Uberzeugung des Verfassers in der Ubermittelung der Erkenntnis, 
dafs die Natur in der unendlichen Mannigfaltigkeit ihrer Erscheinungen 
kein regelloses Chaos, sondern ein nach unwandelbaren Gesetzen regierter 
Gesamtorganismus ist, dessen einzelne Teile in tausendfacher Beziehung 
und Abhiingigkeit von einander stehen. — Mag daher auch der Unterricht 
tiberall vom Einzelnen ausgehen und an das Individuum (nicht die Art!) 
anknitipfen: der kurz gefafste Leitfaden in der Hand des*Schiilers 
darf nur die allgemeinen Resultate dieses Unterrichts wiedergeben, 
nur diejenigen grofsen Gesichtspunkte enthalten, welche allein wert sind, 
vom Schiiler als dauerndes Gut aufgenommen zu werden. — Aus diesen 
Ansichten heraus ist das vorliegende Heftchen entstanden. Es setzt 
einen pidagogisch geschulten, seinen Stoff beherrschenden Lehrer voraus, 
fir den es lediglich eine Stiitze, nicht aber einen Ersatz bieten will. 
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Nach einer Einleitung bespricht der I. Abschnitt die Organe der 
Pflanzen, der II. die Systematik, der III. den inneren Bau der Pflanzen, 
der IV. Bau und Systematik der Kryptogamen, der V. die Pflanze und 
ihre Umgebung. 


III. Forstwissenschaft. 


Die Folgerungen der Bodenreinertragstheorie fiir die Erziehung 
und die Umtrieb3zeit der widtigften deutiden Holzarten, bearbeitet 
in BVerbindung mit mehreren Fachgenofjen und herausgegeben 
von Dr. . Martin, Kinigl. Preuf. Forftmeifter. Crfter Band 
enthaltend 1) Nationaléfonomifde Grundlagen; 2) Unterfudungen 
iiber Umtriebsseit, Boden- und Waldrenten in reinen Buchen- 
Hodwaldungen vom Herausgeber. gr. 8. geh. (Siehe auch S. 64.) 

Wenn auch die Thdtigfeit der Forftwirte im lebten Yahrgehnt vor- 
wiegend auf die unmittelbarften Wufgaben des praftijden Betriebs gerichtet 
gewejen ijt, jo fteht doc) Die Reinertragsfrage nod) im Vordergrunde des 
allgemeinen Snterefjes. MNacdhdem Prefler durch feine gabhlreidjen Schriften 
Anregung gegeben hatte, die Bewirtidhaftung der Waldungen nach ihrem 
nationalifonomijden Verhalten gu unterjuchen, find die Grundjige der Boden- 
reinertragSwirt|daft von G. Hever in feinem ,,Handbud) der forftlicjen 
Statif’ (1871 bei B. G. Teubner, Leipzig) nach der rein theoretijden Seite 
Dargeftellt worden. Gegen dieje Schrift richtete im Jahre 1878 Borggreve 
jeine ,,Qorftreinertraglehre’’ (Bonn, E. Strauf). Auch haben mehrere national: 
bfonomijche Sehriftfteller gegen die Anwendung der Bodenreinertragstheorie 
fich ausgelprocjen (in8bejondere Helferich und Schaffle in der Beitidhrift fiir 
die gejammte Staatswijfenjdaft 1867. 1871. 1879). 

Daf durch dieje litterarijchen Kundgebungen die Reinertragsfrage feinen 
Ubjehlugk gefunden hat, wird alljeitig anerfannt. Mod) befindet fich diejelbe 
in den erjten Stadien ihrer Entwidelung, auf dem Gebiete der Pringipien 
und Methoden, welches G. Heyer auch ftreng eingehalten hat. 

Die vorliegende Schrift ftellt e3 fic) gur Aufgabe, die Folgerungen, 
welde aus dem Pringip de3 griften Bodenreinertrags fiir die Erziehung und 
die Umtrieb3geit der widhtigften deutiden Holgarten fich ergeben, darguftellen — 
den Cinfluk, welden Durdforftungen und Lichtungen auf die Boden= und 
Waldrente ausiiben, nachzuweijen — und die beftehenden Bujtdnde der deutjcen 
Forften nad) ihrem Verhalten gu den Pringipien des grépten Wald- und des 
qriften Bodenreinertrags einer Kritif gu unterwerfen. 

Der in RKiirge erfcheinende erfte Band wird in feinem erften Teil neben 
gejchictliden und methodologijden Bemerfungen die einjdhligigen national: 
bfonomijden Gegenftinde behandeln, insbejondere die wirt\chajtlide Natur 
der ftehenden Holgvorrite, den Zinsfug, Gebrauch8- und Tanjchwert, den 
Einflug forjtwirt\chaftlicer PBringipien auf das VolfZeinfommen und die 
Beziehungen de3 Staats nach feiner privatwirtfdaftliden und poligeiliden 
Thatigteit sur Bodenreinertragstheorie. — Der gweite Teil enthalt Unterjudungen 
iiber UmtriebSzeit, Wald- und Bodenrente in reinen Buchen-Hodwaldungen. 

Der erjt fpater erfcheinende sweite Band wird vorausfichtlic) Fidte 
und Weiftanne in der gleichen Ricdhtung gum Gegenftand haben. 
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Zweite Abteilung. 


Erschienene Bicher. 


ZAweiter und dritter Bericht 
iiber die im Jahre 1894 erschienenen neuen Biicher, Fortsetzangen 
und neuen Auflagen. 
I. Philologie und Altertumswissenschaft. 
Catonis, M. Porci, de agri cultura liber, M. Terenti 
Varronis rerum rusticarum libri tres ex recensione 
Henrict Keinu. 3 voll. Vol. Il. Fase. I. Commentarius 
in Catonis de agri cultura librum. [XII u. 194 8] 
gr. 8. geh. n. M 6. — 

Voranzeige s. Mitteilungen 1893 Nr. 3, S. 64. . 

Vol. Ill, ebenfalls in 2 Faszikeln, wird die Indices verborum in 

Catonem et Varronem bringen (vgl. Teubners Mitt. 1893 Nr. 3, S. 65). 

Commentationes philologae Ienenses. Ediderunt seminarii 

philologorum Ienensis professores. 5 voll. Vol. V. [III u. 
242 S.J] gr. 8 geh n. M6.— 

Inhalt: De Festo Pseudophiloxeni auctore scripsit Albertus Dammann. — De 
Megalopolitarum rebus gestis et de communi Arcadum republica scripsit Paulus Herthum. — 
De Artemidoro Daldiano librorum onirocriticorum auctore scripsit Gualterus Reichardt. — 
Quaestiones Porphyrioneae scripsit Paulus Wessner. — Hermeneumata Vaticana emendavit 
illustravit Immanuel David. 

Fiigner, Franciscus, lexicon Livianum virorum aliquot doc- 
torum opera adiutus confecit F. F. Fasciculus VI. Ambitio 
b) ¢) — annuus A). Composuit Fripericus Scumipt, Jeve- 
ranus. [Sp. 993—1184.] Lex.-8. Jeder Faszikel geh. n. 
AM, 2.40. 

Ganzenmiiller, Dr. Carl, Beitrige zur Ciris. Besonderer Ab- 
druck aus dem zwanzigsten Supplementbande der Jahrbiicher 
fiir classische Philologie. [109 S.] gr. 8. geh. n. M 3.20. 


Voranzeige s. Mitteilungen 1893 Nr. 5/6, 8. 130. 

Grammatici Graeci recogniti et apparatu critico instructi. 8 partes. 
Pars IV. Et.s.t.: Theodosii Alexandrini canones, Georgii 
Choerobosci scholia, Sophronii Patriarchae Alexandrini 
excerpta, recensuit et apparatum criticum indicesque adiecit 
Atrrepus Hmearp. 2 voll. Vol. Il. Choerobosei scholia 
in canones verbales et Sophronii excerpta e Characis com- 
mentario continens. Annexa sunt partis quartae prolegomena. 
[CXXXVI u. 526 S[ Lex.-8. geh. n. M 22.— 


Voranzeige s. Mitteilungen 1893 Nr. 2, S. 32. 
von Gutschmid, Alfred, kleine Schriften. Herausgegeben 
von Franz Riu. 5 Binde. Finfter Band. Schriften zur rémischen 
und mittelalterlichen Geschichte und Literatur. [XXXII u. 


769 S.] gr. 8. geh n. M 24.— (Jeder Band ist auch 
einzeln kiuflich.) 
Voranzeige s. 8. 39. 
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Holder, Alfred, alt-celtischer Sprachschatz. In ungefuihr 
18 viermonatlichen Lieferungen zu je 8 Bogen. Fiinfte Lieferung. 
...cinum — -diasto-s. [Sp. 1025—1280.] Lex.-8. Preis 
jeder Lieferung geh. n. & 8.— 

Jahrbiicher ftir classische Philologie. Herausgegeben von 
Dr. Atrrep Fiecxersen, Professor in Dresden. Zwanzigster 
Supplementband. Zweites (Schlufs-) Heft. Mit zwei Tafeln. 
{III u. S. 341—816.] gr. 8. geh.n. M 12.— 


Inhalt: De Flavii Iosephi elocutione observationes criticae. Scripsit Guilelmus 
Schmidt. — Beitriige zur Ciris. Von Carl Ganzenmiiller. — Die Puteolanische Bauinschrift 
sachlich erliiutert. Mit finfzehn Figuren im Text und zwei Tafeln. Von Theodor Wiegand. — 
Untersuchungen iiber Florus. Von Fr. Schmidinger. 

Incerti auctoris de ratione dicendi ad C. Herennium 
libri IV [M. Tulli Ciceronis ad Herennium libri VI]. Edidit 


Friwericus Marx. [VI u. 5548] gr. 8 gehn. M 14.— 


Voranzeige s. Mitteilungen 1893 Nr. 1, 8.1. 

Lexikon, ausfiihrliches, der griechischen und rémischen 
Mythologie. Im Verein mit vielen Gelehrten herausgegeben 
von W. H. Roscuer. Mit zahlreichen Abbildungen. Acht- 
undzwanzigste Lieferung. Kyrios — Leaneira, [Sp. 1761 
—1920.] Lex.-8. Jede Lieferung zu je 6—7 Bogen geh. 
n. M 2.— 

Plauti, T. Mecci, comoediae. Recensuit, instrumento critico et 
prolegemenis auxit Frierious RirscHerius, sociie operae 
adsumptis Gustavo Lorws, GrorGio Gorrz, Frmperico ScHoELL. 
Tomi IV fasciculus V. Et. s. t.: Macci Plauti Cistellaria 
recensuit Fripericus Scnorii, Accedunt deperditarum fabularum 
fragmenta a Groraio Gorrz recensita. [XXXVIII u. 205 &.] 
gr. 8. geh. n. & 5.60. 

Voranzeige s. Mitteilungen 1894 Nr. 1, 8. 2. 

Schmidinger, Dr. Franz, Untersuchungen tiber Florus. 
Besonderer Abdruck aus dem zwanzigsten Supplementbande der 
Jahrbiicher fiir classische Philologie. [38 S.] gr. 8 geh. n. 
M. 1.20. 

Voranzeige s. Mitteilungen 1894 Nr. 1, S. 3. 

Schmidt, Guilelmus, de Flavii Iosephi elocutione obser- 
vationes criticae. Commentatio ex vicesimo annalium 
philologicorum supplemento seorsum expressa. [210 8.] gr. 8. 
geh. n. A 6.— 

Voranzeige s. Mitteilungen 1893 Nr. 5, S. 64. 

Weifenborn, Dr. Ehmund, Profefjor am Gymnajium ju Miihlhaujen 
in Thiiringen, Aufgabenfammlung gum Mberfeben ins 
Griedhijhe im Anfehlug an die Lektiire von Xenophons 
Anabafis fiir die mittleren Mafjen der Gymnajien. (Mit einem 
alphabetifd) geordneten Wirtervergeichniffe.) Dritte, verbefferte 
Wuflage. [XK u. 234 S] gr. 8. geh. n. M 1.80. 


Vorangeige jf. S. 46. 
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Wiegand, Theodor, die Puteolanische Bauinschrift, sachlich 
erliutert. Mit 15 Figuren im Text und 2 Tafeln. Besonderer 
Abdruck aus dem zwanzigsten Supplementbande der Jahrbiicher 
fir classische Philologie. [120 8.] gr. 8. geh.n. M 3.60. 


Voranzeige s. Mitteilungen 1894 Nr. 1, S. 3. 


Bibliotheca scriptorum 
Graecorum et Romanorum Teubneriana. 
Textausgaben. 

Anthologia Graeca epigrammatum Palatina cum Planudea 
edidit Huco Sraprmuretuer. Volumen primum. Palatinae 
libr. I—VI (Planudeae libr. V—VII). [XLI uv. 419 8S] 8. 
geh. n. M 6.— 

Voranzeige s. 8. 41. 

Caesaris, C. Iulii, commentarii cum A. Hirtii aliorumque 
supplementis ex recensione Bernarpi Kijsueri. 3 voll. Vol. II. 
Commentarii de bello civili. Editio maior. [L u. 153 S.] 
8. geh. M —.90. 

- —- Editio minor. [153 S.] 8. geh. M —.60. 

Voranzeige s. Mitteilungen 1894 Nr. 1, S. 4. 

Aiwvog Kacoiov Koxzxyavot Pawaixi teroeda. Dionis 
Cassii Cocceiani historia Romana. Editionem primam 
curavit. Lupovicus Drinporr, recognovit Joannes MELBER. 
5 voll. Vol II. [IV u. 481 S.] 8 geh n. & 3.60. 


Voranzeige s. Mitteilungen 1889 Nr. 1, 8.1. 

Firmici Materni, Iulii, matheseos libri VIII. Primum re- 
censuit Carotus Sirrn, 2 partes. Pars I. Libri I—IV. 
[XVI u. 246 8S.] 8. geh. n. M 2.40. 

Voranzeige s. Mitteilungen 1889 Nr 1, S. 2. 

Herondae mimiambi. Accedunt Phoenicis Coronistae, Mattii 
mimiamborum fragmenta. Iterum edidit Orro Crustus. 
[XXXVI u. 156 8.] 8. geh. n. M 3.20. 


Voranzeige s. S. 43. 

Livi, Titi, ab urbe condita libri. Editionem primam curavit 
GuiLeLMus WEISSENBORN. Editio altera, quam curavit Mauritius 
Mitier. Pars II. Fase. Il. Lib. XXI—XXIII. [X u. 180 S.] 
8. geh. M —.60. 


Mythographi Graeci. Volumen I. Apollodori bibliotheca. 
Pediasimi libellus de duodecim Herculis laboribus. 
Edidit Ricuarpus Waener. Adiecta est tabula phototypa. 
[LXXV u. 323 8.] 8. geh.n. M&M 3.60. 


Voranzeige s. Mitteilungen 1893 Nr. 3, 8. 69. 
Rhetores Graeci ex recognitione Lronarpr Sprenger. 3 voll. 
Vol. I. Pars II. Edidit C. Hammer. [XVI u. 416 S.] 8. 
geh. n. & 3.60. 


Voranzeige s. Mitteilungen 1892 Nr. 6, S. 147. 
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Teubner’s Mitteilungen 1894, Nr. 2/3. 





| Bestell -Zettel. 


Bei der Buchhandlung von 
in 


bestelle ich hiermit aus dem Verlage von B. G. Teubner in Leipzig 


folgende soeben erschienene Biicher zu schnellster Lieferung: 


Fait Fon f Philologie und Altertumswissenschaft. 





AM. dX 
Cato, Varro, ed. Keil. Vol. Il. Fase.I... mn 6.— 
Commentationes philologae Ienenses. Vol. Vv - 2. 6.— 
Figner, lexicon Livianum. Fasc. VI - nm. 2.40. 
Ganzenmiiller, Beitriige zur Ciris. . . .n. 8.20. 
Grammatici Graeci. Pars Iv, ed. Hilgard. Vol, Ir. . n.23.— 
von Gutschmid, kleine Schriften. Hrsg. von Rithl. V. Band n. 24.— 
Holder, alt-celtischer Sprachschatz. V. Lieferung. ...n. 38.— 
Jahrbiicher fir classische Philologie. Hrsg. v. Fleckeisen. 

XX. Suppl.-Band. II. (Schlufs-) Heft... n. 12 
Incerti auct. de ratione dicendi ad Herennium ll. IV ‘ed. Marx n. 14.— 
Lexikon der griech. u. rm. Mythologie, v. Roscher. 28. _ n. 2.— 
Plauti Cistellaria rec. Schoell . . oe «ee n. 5.60. 
Schmidinger, Untersuchungen ber Florus |. . n. 1.20. 
Schmidt, de Flavii Iesephi elocutione observationes criticae n. 6.— 
Weifsenborn, Aufgabensammlung im Anschlufs an Xeno- 

phons Anabasis. 3. Aufi . i oom 1.2 
Wiegand, die Puteolanische Bauinschrift oh age, @ -n. 3.60. 

Bibliotheca scriptorum Graecorum et Romanorum eteeden. 
Anthologia Graeca, ed. Stadtmueller. Vol. I. .....n. 6.— 
Caesaris bellum civile, ed. Kiibler, Editio maior . —.90. 

Editio minor . eae —.60. 
Dionis Cassii historia Romana, rec. Melber. * Vol. zm ..m 3.00. 
Firmici Materni matheseos libri VID, ed. Sittl, Pars I. n. 2.40. 
Herondae mimiambi. Iterum ed. Crusius . . . 8.20. 


Livi ab urbe condita libri, ed. Weissenborn. Ed. IT cur, 

Biaiierw. Wows UE. Wane. TE 2. www ee eee erecee —.60. 
Mythographi Graeci. Vol. I. Apollodorus, ed. Wagner. n. 3.60. 
Rhetores Graeci rec. Spengel. Vol.I. Pars II. Ed. Hammer n. 3,60. 
B. G. Teubners Schulausgaben griechischer und lateinischer Klassther. 


Cicero fiir Archias, v. Richter u. Eberhard. 4.Aufl.v.Nohl —.45. 
Homers Ilias, von Ameis und Hentze. I. Band. I. Heft. 5.Aufl, —.90. 
Horatius’ Satiren, von Kriiger. 13. Aufl. Gs .80. 


° 1 
Sallusti Crispi bellum Catilinae, von Opitz ....... — 
Sophokles’ Elektra, von Wolff und Bellermann, 4. Auf.. 1.50. 
Thukydides, von Boehme u. Widmann. 9 Bindchen, jedes 1.20. 


Archiv fir lateinische Lexikographie und Grammatik, 
hrsg. v. Wolfflin. IX. Jahrgang. Heft 1ff.... n. 12.— 
Neuere Sprachen. 
Boerner, Lehrbuch d. franzés. Sprache. 3. Aufl. In Lnw. geb. n. 2.60. 
Hauptregeln d. franz. Grammatik. 3. Aufl. In Luw.geb. n. 1.60 
Deutsche Schulbiicher. Piidagogik. 
Festschrift z. 70. Geburtstage Rud. Hildebrands, hrsg.v.Lyon n. 4. 





Wirth, deutsches Leseb. f. hih. Téchtersch. V. Teil. 9. Aufl. n. 2.80. 


Mathematik, technische und Naturwissenschaften. 





Bardey, methodisch geordnete Aufgabensammlung. 20. Aufl. 2.70. 


Cantor, Vorles. tib. Geschichte d. Mathematik. III. Bd. I. Abt. n. 6. 
Heffter, Einleitungi.d. Theorie d. lin. Differentialgleichungen n, 6.— 
Kraepelin, Leitfaden f. d. botan. Unterricht. 4. Aufl. kart. n. 1 
Kronecker, Vorles. iib. Mathematik. I. Band. Hrsg.v. Netto n. 12. 
Mathematische Annalen. 44.Band. Heftiff. ....n.20.— 
| Forstwissenschaft. 
Martin, die Folgerungen d. Bodenreinertragstheorie. I.Band n. 6 





Unterschrift: Ort, Datum und Wohnung: 


- 
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Ge Zu etwaiger Bestellung auf eins oder das andere der soeben 
in meinem Verlage erschienenen, in der vorliegenden Nummer der 
Teubnerschen Mitteilungen angezeigten Biicher, sei es zum Kauf oder 
nur zur Hinsichtnahme, bitte ich sich des wmstehenden Bestell-Zettels be- 
dienen und denselben einer Sortimentsbuchhandlung, mit deren Mehrzahl 
ich sowohl im In- als auch im Auslande in Verbindung stehe, zur Aus- 
fithrung tibergeben zu wollen. Jede Sortimentsbuchhandlung wird das 
Gewiinschte entweder sofort vorlegen oder in kiirzester Zeit beschaffen kinnen. 
Meine geschiiftlichen EHinrichtwngen erlauben mir nicht, meinen Verlag 
unmitielbar ans Publikum zu liefern. 


B. G. Teubner. 


Unentgelilich in allen Buchhandlumgen sowie auch von B. G. Teubner 
in Leipzig: ' 

Bibliotheca philologica Teubneriana. Verzeichnis des Verlags von 
B. G. Teubner in Leipzig auf dem Gebiete der Philologie insb. Alter- 
tumswissenschaft. (Anhang: Zum Unterrichtswesen) [120 8. k1.-8]; 

Verzeichnis des Verlags von B. G. Teubner in Leipzig auf dem 
Gebiete der Mathematik, der technischen und Naturwissen- 
schaften. Im Anhange: Forstwissenschaft [XX u. 105 S. gr.-8]; 

Schulkatalog, enthaltend eine Zusammenstellung der Ausgaben 
griechischer und lateinischer Klassiker, sowie der Lehr- 
und Hilfsbiicher fiir den Unterricht aus dem Verlage von 
B. G. Teubner in Leipzig, welche an den Gymnasien, Realgymnasien 
und anderen héheren Schulen Deutschlands, Deutsch-Osterreichs, 
der Schweiz und der Ostseeprovinzen gebraucht werden [102S. gr. 8]; 

Lehr- und Hilfsbicher fir den Unterricht in denneueren Sprachen 
sowie Schulausgaben englischer und,franzésischer Schriftsteller mit 
deutschen Anmerkungen aus dem Verlage von B. G. Teubner in 
Leipzig [32 S. gr. 8]; 

Lehr- und Unterrichtsmittel fir héhere und mittlere Maidchen- 
schulen sowie Lehrerinnenseminare und Midchengymnasien 
nebst Schriften fir die weibliche Jugend aus dem Verlage 
von B. G. Teubner in Leipzig [48 8. gr.-8]; 

Verzeichnis des Verlags auf dem Gebiete der Theologie, Pida- 
gogik und verwandter Facher von B. G. Teubner in Leipzig 
[34 8. gr. 8]. 
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B. G. Teubners Schulausgaben 
eriechischer und lateinischer Klassiker 
mit deutschen Anmerkungen. 


Ciceros Rede fiir den Dichter Archias. Ftr den Schul- 
und Privatgebrauch erklirt von Frieprich Ricurer und 
Autrrep Exsernarp. In vierter Auflage bearbeitet von HeEr- 
MANN Noni. [4058.] gr. 8 1893. geh. M —.45. 

Homers Ilias. Fiir den Schulgebrauch erkliirt von Karu Friepricu 
Amets, weil. Professor und Prorektor am Gymnasium zu Miihl- 
hausen in Thiringen. Erster Band. Erstes Heft. Gesang I—III. 
Fiinfte berichtigte Auflage besorgt von Dr. C. Henrzz, Professor 
am Gymnasium zu Gottingen. [Xu.1398.] gr.8. geh. M—.90. 


Voranzeige s. 8S. 43. 

Horatius Flaccus, des Q., Satiren und Episteln. Ftir den 
Schulgebrauch erklirt von Dr. G. T. A. Kriicer, weil. Ober- 
schulrat und Direktor deg Gymnasiums zu Braunschweig. 
Erstes Bindchen: Satiren. Dreizehnte, umgearbeitete Auf- 
lage von Dr. Gustav Kriiger, Herzogl. Anhalt. Oberschulrat 
und Direktor des Herzogl. Friedrichs-Gymnasiums zu Dessau. 
[XVI u. 206 8.] gr. 8. geh. M 1.80. 

Voranzeige s. 8. 44. 

Sallusti Crispi, C., bellum Catilinae, bellum Jugurthinum, 
orationes et epistulae ex historiis excerptae. Fiir den 
Schulgebrauch erklirt von Tueopor Opirz. In 3 Heften. 
I. Heft: Bellum Catilinae. [IVu.518.] gr.8. geh. M—.60. 

Voranzeige s. Mitteilungen 1894 Nr. 1, 8. 11. 

Sophokles. Fiir den Schulgebrauch erkliirt von Gustav Wo rr. 
Zweiter Teil. Elektra. Vierte Auflage. Bearbeitet von 
Lupwie Bettermann. [VI u.1688.] gr. 8. 1893. geh. 1.50. 


Voranzeige s. 8. 45. 
Thukydides. Fir den Schulgebrauch erklirt von Gorrrrimep BorEHME 
u.Smon Wipmany. 9 Bandchen. gr.8. geh.jedes Bindchen &M 1. 20. 


Einzeln: 

I. Bandchen. 1. Buch. 6, Aufl. [VIII u. 144 8.] 

tl — 2— 6 — fill u. 107 8.] 

i = — 3% — 5 — [Il u 978] 

IV. — 4. — 5 — fiV_ u. 108 §.] 

¥. ~ 5. — & — fIV u 868] 

VI. — 6 — 5 — fIV u. 908] 
Vi. — 7 — 5 — fIV u 868] 
Vill — 8 — 56 — fIV u 988] 

IX. —,  Enthaltend 1) eine Einleitung in Leben und 


Werke des Thukydides, 2) eine kurze Ubersicht tiber 
die Hauptereignisse des peloponnesischen Krieges 
nach Thukydides, 3) ein geographisches, historisches 
und grammatisches Verzeichnis. [XXII u. 42 8.] 


Voranzeige s. 8. 45. 


3* 
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Archiv fiir lateinische Lexikographie und Grammatik 
mit Einschlufs des alteren Mittellateins. Als Vorarbeit zu 
einem Thesaurus linguae latinae herausgegeben von Epuarp 


Wotrrum. IX. Jahrgang. gr. 8. Preis fiir den Jahrgang 
von 4 Heften n. M 12.— 


1. Heft. 


Inhalt: Vorwort. Vom Herausgeber. — Die alten und die neuen Aufgaben des 
Thesaurus linguae latinae. I. Vom Herausgeber. — Tresviri, Treviri. Vom Herausgeber. 
— Der Konjunktiv des Priisens im Bedingungssatze. Von H. Blase. — Genitiv, Accusativ 
und Nomin. absolutus. Vom Herausgeber. — Die Anfinge des selbstiindigen Gebrauches 
des Participium futuri activi. Von Gust. Landgraf. — Itoria. Vernum tempus. Zum 
Corp. gloss. Von C. Weyman. — Zu den Sprichwértern und sprichwortlichen Redens- 
arten der Rémer. Von A. Sonny, — Satrapicus. Vom Herausgeber. — Die lateinische 
Ubersetzung des Briefes des Clemens an die Korinther. Vom Herausgeber. — Der Genitiv 
des Wertes und der Ablativ des Preises. Vom Herausgeber. — Der Telo incessens des 
Polyklet. Vom Herausgeber. — Actio. Von WHélzl- Wélflin. — Accessa. accessibilis. 
accessibilitas. accessibiliter. accessio. accessito. 


accessum. Vom Herausgeber. — Ob- 
versatio. Von Max Bonnet.— Miscellen. Obsidium = praesidium, subsidium? Colligere 
= tollere. Von W. Heraeus. — LL dans corcodillus, Von Louis Havet. — Procedere = 
proferri. Addenda Lexicis. Von Cari Weyman. — Supervacuaneus. Von Wilh. Schmits. 


— Die Perfektformen amai und venui. Zum Betacismus (Sail. Cat. 51, 27). Vom 
Herausgeber. — Litteratur 1894. Lexikographie. Glossographie. Semasiologie. Grammatik. 
Einzelne Autoren. Ausgaben. Bibliographie. 


Byzantinische Zeitschrift. Herausgegeben von Kart KruMBACHER. 


III. Band. 1894. gr. 8. Preis fiir den Band von jihrlich 
4 Heften n. M 20.— 


2. Heft, mit 7 Tafeln. 


Inhalt: I. Abt. di Ségoar xal rk mgodorera, te meQl tkg Séggas xal f mov, Iwckvvov 
tot Hgodesuov. ‘Yad éitgou N. Hanayeweyiov. (Mit 7 Tateln.) — Die persischen 
Feldzige des Kaisers Herakleios. Von Ernst Geriand.— Uber zwei unerkliirte Vilkernamen 
in der byzantinischen Armee. Von Carl Neumann. — Zur Glaubwiirdigkeit der Anna 
Komnena. Von Kari Dieter. — Die vorflutigen Chaldierfiirsten des Annianos. Von 
H. Gelzer. — Zu Africanus und Johannes Malalas. Von H. Gelzer. — Nachtrag zu S. 152. 
Von E. Kurtz. — Zu den mittelgriechischen Sprichwértern. Von Gustav Meyer. — II. Abt.: 
I. E. Maveoyrdvyns, Bulavteh téyvyn zal Bvbavtwol xaddtéiyvae peti elxdvwv tov 
Onovdaotigwy koyitextovindy xal yoawixay urvnuelwy &vayxaiwy nedg dipedtiow tHv 
drapdemy tis teyvns éxoyv. Besprochen von J. Strzyyowski. — M. Peviég NS» 
Mytoopaévns Keitémovios zat of dv *Ayylie xal Cequavig pidoe adtod (1617—1625). Be- 
sprochen von Johannes Drdseke.— Joh. Scheftlein, De praepositionum usu Procopiano. 
Besprochen von H. Braun. — III. Abt.: Bibliographische Notizen und kleinere Mitteilungen. 


Neue Jahrbiicher fiir Philologie und Pidagogik. Heraus- 
gegeben von AtrrepD FLEcKEISEN und Ricwarp RicHTer. 
63. Jahrgang. 147. u. 148. Band. 1893. Jihrlich 12 Monats- 
hefte. gr. 8. n. A 30.— 


12. Heft. 
Inhalt: IL Abt. Zum fiinfkampf der Griechen. von F. Mie in Rostock. — Zu 
Platons Politeia. von X. J. Liebhold in Rudolstadt. — Zur textiberlieferung der Aristo- 
telischen politik. von F. Susemihi in Greifswald. — Zu Sophokles Antigone [v. 4]. 
V. Pingel in Kopenhagen. — Ad Statii siluas symbolae. II. von F. Skutsch in Breslau 
und F. Volimer in Diisseldorf.— Uber zwei briefe Ciceros an C. Trebonius. von KR. Leyds 
in Groningen. — Zu Suetonius vita des Horatius. von F. Heidenhain in Strashurg (West- 
preuszen). — Zur Peutingerschen tafel. von F. Philippi in Osnabriick. — Zu Pletons Menon. 
von 0. Apelt in Weimar. — Zu den Sibyllinischen orakeln. von A. Rzach in Prag. — Die 
Trierer Sallusthandschrift. von Zh. Opitz in Dresden. — Verzeichnis der im jahrgang 
1893 beurteilten schriften. — Sachregister. — Berichtigungen im jahrgang 1893. 

Il. Abt.: Die neuesten fortschritte auf dem gebiete d&s realschulwesens in Frank- 
von Bernhard Heinzig in Annaberg. — Beitrige zum rhythmus und zur metrik 
der hebriiischen poesie. von Julius Ley in Kreuznach. — Busch-Fries: lateinisches tibungs- 
buch. vier teile. fiir sexta bis tertia. Berlin, Weidmann. angez. von Ernst Haupt in 
Schneeberg. — Aus dem nachlasse des Dessauer philanthropins. von Otto Franke in 
Dessau. — Bericht iiber die dreifsigste versammlung des vereins rheinischer Schulminner 
(1893). von Emil Oehliey in Kiln. — Inhaltsverzeichnis. — Namensverzeichnis. 
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Neue Jahrbiicher fiir Philologie und Pidagogik. Heraus- 
gegeben von ALrreD FLecKkerseN und RicwArp RiIcuHTer. 
64. Jahrgang. 149. u.150. Band. 1894. Jihrlich 12 Monats- 
hefte. gr. 8. n. A 30.— 


Heft. 
Inhalt: I. Abt. Der schild des Achilleus und die mykenischen funde. von 
H. Kluge in Céthen. — Zum Chrysippos des Euripides. von V. Pingel in Kopenhagen. — 
Zur alexandrinischen litteraturgeschichte. I. II. von F. Susemihi in Greifswald. — Bei- 
trige zur fastenkritik. von R. Th, A. Fruin in Utrecht. — Zu Xenophons Apomnemoneu- 
mata [II 8, 8]. von K. J. Liebhold in Rudolstadt. — Die hifen von Karthago. (schlusz.) 
von 0. Meltzer in Dresden. — Zu Livius [XXI 53, 4]. von KX. J. Liebhold in Rudolstadt. 


— Wundermittel aus der zeit des Galenos. von R. Fuchs in Straszburg-Neudorf (Elsasz). 
Anz. v. R. Crampe: Philopatris (Halle 1891). von F. Perle in Halberstadt. 

IL, Abt.: Der dritte italienische anschauungscursus des kaiserlich deutschen 
archiologischen instituts. von Paul Glasser in Leipzig. — Der palast des Odysseus. (schlusz.) 
von Paul Dérwald in Ohlau. — Ein Wort fiir den neuen preuszischen Lehrplan der natur- 
beschreibung. von Bernhard Landsberg in Allenstein in Ostpreuszen. — O. Xohi: griechisches 
lese- und iibungsbuch. I. untertertia. zweite auflage. (Halle 1894.) ang. von Richard 
Grosser in Wittstock. — C. H. Miiller: stereometrische constructionen. projectionslehre 
fir die prima des gymnasiums. (Frankfurt a.M.) ang. von Otto Richter in Leipzig. 


Heft. 


Inhalt: I. Abt. Der zusammengezogene zweisilbige genitiv J7yiéos bei Ho- 
meros. von H. Dintzer in Kiln. — Anz, von FE, Mucke: de consonarum in graeca lingua 
praeter Asiaticorum dialectum Aeolicam geminatione. part. altera (Freiberg 1898). vou 
H. Ziemer in Kolberg. — Zur chronologie attischer dramen. von W. Christ in Miinchen. 
— Zu Apollodoros [fragm. Sabbaitica]. von 0. Hdfer in Dresden. — Zu dem komiker 
Krates. von F. Hultsch in Dresden. — Zu Vergilius Aeneis [I. 396]. von R. Meissner in 
Pr. Stargard. — Zur politik Alexanders des groszen. von W. Schwarz in Neuwied. — 
Studien zur iiberlieferung und kritik der metamorphosen Ovids. III. Die familie O. von 
H. Magnus in Berlin. — Quogue und proporro. von F. Polle in Dresden. — Ciceros brief- 
schaften und ihre verbreitung unter Augustus. von L. Gurlitt in Steglitz bei Berlin. 

It. Abt.: Zur entwicklung des hdheren schulwesens Englands. eine kritik der 

vorziige englischer erziehung. von Joseph John Findlay in Rugby in England. — Die 
kunst als gegenstand des gymnasialunterrichts. von Emil Koch in Zittau. — Dr. Julius 
Baumann: volksschulen, héhere schulen und universitiiten. wie sie heutzutage einge- 
richtet sein sollten. (Giéttingen 1893). angez. von Xonrad Seeliger in Zwickau in Sachsen. 
— Hugo Landwehr: dichterische gestalten in geschichtlicher treue. elf essays. ein bei- 
trag zum verstiindnis der classischen dramen. (Bielefeld und Leipzig 1893.) angez. von 
L. Crampe in Halle. — Dr. phil. Theodor Klidhr: leben und werke Richard Mulcasters, 
eines englischen piidagogen des sechzehnten jahrhunderts. (Dresden 1893.) angez. von 
Réschhorn in Dresden . 


Neuere Sprachen. 


Boerner, Dr. Otto, Oberlehrer am Gymnafium gum Heiligen Kreuz 
3u Dresden, Lehrbuch der frangijijdhen Sprache. Mit be- 
jonderer Beriidfidtigung der Ubungen im miindliden und fdrift- 
lichen freien Gebraud Der Sprade. Dritte Doppel- 
Auflage. [XVI u.332 S.] gr.8. Jn Meinwand geb. n. M 2.60. 

- Dasfelbe in 2 UAbteilungen, in Veinww. geb.: L. Wt. 
bis Leftion 29 einjdl. [VIII u. 76 S.] nu. M —.80, IL. Wot. 
Reftion 30 bis Ende. [VIII u. 258 S] n. M 2. 

pee Dadurch, dak das Lehrbuch auch in zgwei Ubteilungen ausgegeben 
wird, glaubt die Verlagsbuchhandlung vielen Lehranftalten, gumal Biirger- und 

Mittel\chulen, die Cinjiihrung gu erleicdtern. 

die Hauptregetn der frangdjijhen Grammatif. 
Ym Anjhlug an das , Lehrbuch der frangifijden Sprache” fiir den 
Sdulgebraud) bearbeitet. Dritte Doppel-Auflage. [VIII u. 
155 S.] gr. 8 Qn einwand geb. n. M 1.60. 
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Il. Padagogik. Deutsche Schulbiicher. 


Heftidrift gum fjiebsigiten Geburtstage Rudolf Hildebrands 
in Auffaigen gur deutjden Sprade und itteratur fowie zum 
deutiden Unterridjte von Karl Bilg, O. Brenner, Sigmund 
Seift, Ludwig Frainfel, Carl Franke, O. Glide, H. Gloe!, 
Ernft Henjdfe, Friedr. Kluge, Mar Kod, C. Krumbad, 
Kar{ Landmann, Rudolf Lihner, Ernft Martin, A. 
Matthias, Carl Miller, Julius Sahr, Rudolf Sdhlifer, 
Strang Sdunedermann, H. Unbefdheid, Eugen Wolff 
herausgegeben von Otto Lyon. Mit einem Bildnijfe Rudolf 
Hildebrands. Bugleid) Ergdngungsheft gum adten Jabhrgange 
der Seitihrift fiir den deutfden Unterridt. Der Exrgangungs- 
Hefte drittes. [IV u. 364 6] gr. 8. gehn M4 


Iubalt j. S. 59 unter Geitidrijt fiir den deutiden Unterricht. 


Wirth, G., Lehrer an der hiheren Tichterjdule su Guben, deut| hes 
Lejebud fiir hihere Tidterfdulen. Fiinfter Teil. Ober- 
ftuje: CExjter Rurfus. MNeunte Wuflage. [VIII u. 494 S| 
gr. 8. geh. n. M 2.80. 


Seitidrift fiir den deutjden Unterridt. Unter Mitwirtung von 
Rudolf Hildebrand herausgegeben von Otto Lyon. 8. Yabr- 


gang. 1894. gr. 8. Preis fiir den Yahrgang von 12 Mtonats- 
Heften gu je 4—5 Drudbogen n. M 12.— 


2. Heft. 


Juhalt: Zum Hexameter. Bon Rudolf Hildebrand. — Die Schwiinke de3 Hans 
Sadhs und das Komijde. Bon Chriftian Semler. — Welde und Welthes. Von Frang 
Branly in Wien. — Spredhjimmer: Nr. 1. Bu dem Spruce ,, Heile, heile Segen 2c. Bon 
Anton Englert in Minden. Nr. 2. Ltining, Liinken, ein Name fiir den Sperling. Bon 
O. Glide in Wismar i. M. Mr. 3. Minléde = Mein Lebtage. Von O. Glide in Wismar i. M 
Rr. 4. Yu Matthias Sammlung ,,.Das deutide Volkslied”. Von R. Sprenger in Northeim. 
Rr. 5. Yu Julius Wolffs Vurlet. Bon R. Sprenger in Northeim. Mr. 6. ne dem Rinder- 
liedden ,,Chrifttind, fomm in unjer Haus”. Bon Anton Englert in Minden. Mr. 7. Zu 
Sdillers ,,Wallenfteins Lager”. Von WW. Sprenger in Northeim. Nr. 8. Bu Goethes Hermann 
und Dorothea. Vou RK. Sprenger in Northeim. Mr. 9. Bum armen Heinrich Bon R. Sprenger 
in Northeim. Nr. 10. Mustate in der Bedeutung von Kot. Von Anton Englert in Minden. 
Rr. 11. Yu einer Stelle in Uhlands Hergog Ernft. Von RK. Sprenger in Northeim. Mr. 12. 
Rot (Anjrage). Von RK. Sprenger in Northeim. Mr. 13. Yu dem Ausdruce ,,Binnen turzem". 
Bon RK. Sprenger in Northeim. Nr. 14. Bu Goethes Singer. Von RK. Sprenger in Northeim. 
Nr. 15. Ru Sdhillers Glode. Von RK. Sprenger in Northeim. Nr. 16. Bu Uhlands Bolksliedern. 
Bon RK. Sprenger in Northeim. Nr. 17. Bu dem Spridworte: ,,Wenn einem ein Wolf, Hiri 
und Eber begegnet, das ijt ein gliidlidjes Seiden.” Bon A. Englert in Minden. Mr. 18. Zu 
SaHlegels Arion. Von E. Meyer in Herford i. Weftf. Nr. 19. Bu Schillers Tell WI, 3. Bon 
E. Meyer in Herford i. Weft; Mr. 20. Bu Goethe Hermann und Dorothea IX, 224. Bon 
€E. Meyer in Herford i. Welt]. — Guftav Fabricius, Die Aufgaben de3 deutfden Unterridss 
at einem Realgymnafium. Angegeigt von F. Lindner in Roftod i. M.— Oswald Reifert, 
Otto mit dem Barte, und Oswald Reifert, Daumling. Angegeigt von Heinrid Glos! 
in Wejel.— Dr. HD. Gloede, Die dentide Jnterpunttionsleyre. WAngeseigt von F. Lindner. — 
U. Kod, Die Schule und das Fremdwort. Angegeigt von Rarl Menge. — Franz von 
Rher, Kulturge|dichte dex Deuticen im Mittelalter. AUngegeigt von wWaffergieher in 
Flensburg. — J. Heuwes, Goethes Gig von Berlicjingen. Angegeigt von Marl Menge. 
— Max Kod, Gejchidte der deutjchen Litteratur. Angezeigt von Otto Lyon. — G. Wust- 
mann, WS der Grogvater die Grofmutter nahm. Angegrigt von Otto Vyon. — Meine Mit- 
teilungen. — Seitjdriften. — Neu erjchienere Biider. 
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Seitidrift fiir den dentjden Unterridt. Unter Mitwirfung von 
Rudolf Hildebrand herausgegeben von Otto Vyon. 8. Yabr- 
gang. 1894. gr. 8. Breis fiir den Yahrgang von 12 Monat3- 
heften gu je 4—5 Drudbogen n. M 12.— 


3. Heft. 


FIuhalt: Zu Rudolf Hildebrands 70. Geburtstage. Von Otto Syon. — Sum Unterridt 
der Englander in Deutidland in der deut hen Sprade und Litteratur. Bon Karl Breul in 
Cambridge — Gemijdhter Rhythmus. Bon Rudolf Hildebrand. — Zur Behandlung der 
mittelhoddeutiden Leftiire in Oberjefunda. Bon Friedrid Heufbner in Raffel. — Eine bis 
jest unbefannt gebliebene Wusgabe de8 deutiden bg yee Bon Hans Graf in 
Wolfenbiittel. — Bur Nar ~enlertaune, Von C. Madel in Perleberg. — Bdhmen die Heimat 
Walthers von der Vogelweide? Bon Adolf Haufenblas in Reichenberg i. BV. — Spred}- 
gimmer: Nr. 1. Das Schergritfel aus Tirol. Bon Sami in Montabaur. Mr. 2. Bur 
Redensart: ,, Yn die Pilge gehen”. Bon O. Ripner in Gera, Reuf. Mr. 3. Gaternentieder. 
Bon O. Gldde in Wismar i M. Mr. 4 Zannen, sich zauen. Bon RM. Sprenger in 
Northeim. Mr. 5. Sdhurie-Murle. Von F. Kunge in Karlsruhe. Nec. 6. Bu Heines Verg- 
Jdylle. Von Anton Englert in Minden. Nr. 7. Bu dem Spotivers: »Bonapart ift nimmer 
ftols." Bon Anton Englert in Minden. Mr. 8. ,, Wie die Sprache altes Leben fortfiihrt.” 
Bon SHhmis in Montabaur. — Albert RMidter, Deutide Redensarten. Angege'gt von 
Theodor Matthias in Zittau. — Dr. Guftav Hey, Die flavijden Siedelungen im Rinigreich 
Sacjen mit Ertlarung ivrer Namen. Angegeigt von O$far BiH me in Reidenbad i. B. — 
Hopf und Paulfiel, Deutides Lefebud) fiir hdhere Lehranjtalten. Angegeigt von Heinrid 
sacobjen in Steglig b. Berlin. — Die Bibel nach der deutfden berjegung Dr. Martin 
Luther3. Ym Wuftrage der deutfden evangelijden Kirchenfonfereng durchgejehene Uusgabe. Angegeigt 


von H. Rohrs in Liineburg. — Kleine Mitteilungen. — Heitidriften. — Neu erfdienene Biider. 


- —— €rgingungsheft gum 8. Yahrgang. °W. u. d. T.: 
Seftichrift gum fiebsigiten Geburtstage Rudolf Hildebrands. 


YInhalt: Bur deuticden Bearbeitung der Melufinafage. Von Karl Bil’ in Verlin. — 
Griechijdhe Hilfe im mittelhodoeutiden Unterridt. Von O. Brenner in Wiirgburg. — Deutfde 
Etymologien. Von Sigmund Ferft in Bingen a. Rh. — Uber die Volkspidtung im Meifnifden. 
Von Carl Franke tm Plauen i. VB. — Die Stellung des niederdeutidjen Dialetts und feiner 
Werke gur hochdeutiden Sdriftiprace und Litteratur. Bon O. Glide in Wismar i. Mel. — 
Niederrheinijdes Deutid. Bon Heinrid Glosl in Wejel. — Der Lehrling der Griedjen. 
Von Mar Kod in Breslan. — Zur deutiden Heldenfage. Von Karl Landmann in Darmitadt. — 
Wie tann der deutfde Unterridt sur Ergiehung der Jugend beitragen? Von Rudolf Vs Hhner 
in Wien. — Haarigel und Haareule Bon Ernft Martin in Strafburg i. Elf. — Ein RKapitel 
fiir fi. Gon A. Matthias in Diifjeloorf— — Laurentius Albertus —_ Albert Olinger. Bon 
Carl Miller in Dresden. — Aus der Praxis des deutiden Unterridts. Von C. Rrumbad 
in Wurgen. — Das Boltstiimlide in Martin Greifs vaterlindijden Viihnendidtungen. Bon 
Ernft Henjdfe in Minden. — Biblijdhe Untlange bet Schiller. Von Frang Sdnedermann 
in Leugid. — Seebad. Bon Rudolf Sdlifer in Leipzig, — Goethes Fauft (1. Teil) als 
Sdullettiire. Bon Hermann Unbeideid in Dresden. — Uber Gotticheds Stellung in der 
Gejdidte der deutiden Sprade. Bon Cugen Wolff in Kiel. — Eberhard Lappe, ein deutider 
Sdulmeifter und Germanift alterer Zeit. Von Qudwig Frantel in Minden. — Gottiried 
Auguft Biirger als Lehrer der deutiden Sprade. Bon Julius Sahr in Dresden. — Wort: 
deutungen. Von Friedr. Kluge in Freiburg i. B. — Die Cinheit des deutiden Unterricdhts 
an der Univerfitit und in der Schule. Von Otto Vyon in Dresden. 


Seitidhrift fiir weiblide Bildung in Schule und Haus. Sentralorgan 
fic das deutfde Miaddenjdulwejen. Begriindet von Ricard 
Sdhornftein, gegentwartig herausgegeben von Direftor a. D. Dr. 
Wilheim Budner in Cifenad. 22. oe 1894. Jabrlid 
24 Hefte. gr. 8. Preis halbjahrilid n. 

4. Heft. Februar IL. 


Inhalt: Nachruf fiir Dr. Adolf Meyer. Von dem Vorfigenden des Preufifden Vereins, 
Dr. Neumann- Dangig. — Entiwurf eines Gejeges, betr. dad Rubhegehalt der Lehrer u. Lehrerinnen 
an den dffentlicjen nichtftaatlicjen mittleren SGchulen und die Fi irforge fic ihre Hinterbliebenen. — 
Begriindung desjelben. — Exjte Beratung diejes Gejesentwurfes im preuf. Whgeordnetenhauje. — 
I. Bereinsangelegenbheiten. Cingabe de3 Preufijden Bereins der Hffentliden Hhiheren 
Maddhenjdulen an das Haus der Whgeordneten gu Berlin. — I. AHhHandlungen. Betradtungen 
m Gefegentwurf, betr. das Iiubhegehalt der Rehrer und Lehrerinnen_an Sffentliden biheren 
we ig oy Preufens und die Fiirjorge fic ihre Hinterbliebenen. Von Oberlehrer Dr. Wunder: 
| —IL Sitteratur fiir SGdule und BWijfen{daft. Bur Vefpredung eingegangen. — 
yr Offqne und gefudte Stellen. — V. Brieftaften. 
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Seitidrift fiir weiblighe Bildung in Sule und Haus. Zentralorgan 
fix das deutide Madchenfdulwejen. Begriindet von Ridard 
Sdornftein, gegenwartig herausgegeben von Direftor a. D. Dr. 
Wilhelm Budner in Cijenadh. 22. Jahrgang. 1894. Jahrlid 
24 Hefte. gr. 8. Preis halbjahrlid n. M 6.— 

5. Heft. Méarz I. 
SIuhalt: 1. AbhHandlungen. Der Direftor der Hdheren Tidjterjdhule I. 3u Hannover 

Dr. phil. Udolf Meyer ¢t. Bon A. Steinberg-Hannover. — Das Ailtejie — freilich nicht 

Deutide fondern cyechifde — Maddjen-Gymnafium in Brag. Bon Prof. Bakler- Prag. — 

Der Ferienfurfus des Neufrangdfifden Seminars an der Univerfitit Genf. Won Direftor 

Dr. Horn, Wismar. — Il. Verfiigungen der Staatsbhehirden Orte und Termine fiir die 

Priifungen der Rehrerinnen, Spraclehrerinnen und Sdhulvorjteherinnen im Sahre 1894 in 


Preufen. — Orte und Termine fiir Priifungen der Lehrerinnen fiir weibl. Handarbeit im 
Sabre 1894. — Termin gur Eriffnung de RKurjus gur Ausbildung von Turnlehrerinnen gu 
Berlin. — Termine fiir die Turnlehrerinnen- Priifung. — Il Vereinsangelegenheiten. 


Jahresverjammlung der Bweigvercine von Baden und Eljah-Lotfringen 1893. Bon Direktor 
Dr. QoHlein- Karlsruhe. — IV. Verfdiedenes. Die DienftalterSjulagen der Lehrer an den 
Hdheren Madchenjdulen Berlin’. Von C. M. — Heidelberg. Promotion von Frl. Windfdeid. — 
Perjinlicdes. — V. Brieftajten. — Ein Briefmicdhjel. 


6. Heft. Mrz IL. 


Suhalt: IL Abhandlungen. Welden ielen haben wir in unferem Gejdhichts- 
unterricjte guguftreben? Bon Dr. Dihler-Deffau. — Il. Berfdiedenes. Bur Warnung 
fic dbeutide Yehrerinnen. — Weiblide Studierende. — Perfinlides. — UL. Vitteratur fiir 
Sdule und Bijffenfdaft. Oblert, Der Unterridt im Frangdjfifdhen. Bon M. Maag- 
Breslau. — Oblert, Vehr- und Lejebud) der frangdfifden Sprade. Von demfel ben. — Oflert, 
Frangofiides Lefebud. BWon demfelben. — Babhljen, Der frangifijdhe Spracunterridt im 
Neuen Kurs. Bon demfelben. — Knaake und Lohmever, Hilfsbuch fiir den Untervidt in der 
deutiden und brandenburgijd-preufifden Gefdidte. Bon Dr. BP. Bartel3- Flensburg. — 
Chriftenjen, Leitfaden fiir den Unterricht in der Gefdhidte. Von demfjelben. — Junge. Der 
Gefdhidtiunterricht auf den hiheren Schulen. Bon demfelben. — Schauffler, Quellendbichlein 
gur Rulturgefdichte des deutidhen Mittelalters. Bon demfelben. — Rogge, Vom RKurhut gur 
Raijerfrone. I. Bon demfelben. — Ruland, Die Hohengollern in ihrer Furjorge fiir ihr Land 
und Golf. Bon demfelben. — IV. Offene und gejudte Stellen. — V. Brieftaiten. 

7. Heft. April L 

Ynhalt: I Abhandlungen. Hit eine Schulbibel wiinjdenswert oder nit, und 
aus welaen Griinden? Bon Dr. Rihle-Erfurt — Il. Vitteratur fiir Sdule und 
Wifjenidaft. Heilmann, Gefdhidte der deutfcdhen Mationallitteratur. Von B. — Stephanus’ 
Schulausgaben. Shillers Wallenjtein herausgegesen von Miller. Bon B. — Sommerlad, Bum 
Abjdied. Von B. — Holghey-Bever, Der Jungfrau eben, Vieben, Leiden. Von B. — Freytags 
Sculausgaben, Heft 1—4. Von B. — Freytags Sdhulausgaben, Sdhillers Tell herausgegeben 
vou Strgemda. Bon B. — Schillers Gedichte herausgegeben von Uellner. Von B. — Abegg, 
Was fdulden wir unfern RKindern, Heft 2—8. Von B. — Vyon, Abriff der deutjden Poetif, 
Von B. — Hiittmann, Litteraturfunde. Bon B. — Kiy, Hans Sachs. Bon B. — Kippenberg. 
Lehrplan fiir die Hihere Maochenfdule. Von B. — RKehrbadh, Mitteilungen der Gejelljdaft fiir 
Exrgiehungs- und Sdulgeidhidte. Bon Ufer-Wltendburg. — Rellner, Vebensbla'ter. Bon 
demfelben. — Reinidmidt, Naturwifjenfdaft im Haushalte. Bon PB. Roloff-Crefeld. — 
Bail, Veitfaden ter Boologie. Bon demfelben. — Sprodboff, Die widtigiten Feinde der 
RKulturpflangen. Bon demjelben. — Miller und Pilling, Schulflora. Bon demfjelben. — 
Pilling, Lehrgang de3 botanifdjen Unterridts. I. Won demfelben. — Pilling, Bflangenheft. 
Bon demfelben. — Hecht, Recdhenbuch fic Maddenfdulen. Von demjelben. — Bur Belprecdung 
eingegangen. — LIL Offene und gefudte Stellen. — IV. Brieftaften. — Cin Briej- 
wedjel. Sdhlug. Bon Willms- Lilfit. 

8. Heft. April IL 

Fuhalt: I Abhandlungen. Bur Gefdicdte der Miaddjenergiehung im 18. Yahr- 
hundert. Bon R. Fifder-Crier. — Ll. Verfdiedenes. Berlin. Gefesentwurf betr. Rube- 
ehait ber Lehrer und ehrerinnen an mittleren Schulen. — Berlin. Staatlider Lehrplan fir 

Addenjdulen. — Strafburg i/E. ehrerinnenheim. — Genejungsheim des Londoner Vereins 
deutider Lehrerinnen. — Perjinlices. — U1. Vitteratur fir SOdule und Wifjex{daft. 
Sommer, Zur Frauenblewegung in Deutidland. Bon B. — Waffergieher, Aus dem Leben der 
deutiden Sprache. Bon H. Wendt-Elberfeld. — Lefebuch fiir weiblicge Fortbildungsfdulen. 
Bon demjelben. — Krumbad, Deutide Auffige. Bon demfelben. — Niiruberg, Crflarung 
de8 fleinen Ratedhismus Dr. M. Luther’. Won Bwikers-Emden. — 1V. Offene und 
gejudte Stellen — V. Brieftaften. 


9. Heft. Mai I. 


Snhalt: L Abhandlungen. Die Berliner Gymnafialturje fiir Frauen. Won 
Direttor Prof. Goldbed-Berlin. — Yur Gejdhidte der Maddenergziehung im 18. Jagrhundert. 
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Gon K. Fifder-Trier. (Sdhluf.) — IL. Verfiigungen ber Staatsbehirden. Setr 
Abanderung beg. Ergingung der Priifungsordnung fiir Beidhenlehrerinnen. — IL. Verf{diedenes 
Berlin. Ronfereng betr. die Hiele des Maddenjchulwejens. — eipgig. Gymmafialfurfe fiir 
Frauen. — CEriffnung de? Maddengymnafiums gu Leipgiy. — Das VW jahrige Yubilaium der 
Hdheren Maddenfdule in Baden» Baden. — Feier in den Frande'jden Stiftungen. — Berlin. 
Handelsfdule fiir Madden. — Perjinlicdes. — IV. VQitteratur fir Schule und Wiffen- 
aft. Bever und Pafiy, Clementarbuch de gefprocenen Frangofijd. Won Dr. Wespy- 
Crefeld. — Beyer, Ergingungsheft su Beyer-Paffy. Von demfel ben. — Kriiger, Drei Kaiferinnen 
Von E. Taubenfped-Crejeld. — Zur Vejipredung eingegangen. — V. Offene und gefudte 
Stellen. — VI. Brieffaften. — Generalverfammlung de3 Wilhelm Auguita-Vehrerinnen 
Verein’. — Mitteilung. — Wis Beilage: Die Ronjereng in Berlin. Bon O. Sommer. 


III. Mathematik, 
technische und Naturwissenschaften. 


Bardey, Dr. E., methodifdh geordnete Aufgabenfammlung, 
mehr al8 8000 Aufgaben enthaltend, iiber alle Teile der Elementar - 
Urithmeti€, vorgugsweije fiir Gymnafien, Realgymnafien und 
Oberrealfdulen. Bwangigite Wuflage. [XIV u. 330 S.] qv. 8. 
geh. M 2.70. 

— Refultate hiergu. gr.8. [128 S.] geh.n. M1.— 

Die Refultate find nist durch den Budhandel gu beziehen, 
jondern werden nur unmittelbar von der Verlagsbudhandlung 
gegen CinfendDung von 1 K (in Briefmarfen) an beglaubigte Lehrer 
geliefert. 

Cantor, Moritz, Vorlesungen tiber Geschichte der Mathe- 
matik. In 3 Banden. Dritter Band. Vom Jahre 1668 bis 
zum Jahre 1759. In drei Abteilungen. Erste Abteilung. 
Die Zeit von 1668 bis 1699. Mit 45 Figuren im Text. 
[251 S.] gr. 8 gehn. M 6.— 


Voranzeige s. Mitteilungen 1894 Nr. 1, S. 14. 

Heffter, Dr. Lothar, a. 0. Professor an der Universitit Giessen, 
Einleitung in die Theorie der linearen Differential- 
gleichungen mit einer unabhiingigen Variablen. [XV u. 
258 S] er. 8 geh n. M 6.— 


Voranzeige s. Mitteilungen 1892 Nr. 2, 8. 45. 

Kraepelin, Prof. Dr. Karl, Direktor des Naturhistorischen Museums 
zu Hamburg, Leitfaden ftir den botanischen Unterricht 
an mittleren und hdheren Schulen. Mit 212 Figuren in 
Holzschnitt. Vierte verbesserte Auflage. [VI u. 116 8.] 
gr. 8. 1893. kart. n. M1.— 

Voranzeige s. S. 50. 

Kronecker, Leopold, Vorlesungen tiber Mathematik. Her- 
ausgegeben unter Mitwirkung einer von der Kéniglich Preussi- 
schen Akademie der Wissenschaften eingesetzten Commission. 
In 4 Banden. I. Band. Vorlesungen tiber die Theorie 
der einfachen und der vielfachen Integrale. Heraus- 
gegeben von Dr. Eugen Nerro, Professor der Mathematik an 
der Universitit Giessen. [X u. 3468.] gr. 8. geb.n. M12.— 


Voranzeige s. Mitteilungen 1893 Nr. 3, 8. 74. 
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Mathematische Annalen, Begriindet 1868 durch Atrrep 
Cresscn und Cart Neumann. Unter Mitwirkung der Herren 
Pavut Gorpan, Cart Neumann, Max Noeruer, Kart Vonpsr- 
Miuux, Hermricn Weser gegenwirtig herausgegeben von Fenix 
Kern in Géttingen, WatTuer Dyck in Miinchen, Apotpn Mayer 
in Leipzig. 44. Band. gr. 8. Preis fiir den Band von 4 Heften 


n. A. 20.— 
1. Heft. 
Inhalt: Ueber die Zerlegung der Ideale eines Zahlenkirpers in Primideale. 


Von David Hilbert in Kiénigsberg i. Pr. — Ueber die partielle Differentialgleichung des 
Problems 0 f f V (p,q) dxwdy=0. Von Josef Kirschak in Budapest. — Ueber die voll- 
stindigen Integrale partieller Differentialg:eichungssysteme. Von Leo Koenigsberger in 
Heidelberg. — Ueber Functionen, welche in gewissen Punkten endliche Differential- 
quotienten jeder endlichen Ordnung, aber keine Taylor’sche Reihenentwickelung besitzen. 
Von Alfred Pringsheim im Miinchen. — Ueber die nothwendigen und hinreichenden Be- 
dingungen des Taylor’schen Lehrsatzes fiir Functionen einer reellen Variablen. Von 
Alfred Pringsheim in Miinchen. — Ueber Riemann’s Convergenzcriterium. Von A. Hurwitz 
in Ziirich. — Verschwiudende Determinanten dritten Grades aus terniren linearen Formen. 
Von M. Pasch in Giessen. — Ueber die Transformationstheorie der automorphen Func- 
tionen. Von Robert Fricke in Gittingen. — Ueber Kreisbogendreiecke und Kreisbogen- 
vierecke. Von A. Schénfies in Gottingen. — Sulla razionalita delle involuzioni piane. 
Nota di Guido Castelnuovo a Roma. — Bemerkung zur Algebra der Logik. Von A. Xorselt 
in Pirna. (Auszug aus einem Brief an die Redaction.) — Trasformazione di una curva 
algebrica in un’altra con soli punti doppi. Nota di £. Bertini a Pisa. 


2. u. 3. (Doppel-)Heft. 


Inhalt: Beitriige zur geometrischen Theorie der Schwarz’schen s-Function. 
Von Fr. Schilling in Verden a. A. — Die multiplicativen Formen auf algebraischem Ge- 
bilde beliebigen Geschlechtes mit Anwendung auf die Theorie der automorphen Formen. 
Von Ernst Ritter in Géttingen.— Zur Theorie der trilinearen Verwandtschaft dreier ein- 
stufiger Grundgebilde. Von Franz London in Breslau. — Ueber bedingte Convergenz 
unendlicher Producte. Von Alfred Pringsheim in Miinchen. — Ueber die angeniherte 
Darstellung der Zahlen durch rationale Briiche. Von A. Hurwitz in Zirich. — Ueber 
angewandte Mathematik. Von C. Runge in Hannover. 


Zeitschrift fiir Mathematik und Physik. Herausgegeben unter 
der verantwortlichen Redaction von Dr. O. Scutémmcn und 
Dr. M. Cantor. 39. Jahrgang. 1894. gr. 8. Preis fiir den Jahr- 
gang von 6 Heften n. & 18.— 


2. Heft, mit 1 lithographierten Tafel. 


Inhalt: Die Auflésung der Gleichungen mittelst der Normalform. Von Dr. 
Gottl. Friedr. Lipps in Strassburg (Elsass). — Aequivalenz der Livientheilsysteme. Von 
Ferdinand Kraft in Zirich. (Tafel Ill Figur 1—9.) — Kleinere Mittheilungen. 
Projective Form eines metrischen Satzes. Von Dr. P. Muth. — Ueber die Construction 
von Kegelschnitten aus fiinf Punkten oder fiinf Tangenten. Von 0. Schilémiich. — Nach- 
trag zu dem Aufsatz ,,Einige Methoden etc.“ Von Dr. Stoll. — Die thermischen Capa- 
citaten der festen und tropfbar fitissigen Kérper, insbesondere des Wassers. Von Prof. 
Dr. Kurz. — Historisch-literarische Abtheilung (besonders paginirt). Ueber 
die Wasseruhr und das Astrolabium des Arzachel. Von Dr. Armin Witistein. — Recen- 
sionen: Dini, Ulisse, Grundlage fiir eine Theorie der Functionen einer veriinderlichen 
reellen Grésse. Von Alfred Pringsheim. — Darboux, G., Lecon sur la théorie générale des 
surfaces et les applications géométriques du calcul infinitésimal. Von Wiligrod. — Bi- 
bliographie vom 16. November 1893 bis 31. Januar 1894: Periodische Schriften — 
Reine Mathematik — Angewandte Mathematik — Physik und Meteorologie. 


Zeitschrift fiir mathematischen und naturwissenschaftlichen 
Unterricht. Ein Organ ftir Methodik, Bildungsgehalt und Or- 
ganisation der exakten Unterrichtsficher an Gymnasien, Real- 
schulen, Lehrerseminarien und gehobenen Biirgerschulen. (Zu- 
gleich Organ der Sektionen fiir math. und naturw. Unterricht in 
den Versammlungen der Philologen, Naturforscher, Seminar- und 





go maa 


teilu 
der I 
Prim 
Spre 
nati: 
Unter 
unit 
der 
Geh.- 
Erw 
der 1 
—B 
Ber 
plani 
und 
We 
Lud 
—S§ 
Bach 
von 
Téc 
(Kri 
das 
Rei 
Sch 
a. 
ph 
ma 
He 
Bi 
wi 
un 
Ni 


om ote ee ee ee 


ED 


iR- 
IX 
ER 
en 


ul. 











Mathematik, technische und Naturwissenschaften. 63 





Volksschullehrer, sowie auch des Vereins zur Firderung des 
Unterrichts in der Mathematik und in den Naturwissenschaften.) 
Herausgegeben von J. C. V. Horrmann. 25. Jabrgang. 1894. 
gr. 8. Preis fiir den Jahrgang von 8 Heften n. M 12.— 


2. Heft. 


Inhalt: I. Abhandlungen und griéfsere Aufsitze, kleinere Mit- 
teilungen, Sprechsaal und Aufgaben-Repertorium, Primitive Wurzeln 
der Primzahlen von der Form 2nq+-1, in welcher g=1 odereine ungerade 
Primzahl ist. Von Prof. G. Wertheim in Frankfurt a. M.— Kleinere Mitteilungen. 
Sprech- und Diskussions-Saal. Eine Controverse tiber die inter- 
nationale Sprache der Mathematik. (Abdruck aus der Zeitschrift fiir deutschen 
Unterricht.) a) Die internationale Sprache der Mathematik. Ein Beitrag zur Beseitigung 
unnitiger Fremdwiérter. Von Max Simon in Berlin. — b) Zur internationalen Sprache 
der Mathematik. Entgegnung auf vorstehenden Artikel. Mit 1 Figur im Text. Von 
Geh.-R. Schlémilch in Dresden. — c) Nochmals die internationale Sprache der Mathematik. 
Erwiderung auf die vorstehende Entgegnung. Von Max Simon. — 4) Nachschrift 
der Redaktion. — Zum Aufgaben-Repertorium. A) Auflisungen Nr. 1202—1211. 
— B) Neue Aufgaben Nr. 1259—1270. — Briefkasten zum A.-R. — Il. Litterarische 
Berichte. A) Rezensionen und Anzeigen. Schotten, Inhalt und Methode des 
planimetrischen Unterrichts. Eine vergleichende Planimetrie. 2. Bd. (Giinther). — Lieber 
und Kéhler, Arithmetische Aufgaben. (Jahn.) — Rezensionennaturgeschichtlicher 
Werke. Leunis, Schulnmaturgeschichte. 1. T. Zoologie. 11. Aufl. neu bearb. von 
Ludwig. — Krass und Landois, der Mensch und das Tierreich in Wort und Bild. 9. Aufl. 
— Schlitzberger, die einheimischen Schlangen, Echsen und Lurche. Taf. I. Schlangen. — 
Bach, Studien und Lesefriichte aus dem Buche der Natur. III. Bd. 4. Aufl. bearbeitet 


von Jiilkenbeck. — Zepf, Leitfaden fiir den Unterricht in der Naturkunde an héheren 
Téchterschulen. — Knauer, aus der Tierwelt. Schilderungen und allgemeine Uberblicke. 
(Krancher.) — Krancher (Vater und Sohn), Kalender des deutschen Bienenfreundes fir 


das Jahr 1894. 7. Jahrg. — Krancher (Dr. O.), Entomologisches Jahrbuch f. 1894. (H.) 
— B)Programmschau. Mathematische und naturwissenschaftliche Programme der 
Reichslande. (Fortsetzung von Heft 1 S. 61), Herbst 1891. 1892. 1893. Ref. Prof. 


Schaffer in Buchsweiler (Unterelsafs). — C) Zeitschriftenschau. Zeitschr. f. d. phys. 
u. chem. Unteriicht Vil,z. — Himmel und Erde (Urania) VI,1—4. — D) Bibliogra- 
phie. Januar 1894. -—- III. Pidagogische Zeitung etc. Die Miinchener mathe- 


matische Ausstellung. Bericht von Prof. Dr. Walther Dyck. (Abdr. a. d. allgem. Ztg.) 
Hectobar. Beilage z. Gesuche d. Prof. Dr. Buchenau in Bremen an den deutschen 
Bundesrat und Reichstag um Einfiihrung der Bezeichnung ,,Hectobar“ fiir die Ge- 
wichtsmenge von 100 kg. — Verein zur Férderung des Unterrichts in der Mathematik 
und in den Naturwissenschaften. Einladung zur Jahresversammlung in Wiesbaden. 
Nebst den Satzungen des Vereins. — Fragekasten nr. 78 betr. d. Vortrag v. Prof. 
Haas-Wien in Nirnberg. Hft. 1. 8S. 70 u. Beantwort. v. Prof. Haas. — Geschiftliches: 
a) Bei der Redaktion eingelaufen (Anfang Januar 1894.) — b) Briefkasten. 


3. Heft. 


Inhalt: I Abhandlungen und grifsere Aufsitze, kleinere Mit- 
teilungen, Sprechsaal und Aufgaben-Repertorium. Bewegung und 
Umformung. Eine methodische Skizze. 2ter Teil des in Bd. XXIV,5S.81u. f. er- 
schienenen Artikels. Mit 18 Fig. i. T. Von Prof. Dr. Jos, Diekmann, Rector des R.-P.-Gymn. 
in Viersen (Rheinprovinz).— Kleinere Mitteilungen. Sprech- und Diskussions- 
Saal. Didaktische Kleinigkeiten aus der Mathematik. Von Prof. Dr. Schlegei in Hagen. 
1) Ueber die Beriihrungskreise des Dreiecks. — 2) Ueber eine Zinseszins-Aufgabe. — 
Ein wenig bekanntes Divisionsverfahren. ,,Complementiire Division“. (Von einem Leser 
eingesandt.) — Zum Aufgaben-Repertorium. <A) Auflésungen Nr. 1212—1222. 
— B) Neue Aufgaben Nr. 1271—1284. — C) Aufgaben aus nichtdeutschen Fachzeitschriften 
Nr. 638—656. — Briefkasten zum A.-R. — II. Litterarische Berichte. A) Re- 
zensionen und Anzeigen. Jordan, Handbuch der Vermessungskunde. ;IIT. Bd. Feld- 
und Landmessung. 4. Aufi. (Giinther.) — Lejeune-Dirichlet, Vorlesungen tiber Zahlentheorie. 
Herausgegeben u. mit Zusiitzen versehen v. R. Dedekind. Vierte Aufl. (S. FE.) — Piining, 
Grundziige der Physik. Mit einem Anhange: Chemie und Mineralogie. (Arizt.) — B) Pro- 
grammschau. Mathematische und naturwissenschaftliche Programme der Provinz Han- 
nover. Ost. 1894 und der freien Stadt Bremen. Ost. 1890 u. 1891. Ref. Dr. G. Leonhardt, 
Oberl. am Friedr. R.-Gymn. in Dessau. — C) Zeitschriftenschau. a) Zeitschr. f. 
d. phys. und chem. Unterr. VII, 3—6. — b) Zeitschrift f. Schulgeogr. XIV, 1—6. — Ein 
neues Fachblatt. (Periodische Blitter f. naturk. u. mathem. Unterr. von Neumann.) — 
D)Bibliographie. Februar 1894.—III. Pidagogische Zeitung etc. Der Nord- 
Ostsee-Kanal, nach eigener Anschauung und den besten Quellen bearbeitet, ein Bei- 
trag zum Material fiir geogr. Unterricht. Von Realschul-Oberl. Sievers in Frankenberg 
(Sachsen). — Leopold Kronecker + (Nekrolog). Als Anhang hierzu: Verzeichniss der 
Schriften Kroneckers. (Abdr. aus d: Math. Annalen.) — Wie ist das physikalische Pensum 
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der Gymnasien zu umgrenzen? Vorlage fiir einen im Mathematiker- etc. Verein*) in 
Wiesbaden (Pfingsten 1894) zu haltenden Vortrag von Prof. Dr. Richter in Wandsbeck. 
— Die Universititsbibliothek in Leipzig. (Vergl. XXIV 558/9.) — Noch einmal ,die 
internationale Sprache der Mathematik“. Erginzung zu der Controverse in Heft 2. 8. 98 
u. f. — Berichtigung einer Stelle in dem Art. d. Herausgebers ,,Unsere Lehrerausbildung“ 
u. s. w. in Bd. 24, 8. 590 betr. die Prifungsordnung in Oesterreich.— Aufforderung, 
die Feier des 70. Geburtstags des Prof. Schager in Jena betr. — Eine neue Zeitschrift 
f. den mathem. Unterricht i. Ungarn. — Fragekasten No. 79. (,,Abbazia“; mit Antwort.) 
— Geschiaftliches: a) Bei der Redaktion eingelaufen. — b) Briefkasten. — Berich- 
tigung einer Jahreszahl. 


IV. Heilkunde. 


Jahrbuch fiir Kinderheilkunde und physische Erziehung. 
Neue Folge. Herausgegeben von 0. Heusner, A. Sterren und 


H. v. Wipernorer. 37. Band. gr. 8. Preis fiir den Band von 
4 Heften n. M 10.40. 


3. u. 4. (Doppel-) Heft. 


Inhalt: Zur Diagnose der Lungenentziindungen bei kleinen Kindern. Von Dr. 
N. Miller, Hauptarzt des Moskauer Findelhauses und Privatdocent der Kinderkrankheiten 
an der Moskauer Universitit. — Ueber gastrointestinale Sepsis. Vortrag, gehalten in 
der pidiatrischen Section der 65. Versammlung dw Gesellschaft deutscher Naturforscher 
und Aerzte in Nurnberg. Von Dr. Audolf Fischi, Docent fir Kinderheilkunde an der 
deutschen Universitit in Prag. — Ueber die kirperliche Entwickelung der Feriencolonie- 
Kinder. Von Schmid-Monnard, Halle a. 8. — Ueber die Hiufigkeit und Bedeutung von 
Mittelohrentziindungen bei kleinen kranken Kindern. Mittheilung aus dem Secirsaale 
des Communalhospitals in Kopenhagen. Von Dr. med. C. Rasch, 1. Assistent an der 
Hautklinik der Universitit Kopenhagen und ehem. 2. Prosector am Hospitale. — Zur 
Frage von der Schutzpockenimpfung. Von Dr. N. Gundobdin, Privatdocenten der kaiserl. 
medicin. Akademie. — Ueber die seltenere Form der angeborenen Phimose. Von Cari 
Hennig. — Ueber das Vorkommen von Pepton in Harn, Hiter und Milch. (Aus dem 
Mathilden-Landkrankenhause zu Darmstadt; dirig. Arzt Dr. Kichler.) Von Dr. Ludwig 


Sior. — Analecten. (Fortsetzung.) — Der VIII. Internationale Congress fiir Hygiene und 
Demographie. 


V. Forstwissenschaft. 


Martin, Dr. H., Kinigl. Preufifdher Forjtmeifter, die Folgerungen 
der Bodenreinertragstheorie fiir die Erziehung und die 
Umtriebszeit der widtigften deutfden Holzarten bearbeitet in 
Verbindung mit mehreren Fachgenoffen und herausgegeben von 
H. M. Erfter Band, enthaltend 1. Nationalifonomifde Grund- 
lagen. — 2. Unterjuchungen iiber Umtrieb3zeit, Boden: und 
Waldrenten in reinen Bucen-Hodwaldungen. Vom Herausgeber. 
{VIII u.281 SG] gr. 8 geh n. M 6.— 


Voranjeige f. Mitteilungen 1894 Nr. 1, GS. 16. 


*) Wir brauchen diesen kurzen Namen statt: ,,Verein zur Férderung des Unter- 
richts in d. Mathematik und den Naturwissenschaften* 
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Dritte Abteilung. 


Vermischte Notizen. 


Remneinevensbtnds. 


@ae Die Rezensionen stehen den betreffenden Herren Verfassern bez. Heraus- 
gebern der besprochenen Werke zur Verfiigung. 


Abkirzungen der Zeitschriften: 


AflLuGr. . . Archiv f. latcinische Lexiko- PidArch. . Pidagogisches Archiv. 
graphie und Grammatik. RCr. . . . Revue Critique. 

BlfdbG .. . Blatter fiir das bayerische RdEGr. . . Revue des Etudes Grecques. 
Gymnasialschulwesen. SdBlfhU . . Siiddeutsche Blitter fiir hdhere 

Bphw. .. . Berl. philol. Wochenschrift. Unterrichtsanstalten. 

CIR . . Classical Review. SwdSchBl . Siidwestdeutsche Schulblitter. 

COfdIdR. . . Central-Organ fiir die In- WBdLZ. . Wissenschaftliche Beilage der 
teressen d. Realschulwesens. Leipziger Zeitung. 

DL . . . Deutsche Litteraturzeitung. WfkIPh . . Wochenschr. f. klass. Philologie. 

JbaGw . . . Jahresberichte d. Geschichts- ZfdGw (Jb) Zeitschrift fir das Gymnasial- 
wissenschaft. [Schulwesen. wesen (Jahresbericht). 

JbiibdhSch . Jahresbericht iber d. héhere ZfasG. . . Zeitschr. f.d. dsterr.Gymnasien. 

JbiibdFaMath Jahrbuch itber d. Fortschritte ZfdR .. . Zeitschrift f.d Realschulwesen. 
der Mathematik. ZfaU .. . Zeitschrift firdeutschen Unter- 

JbiibndLG . . Jabresber.iib.neuere deutsche richt. 
Litteraturgeschichte. ZfltiSch. . Zeitschrift firlateinlose hihere 

LC ‘ . . Literarisches Centralblatt. Schulen. 

NatWoch . . Naturwissenschaftl.Wochen- ZfMuPh. . Zeitschr.f.Mathematik u.Physik. 
schrift. ZimuphU . Zeitschrift fir math. u. pbysik. 

NpbR.. . . Neue philolog. Rundschau Unterricht. 

OLbl . . . . Osterreich. Litteraturblatt. ZiwB. . . Zeitschrift f. weibl. Bildung. 


Abhandlungen zur Geschichte der Mathematik. 6. Heft. 

Inhaltsang. d.4 Abhandlgn. DL 13. 

Bachmann, die Elemente der Zahlentheorie. 
Umfafst auch das nach d. Dirichletschen Untersuch. Liegende. COfdIdR 2. 
Baule, Lehrbuch der Vermessungskunde. 

JbiibdFdMath XXV, 

Benseler, griech.-deutsches Schulwirterbuch. 9. Aufl. von Autenrieth. 

Bietet nach prakt. Priifg. b. Hom. u. Dem. d. Schiiler d. Nétige. ZfdsG 2. 

Beck, studia Gelliana et Pliniana. 
Vorarbeit z. volistiind. Sammlung d. Fragm. d. Plinius. DL 1893, 46. 
Bintz, ausgew. Gedichte historischen Inhalts. 

Kann z. Verstiindn. d. Geschichte beitragen. JbiibdhSch V, 24. 

Blafs, die attische Beredsamkeit. II], 1. Demosthenes. 2. Aufl. 

Kurze Angabe d. Anderungen. BlfdbG 4. BphW 16. 

Bodensteiner,. szenische Fragen. 

D. Sammlg. d. f. d. Bihnenfrage wichtigen Dramenstellen, die die Dirpfeldsche Ansicht 
zu stiitzen scheint, jedenf. wertvoll RdEGr 8. 400. ZfdGw (Jb) 1. Gg. d. Ergebn. 
sucht d. alt. Ansicht v. d. att. Bithne z. stiitzen. CIR 4. 

Boerner, franzésisches Unterrichtswerk. 

Kénnte d. Ital. als Muster dienen. Boll. di filol. mod. 2. 

Bittner, Porcius Licinus u. d. litter. Kreis d? Lutatius Catulus. 

BphW 1893, 46. — WfklPh 1893, 51. — RCr 10. 

Caesaris commentarii ed. Kiibler. I. Comm. de bello Gallico. 

Ub. d. Bedeutg. d. Ausg. als auf # basierend orientiert RCr. 16. 

Cantor, Vorlesungen iib. die Geschichte d. Mathematik. I. Band. 2. Aufl. 

Bibliotheca mathematica 1. 

Catullus ed. Baehrens. Ed. II. cur. K. P. Schulze. 

Hat i. d. Schiitzg. d. Hdss. u. d. Textkonstitution gewonnen. LC 15. 

Cauer, Philotas, Kleitos, Kallisthenes. Beitr. z. Gesch. Alex. d. Gr. 


D. sorgf. Unters. ergiebt Unsicherh. d. Uberlieferg. tb. d. 3 Vorginge. BphwWw4 — 
Ausfihrl. Besprechg. d. 3 Fragen WfklPh 11. — Mitt. a. d. histor. Litter. XXII, 129. 
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Cholevius, prakt. Anleitung z. Abfassg deutscher Aufsiitze. 
Sollte jed. Schiller d. Mittelkil. z. Kenntn. gebracht werden. BlfdbG 4. — F. d. Ler- 
nenden praktisch wertvoll, zugl. v. allg. pidag. Bedeutg. ZfdaR 3 — Auch f. d. Lehrer 
nutzbar. Praxis d. Erziehgsschule VIII, 2. — Allg. itsch. Lehrerztg. 1.— ZfdsG 1. 
Ciceronis epistularum 1]. XVI ed. Mendelssohn. 
Die lange schmerzlich entbehrte Grundlage f. alle weiteren Forschungen. BphW 1898, 45. 
— Ub. d. hds. Grundlagen referiert u. einz. Stellen bespr. WfkIPh 1893, 47. — I. 
Verweisungen im App. crit. wird gleichz. e. Kommentar geboten. AflLuGr VII, 4. 
Gramm.-stilist. Unters. u. Gesch. d. Sammlg. hebt hervor LC 2. — Ub. Textgesch. 
Hdss. orientiert nach d. pracf. einz. Stellen bespr. CIR 3. — Nord. tidskr. f. filol. III, 


ausgewihlte Briefe. Schulausg. von Frey. 5. Aufl. 
PiidArch. 4 
- — philos. Schriften. Ausw. f. d. Schule v. Weifsenfels. 
D. Hinrichtuug charakterisiert, d. Brauchbark. *ervorhebend NphR 2 
rhetor. Schriften. Ausw. f. <i. Schule v. Weifsenfels. 
PiaidArch. 4. 
Claudiani Carmina ed. Koch. 
Die an Birt sich anschliefs. im Einz. selbstiind. Ausg. f. d. Handgebr. empfohlen LC 13. 
Commentarii notarum Trionianarum ed. Schmitz. 

Ub. das ,,Lebenswerk“ orientiert allg., bas. bez. Stenogr. Archiv f. Stenogr. 580. 
Anlage u. Bedeutung d. ,,klass. Quellenwerkes“ bespr. OLbl 5.— De gevleugelde Pen 
— Museum 1. — Wf«lPh 18. 

Comoediae Horatianae ed. Jahnke. 

Charakteristik u. Inhaltsang. d. 38 ,,Comoediae“. CIR 2. 
Corpus Glossarior. latin. V. Placidus u. a. ed. Goetz. 

Ubers. ib. d. hds. Grundlage bes. d. Placidusgloss., Inhaltsang. LC 14 
Czuber, Theorie der Beobachtungsfehler. 

Inhaltsang. Zfd6G 1. — Beibl. d. Ann. d. Phys. Chem. I. — JbiitbdFdMath XXIII, 1. 
Demosthenes’ Reden. Schulausg. von Rehdantz. I. 8. Aufl. v. Blafs. 

Angabe d. Abweichungen geg. frithere Ausg. B.’s. ZfdiG. 4. 

Dieterich, Nekyia. Beitr. z. Erklirg. d. Petrusapokalyse. 

Theolog. u. philog. gleich interessant u. wertvoll. LC 12. — Bedeutg. liegt i. Nach- 
weis d. ununterbroch. Fortlebens d. orph. Hadeslehre: Gdtt. gel. Anz. 4. — Whers. ib 
d. griech. Anschauungen i. Anschl. a. d. Buch: Melusine 1. — Sachgem. u. ernstwiss 
Untersuchungen. WBdLZ 24. — D. Darstellg. d. griech. Anschauungen v. d. Unterw 
auch f. Theolog. interessant: Littber. f. Theol. VII, 6. 

Dingeldein, der Reim bei den Griechen und Rimern. 
Dankensw. jedenf. die mit Fleifs zusammengestellte Sammlung. BlfdbG 1893, 8/9. 
Dini, Theorie d. Funktionen e. veriinderl. reellen Grésse. Dtsch. von 
Liiroth u. Schepp. 
Besitzt f. d. Orientierung noch Vorziige vor dem Original. ZfMuPh 2. 
Diodori bibliotheca ed. Vogel. Vol. III. 
Referat d. auf Hdss. u. Orthogr. bez. Kap. d. Praef. WfkIPh 1893, 50. — Museum 3. 
Diophants Arithmetik. Dtsch. von Wertheim. 

V. unterrichtl. wie mathem. Interesse. ZfdGw 2/3. 

Drefsler, Triton u. d. Tritonen i. d. Litt. u. Kunst d. Griechen u. Rimer. 

WfkiPh 1893, 48 

Diinzelmann, d. rém. Strafsennetz in Norddeutschland. 

Hannov. neueste Nachr. 3. 

Erler, d. Elemente der Kegelschnitte. 4. Aufl. 

D. reichhalt. Sammlg. v. Aufg. erhéht d. Brauchbark. ZfdéG 2. 

Fischer, Unters. z. alten Linder- u. Vélkerk. I. De Hannonis periplo. 

Angabe der d. Unentbehrlichk. d. Buches zeigenden Resultate. BlfdbG 4 -- Museum 2. 

Férster, die Sieger in den olympischen Spielen. 2 Tle. 
Wichtig u. f. manche Zwecke unentbehrlich. BlidbG 1893, 8/9. — JbdGW I, 102. 
Forsyth, Theorie d. Disnentinigisichengen. I. Dtsch. v. H. Maser. 

Durch d. Darstellg an sich wie d. Beigabe v. Ubungsaufgaben niitzlich. BlfdbG 1. 

— D. Darstellg. dch. d. Innehaltg. d. histor. Ganges f. d. Einfiihrg. geeiguet. NatWoch. 11. 


Franke, Reinh.u. Reichtum d. Schriftsprache geférd. durch d. Mundarten. 
JbibndLG 138. 
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Gelbe, Stilarbeiten. Anleitung u. Disporitionen. 
BlfdbG 4. 
Gerber et Greef, Lexicon Taciteum. (Fasc, XI.) 
Stichproben bestitigen d. pein]. Sorgfalt u. Genauigk. d. Arbeit. ZidéG 2. 
Glide, die deutsche Interpunktionslehre. 
D.d Wichtigk. von Redepausen betonende Vorwort zitiert. PudZtg 1. (Lit. Beil.) — 
Giebt die doch auch notwendige zsfassende Ubersicht. ZfdU 2.— Allg. dtsch. Lehrerztg 
Goursat, Vorlesungen ib. Differentialgleichungen. Dtsch. v. Maser. 
Zeitgem. Werk z. Einfiihrg. i. d.drch. Lies Theorie abgeschlossene Gebiet. NatWoch 9. 
Gruber, Repetitorium d. evang. Religionslehre. I. Kirchengeschichte. 
Erleichtert d. Einpriizen d. Begebenh. u. d. Persénlichk. COfdIdR 2. — Auch Stu- 
dierenden d. Theolog. zu empf.: Litt.-Ber. f. Theol. VII, 6. 
Guilelmi Blesensis Aldae comoedia ed. Lohmeyer. 
Erschipfende Praefatio. Le Moyen Age 1. 
v. Gutschmid, kleine Schriften, hrsg. v. Riihl. III. u. IV. Bad. 
Reicher Inhalt ; methodologisch wertvoll; f. Philol. od. Histor. unentbehrlich. WfklPh 
1893, 43. — Ermdéglicht in dankensw. Weise d. Wiirdigg. d. ungewéhnl. Gelehrten auch 


i. weiteren Kreisen. LC 1893, 45. — Inhaltsang. u. Charakteristik v. G.’s Forschg. u. 
Polemik.: Hist."Ztschr. 36, 79.— Inhaltsang. Mitt. a.d. hist. Litt. XXII, 20 ff.— D. unge- 
druckten Unters. tiber pont. Gesch. hebt hervor JbdGW I, 93, II, 4.— Aufs. ib 


Moses v. Khoren, Agathangelos, d. Skythen, Izates v. Adiabene hebt hervor: Theol, 
Jahrester. XII. — D. Komm. z. Joseph., d. Ubers. tib. d. sibyll. Orakel, d. Stud. iib. d. Bein. 
d. hellen, Kénige f. d. Theolog. interessant: Theol. Lit-Ztg 3. — A. d. Kommentar z 
Josephus geg. Apion weist hin RdEGr 8S. 400. — Inhaltsang. d. Wesentl. CIR 3. 
Haupt, Livius-Kommentar. Buch VI. VII. — Buch XXII. 
Proben d. f. d. Schiller anregenden Darstellg giebt ZfdGw (Jb) 4. 


Heymann, Transformation u. Integration d. Differential- u. Difterenz- 
gleichungen. 

JbibdFdMath XXX, 1. 

Heraeus, spicilegium criticum in Valerio Maximo. 

RCr 10. 

Herbst, zu ‘'hukydides. II. Reihe. 

Auf d. Bedeutg., wenn auch Diskutierbark. i. Einz. weist hin RCr 10.— D. Verdienst 
d. Verteidigg. mancher Stellen nicht zu schmiilern. Zfd6G 1. — Einz. Stellen besprochen 
WfkiPh 16. 17. — Jedenf. d. Beachtg wert LC 3. — DL 5. 

Heyer, der Waldbau. 4. Aufl. von Hefs. 

Unverindert als vorztigl. Lehrbuch. A. d. Walde 2. — Auch Streitfragen rein sachl. 
behandelt. Verh. d. Forstw. v. Mihren u. Schles. 1. — Hann. Land- u. Forstwiss. Ztg 
1893, 47. — Centralbl. f. d. ges. Forstw. Jan. — Allgem. Forst- u. Jagdztg. 4. — Forstwiss. 
Centralbl, 2 

Hieroclis Synecdemus ed. Burckhardt. 

Sorgf. gearb. hds. Grundlage. BphW 6. — Ub. d. Bedeutg d. Schrift orientiert: Verh 

d. Ges. f. Erdk. z. Berlin. 8. 98. — Hdss. u. Bedeutg. (bes. f. Kl. Asien). bespr. CIR. 2. 
Holder, altceltischer Sprachschatz. 3. u. 4. Lieferung. 

Die Lieferungen d. riistig fortschreit. Werkes enthalten einige d. wichtigsten Artikel 
Z7£d6G 2. — Polybibl. 2. 

Holzmiller, Method. Lehrbuch der Elementar-Mathematik I. 

Verdient d. eigenartige Methode wegen d. Aufmerksamk. d. Fachgen. HumGymn 93, 4. 
— Inhaltsiibers. d. sow. f. d. ins prakt. Leben Tretenden als f. Vollanstalten geeigne- 
ten Buches ZfltISch 9.— Auch f.d. Volksschule v. method. Bedeutg. Pid. Ztg. 3. (Lit. Beil.) 

Homers Odyssee. Schulausg. v. Ameis-Hentze. 1.2. 9, Aufl, 

BphW 17. — 461 bespr. Wfkl1Ph 12. 

Hupe, Elementarbuch der englischen Sprache. 

Engl. Stud. XIX, 2. 

Jacoby, Anthologie a. d. Eleg. d. Rémer. 2. Aufl. 1. Heft. Catull. 

Glickl, Ausw., gute Erklirungen PiidArch 4. — D. lobensw. Zweck, d. Eleg. d. Schillern 
bekannt zu machen, wird erreicht. COfdIdR 2. 

Jeep, Gesch. d. Lehre v. d Redeteilen b. d. latein. Grammatikern. 

D. Buch heifst nach Zweck u. d Ausfithrung wilkommen RCr 10. — Giebt e. dan- 

kensw. Einblick i. d. grammat. Lehrweise d. Alten. BlfdbG 2/3.> 
Ilberg, Prolegomena crit. in Hippocratis operum quae feruntur recens. nov. 

D. behandelte Textgesch. d. Hippokr. Corpus interessant f. d. Gesch. d. Uberlieferung 

iiberhaupt. CIR 2. — Ubers. iib. d. Textgesch. d. H. giebt DL 17. — Inhaltsang. WfklPh 6. 
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Imhoof-Blumer, Portraitképfe auf rém. Miinzen. 2. Aufl. 

Namentl. auch f. jange Sammler geeignet. BphW 13. 

Incantamenta magica Graeca ed. Heim. 

Niitzliche Vorarbeit f. e. zu schreibendes ,,fort joli livre sur la magie gréco- romaine“. 
RCr 1893, 50. — Ausfiihrl. Inhaltsangabe m. Nachiriigen. WfklPh 1893, 48—50. — Er- 
ginzungen giebt BphW 5 

Keller, lateinische Etymologien. (Zur latein. Sprachgeschichte I.) 
Vieles auch ‘als Wiirze fiir den Unterricht in den oberen Klassen verwertbar. ZfdR 
1893, 11. — D. Benutzg. d. franz. Litteratur bes. anerkaunt RdPh 1893, S. 257. 
Kirchhoff, Vorlesungen tiber mathem. Physik. II. Bd.: Optik, hrsg. 
v. Hensel. Illi. Bd.: Elektricitét und Magnetismus, hrsg. v. Planck. 
ZidéG 1893, 11. — BlfdbG 1893, 8/9 
Kirchner, englische Gedichte m. erliut. Anm. u. biogr. Notizen. 
M. feinem poet. Gefiihl u. pidag. Geschiek ausgew. BlfdbG 4. — Gedichte v. poet. 
od. piidag. Wert: Neuphilol. Centralbl. 
Klee, ausgefiihrt. Lehrplan f. d. deutschen Unterricht. 
Von allg. Bedeutg. durch d. auf d. Behdlg d. Lehrstoffes gelegte Gewicht. JbibdndLG 129. 
Klufsmann, Verzeichnis d. Abhandlg. d. Schulschriften. Il. 1886—1890. 

Nach litterar-hist. wie schulgesch. Richtg. wertvoll. LC 3.— Ub. Einrichtg. orientiert 

ZfadR 2. — Litterarstatist. Bemerkungen kniipft an WfklPh 10. 
Kraft, Abriss d. geometr. Kalkiils nach Grassmann. 

Inhalteang. des d. Bekanntsch. m. d. Grafsmannschen Ideen erleichternden Buches. 

ZfdR 2. — Ub. die Bedeutg. u. Gesch. d. Grafsmannschen Ideen orientiert COfdldR 2. 
Krazer und Prym, Theorie d. allgem. Thetafunktionen. 
JbibdFdMath XXXII, 1. 


Krumbach, deutsche Aufsiitze. 3. Bdchn.: Briefe. 


Sammlg. nach gesunden Grundsiitzen. ZfltISch 5. — Keine gewdhnl. Briefe sd. Muster- 
briefe. Allgem. Mod. Ztg. 7. — Neue Bahnen 4. — ZfdéG 1.— Allg. deutsche Lehrer- 
Ztg. 1. — D. Bedeutg. d. ,,Briefes“ als Aufsatzes eriértert ZfwB 8 


—— Geschichte u. Kritik d. deutschen Schullesebiicher I. 
Inhaltsiibers. d. Arbeit, die d. Forts. m. Inter. entgegensehen lifst. WBdLZ 46 
——_———— deutsche Sprech-, Lese-, u. Sprachiibungen. Grofse Ausg 

f. Lehrer. — Kleine Ausg. f. Schiiler. 
Die Grundsitze f. d. Abfassg | giebt zustimmend an: Neue Bahnen 4. 
La Roche, Beitrige zur griechischen Grammatik. 
F. Gymvasialbibl. nothwendig. BlfdbG. 4. — Kurze Inhaltsang. SdBlfhU 7. 
— homerische Untersuchungen. II. Teil. 
Einzelnes bespr. eingehend BphW 16. 
Lese- und Ubungsbiicher, lateinische, von Kautzmann, Pfaff u 
Schmidt. [IL Quarta. 
Vereinigt d. Vorteile vielf. Ubung m. d. Anrgg. zshgd. Stiicke: Schweiz. Lehrerztg. 9. 
Lie, Vorlesungen ib. Differentialgleichungen, bearb. v. Scheffers. 
JbibdFdMath XXXIII, 1. : 3 
- Vorlesungen iib. continuierliche Gruppen, bearb. v. Scheffers, 
Als Einfahrung dankbar zu begriifsen. NatWoch. 8. — Ausfihrl. Inhaltsang. ZfdR 5. 
—— Theorie der Transformationsgruppen, bearb. v. Engel. 


La a Théorie des groupes de transformations est une des grandes oeuvres mathematiques 
de ce siécle: Compte rendu de l’Acad. des Sciences. Oct. 93. 


Livius, Buch IX. X. XXIX. XXX. Schulausg. v. Luterbacher. 
Charakteristik d. Ausg., — Textkrit. bespr. ZfdGw (Jb) 4.— Gramm. u. Sachl. gleich 
berticks. COfdldR 3. — Erkliirungen dem Standp. d. Schiilers angemessenen PidArch 4. 
Lucani de bello civili 1. X ed. Hosius. 
Eine oft beklagte Liicke der Bibl. Teubn. endlich ausgefiillt. BlfdbG 1892, 8/9. — Hdss. 
u. Textkrit. bespr. ausfithrl. CIR 2. 
Lyon, Handbuch der deutschen Sprache. I. Tl. 4. Aufl. 
Angabe d. Stoffverteilg. f. d. einz. Kl. COfdIdR 3 
——— Abrifs der deutschen Litteraturgeschichte. 3. Aufl. 
Charakteristik u. Inhaltsang. COfdIdR 3. 


—_— - Abrifs d. deutschen Poetik. 3. Aufl. 
ZfiwB 6 
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Martin, d. Folgen der Bodenreinertragstheorie. I. Bd. 
Deutsche Forstztg. 16. — Inhaltsang. u. einz. Bem.: Aus dem Walde 18. 
Maspero, Assyrien u. Agypten. Erzihlungen. Dtsch. v. Birnbaum. 
Bes. f. d. Schiilerbibl. ob. Kl. geeignet: Ztschr. f. ev. Rel.-Unterr. V, 236. 
Meier, Dein Wort ist m. Fusses Leuchte. Predigten. 2. Aufl. 
Evang. Kirchenztg. 11. — Theol. Literaturbl. 11. — Manch. Gaben u. e. Geist. 33, 3 
—,Sichs Kirchen- u. Schulbl. 15. 
Melanchthoniana Paedagogica ed. Hartfelder. 
Inh. d. Ganzen u. interessante Einzelheiten teilt mit ZfdGw 2/3. 
Messerschmidt, Katechesen iib. d. 2. Artikel. 
Vermeidet gliick]. unfruchtbare scholast. Beweisfiihrg.: Dienet einander 5 
Mitteis, Reichsrecht u. Volksrecht i. d. dstl. Prov. d. rim. Reichs. 
Eingehende Wiirdigung d. epochemach. Werkes: Ztschr. f. Handelsrecht 314. 
Neumann, C., Beitrige zur mathematischen Physik. 
D. eminent wissenschaftl. Werk zugl. e. Lehrbuch im besten Wortsinn. ZfdR 1893, 12 
— Allg. Orientierung u. kurze Inhaltsang. d. Werkes: Ztschr. f. phys -chem. Unterr. 3. 
— Inhaltsang. LC 6. u 
——_——— Haupt- u. Brennpunkte e. Linsensystems. 2. Aufl. 

Beibl. z. d. Ann. d. Phys. u. Chem. 2. — Niitzl. Handweiser f. d. Lehrer b. Unterr. i. d 
Optik. BlfdbG 4 £ : \ 

- M., Eustathios als krit. Quelle f. d. Iliastext. 

Wichtiger Beitrag z. homer. Uberlieferungsgesch. WfklPh8.— Dankensw. Feststellung 
d. geringen textkrit. Bedeutung d. E. NphR 1. — Im Anschl. a. d. ,,vollstind. und 
zuverl.“ Sammlg. spricht ib. d. krit. Bedeutung d. E. C1R 8 

Norden, Beitriige zur Geschichte d. griechischen Philosophie. 

Ausfiihrl. Inhaltsang. BlfdbG 2/3. 

Nordmeyer, de Octaviae fabula. 
Trotz d. Unlisbark. d. Frage verdienstvoll. BlfdbG 2/3. — JbdGW 1, 129. — CIR 3 
Peano, Grundziige des geometrischen Calkuls, dtsch. von Schepp. 

Geeignet z. Stud. d. Originals anzuregen u. zu befihigen. ZfdiG 1. 

Peter, d. scriptores historiae Augustae. Sechs litterargesch. Untersuch. 
Zsfass. Darst. d. Frage f. d. Histor. Bph W 8.— Uber d. Frage orientiert sich d. Buch RCr 17. 
Philodemi volumina rhetorica ed. Sudhaus. Vol, I. 

Litterhistor. Bedeutg. d. Schrift d. Ph. wiirdigt DL 14. 
Philostrati maioris imagines edd. Benndorf-Schenkl. 

A. d. Fortschr. i. allg. u. i. einz. sowie auf archiol. Bemerk. macht aufmerks. CIR 4 
Plauti comoediae edd. Goetz et Schoell. Fasc. I et II. 

D. Muster e. knappen u. doch gut unterrichtenden Ausg. BphW 9. — Ausfiihrl 
Orientierg. iib. Anlage d. Ausg., bes. d. Verschiedenh. v. d. grofsen, z. d. wertvolle Er- 
giinzung. BlfdbG 2/3. — NphR 8. 2 

— rec. Ritschl. IV, 4. Mostellaria rec. Schoell. 
Hinz. Stellen bespr. NphR 6 
Plini naturalis historia. Vol. III. ed. Mayhoff. 
Charakteristik d. Ausg. DL 7. 
Pockels, ib. d. part. Differentialgleichung du + k?u = 0. 
JbiibdFdMath XXIII, 1. 
Procksch, Anleitg. z. Vorbereitg. auf Caesars gall. Krieg. 3. Heft. 
D. Brauchbark. erhéhen d. Illustratiouen. COfdIdR 3. - 
Richter, Grundrifs d. Geschichte f. d. ob. Klassen. II]. Neue Zeit. 
2. Ausg. m. Anhang: D. Entwickelg. d. dtsch. Reiches 1871—88. 
D. vorh. Klippen i. Anh. m. feinem Takt vermieden. SdBlfhU 3. 
Riese, das rheinische Germanien i. d. antiken Litteratur. 
Willkommen: Jahrb. d. Ver. v. Altertumsf. d. Rheinl. 94, 195. — Rev. histor. Miarz/April 
Roefsler, Geschichte d. Fiirstenschule zu Grimma. 

JbiibndLG 122. 

Rudio, Archimedes u. s. w. Vier Abhandlungen iib. d. Kreismessung. 

D. gescbichtl. Uberblick u. d. Ubers. d. 4 Schr., bes. auch f. d. Mathem. an hdh. 
Schulen willkommen. BlfdbG 2/3. 

Sallusti historiar. rell. ed. Maurenbrecher. Vol. II. 
Eingehende Wiirdigung d. Ausgabe, d. Append. u. Indices. BphW 16. — Museum 2. 
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Schauffler, Quellenbiichlein z. Kulturgesch. d. deutschen Mittelalters. 

ZfwB 6. 

Scheibner u. Schauerhammer, franz. Lesebuch f. d. ersten Unter- 
richtsjahre. 

Zweckmils. Fortschreiten, gut gewihlter Sioff. WBdLZ 24. 

Schmidt, d. Briefwechsel Ciceros v. s. Procons. b. z. Caesars Ermordung. 

Einige Resultate f. Beurteilg. Ciceros, Chronologie, Textgestaltung bespr. Gott gel. 
Anz, 4. — Foérderg. d. Verstiindn. d. Briefe erkennt an WfkIPh 10. 

Schédel, latein. Elementargrammatik f. d. drei unteren Klassen. 

NphR 7. 

Scholia Terentiana ed. Schlee. 

Wichtig f. Auffassg. d. Mittelalters, die Textkrit. d. Ter., sprach]. bemerkensw. f 
Roman. DL 14. — Angabe d. Einrichtg. d. dankensw. Ausg. LC 4. 

Schiitze, Entwiirfe u. Katechesen z. Luthers kl. Katechismus. II. 1. 
1. Artikel, 4. Aufl. 

D. neue Aufl. f. versch. Schulen kichter anwerdb.: Bibl. Rdsch. f. Theol. 12. — 
Auch f. d. Schweiz. Religionslehrer anregend.: Schweiz. Lehrerztg. 10. — Auch f. d 
Gymn.-Lehrer d. prakt. Durchfithrg. halber verwertbar. BifdbG 2/3. — Wohlthuend ¢@ 
warme herz]. Ton.: Der Hausvater 6. — Von Sch. noch lange mehr zu lernen als von 
Neueren: Ph. Litt.-Ber. 2/3, 12. — Mancherlei Gaben u. ein Geist 2 

Schotten, Inhalt u. Methode d. planimetr. Unterr. II. Teil. 

Inhaltsang. d. e. wertvolles Repertcrium bildenden Buches. ZfmuphU 2 

Stegmann, lateinische Grammatik. 6. Aufl. 

Ohne durchgreif. Andergn. aber sorgfilt. Durchsicht verratend. — Einzelnes bespr 

WfkIPh 17. — Die fast unverinderte Aufl. d. vielverbr. Gramm. notiert BlfdbG 2/3 
Stolz, Gréssen u. Zahlen. 

JbibdFdMath X XXIII, 1. 

Grundziige d Diiferential- u. Integralrechnung. I. Teil. 

Beachtensw. f. d. Lehrer d. Verbindg. v. Neuem u. Altem im Interesse d. Unterr. 
BlfdbG 4. — Giebt gut Rechenschaft itib. Tragweit. d. Sitze u. Operationen. LC 2 


Sturm, d. Gebilde 1. u. 2. Grades der Liniengeometrie. I. u, II. Teil. 
Bedeutg. d. Werkes i. allg. erértert u. Inhaltsiitbers. giebt. Gétt. Gel. Anz. 4. — In- 
haltsang. d. ,,als zuverl. Compendiums u. ireffl. Lehrb.“ brauchb. Werkes ZfdR 3. — 
Bulletin des Sciences mathém. XVII, Nov. 
Syriani in Hermogenem commentaria ed. Rabe. Vol. IL. 
Beitr. z. Frage nach d. Bedeutg. d. 8S. u. z. Textgestaltg. giebt BphW 10. — Ub. 
Inhalt, Udss., Texgestaltg. orientiert DL 17. 
Testamentum novum graece. Schulausgabe v. Zelle. V. Apostelge- 
schichte von Wohlfahrt, 
ZfdsG 8. 
Teubners Sammlung dtsch. Dicht- u. Schriftwerke f. héhere Téchter- 
schulen. 
Charakteristik; sachgem. Bearbeitung, gute Ausstattg: Neue Bahnen 3. — Z. Bin- 
fauhrg. empfohlen. JbibdndLG 134. 


Thukydides, Schulausgabe v. Béhme. II, 2. 4. Aufl. von Widmann. 
PadArch 4. 
Uhle, griechische Schulgrammatik. 4. verkiirzte Aufl. 
Einz. d. e. ticht. grammat. Ausbildg. gewiihrleistenden Buches bespr. ZfdGw 2/3. 
Unger, d. Methodik d. prakt. Arithmetik. 
Inhaltang. d. auf sorgfilt. Quellenstud. beruhenden Buches. COfdIdR 3. 
Vietor u. Dérr, englisches Lesebuch. 3. Aufl, 
Kereskedelusi Izekoktatis. 5.— Wiire geeignet f. d. ,,istituti tecnici“. Boli. di filol. 
mod. 4. 
Vollmer, de funere publico Romano. 
BlfdbG 2/3. 
Wesener, Paradigmen z. Einiibung d. griech, Formenlehre. 2, Aufl. 
Das Buch das fiir die Schule am besten gefallt: Lehrpr. u. Lehrg. 38. 
Wide, lakonische Kulte. 
Zurickhaltg. i. problem. Dingen. Zusitze. LC. 2. — Ub. d. Anlage d. Ganzen orien- 
tiert, einz. Erklirungen stimmt zu DLZ 10. 
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Wiinsche, dieverbreitetsten Pflanzen Deutschlands. E.botan. Ubungsbuch. 
F. Bestimmungsiibungen warm empfohlen. PidArch 8.— Wird auch Forstleuten sehr 
gute Dienste leisten: Ztschr. f. Forst- u. Jagdw. 2. 


Xenophons griechische Geschichte. Schulausg. v. Biichsenschiitz. 
I. Heft. 6. Aufl. 
Einz. grammat. Bemerkungen giebt ZfdiG 2. 


Zeitschrift, Byzantinische, hrsg. v. Krumbacher., (I. u. III. Bd. 1892—94.) 


Hat ihr Daseinberechtigg. bewiesen u. bereits hervorrag. Dienste geleistet. Inhalts- 
tibers. DL 12. — Ausfihrl. Inhaltsang. v. ITI, 1. ‘Eoria 9. 


Ubersetzungen in fremde Sprachen. 

Aus 
Dieterich, Nekyia. Beitriige zur Erklirung der Petrusapokalyse 
giebt einen Abdruck des Textes eine béhmische Uhersetzung der 
Petrusapokalypse von Privatdoc. Dr. H. Vysoky in Prag. 

Von 
Holzweifsig, griechische Schulgrammatik 
erscheint eine Ubersetzung ins Franzésische von Prof. Thouvenin in 
Tours. 

Von 
Hesse, Vorlesungen iiber analytische Geometrie 


beabsichtigen eine Ubersetzung ins Italienische zu geben A. Palmerio 
und 8S. Federici in Neapel. 


Buchhindlerische Zentralstelle fiir den Programmentausch 
der héheren Schulen Deutschlands. 
Berichtigungen zum Verzeichnis der Programme 1894, 
1) Die Abhandlung fallt aus bei: 
Nr. 16. Tilsit, Gymnasium. 
Nr. 45. Danzig, Realgymnasium 8&t. Petri. 
Nr. 93. Tilsit, Realgymnasium. 
Nr. 216. Landeshut (Schles.), Realgymnasium. 
Nr. 460. Siegburg, Gymnasium. 
Nr. 488. Trier, Realgymnasium. 
Nr. 532. Strafsburg, Realschule zu St. Johann. 


2) Statt der angezeigten Abhandlung liefern eine andere: 

Nr. 261. Eisleben, Progymnasium: Srarcer, iiber die durch die 

1 
Gleichung y = = 3 (y? — «*) 3 dargestellte Kurve. 

Nr. 494. Kéln, Oberrealschule: Brumscuem, Gustav, tiber die Germa- 
nisierung der Liinder zwischen Elbe und Oder. 

8) Eine nicht angezeigte Abhandlung liefern: 

Nr. 1. Allenstein, Gymnasium: Sreroxa, Orro, die sittlichen Grund- 
lagen des Herrschertums nach Goethes Iphigenie auf Tauris. Rede zur 
Einweihung des Wandgemiildes in der Aula am Geburtstage Sr. Maj. 
des Kaisers und Kénigs. 

Nr. 303. Emden, Gymnasium: Hirxen, Junius, Skizze iiber die Ent- 
wickelung des christlichen Kirchenbaues. 
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Zu gefalliger Beachtung! 


Zentralstelle fiir Neu-Einfiihrungen 





von Biichern aus dem Verlage von B. G. Teubner in Leipzig. 





Bekanntlich streben verschiedene Bestimmungen der Behérden in 
Preufsen und anderen deutschen Staaten eine grifsere Gleich- 
mifsigkeit der in den héheren Schulen im Gebrauch befind- 
lichen Lehrbiicher an, um einerseits die an sich aus allzugrofser 
Verschiedenheit erwachsenden Nachteile miglichst abzustellen, anderer- 
seits die iibergrofse Produktion auf dem Gebiete der Schulbiicherlitteratur 
dadurch indirekt einzuschriinken. So ‘sehr der Verlagsbuchhandel im 
allgemeinen mit diesen Bestrebungen auch seinerseits wird einverstanden 
sein kénnen, so wird es andererseits im Interesse der Schule selbst liegen, 
dafs durch jene Mafsregeln nicht zugleich die Einfiihrung neuer als 
wirklicher Fortschritt empfundener Biicher iibermiilsig erschwert 
oder ganz verhindert wird. Es soll deshalb von mir versucht werden, eine 

Zentralstelie fiir Neu-Kinfiihrungen 
von Biichern aus dem Verlage von B.G. Teubner in Leipzig 
in der Weise einzurichten, dafs mir 

alle Schulen, die die Absicht haben ein Lehrbuch meines Ver- 

lages einzufiihren, baldméglichst (auch wenn der Zeitpunkt der 

Beantragung noch fern liegt) eine dementsprechende Mit- 

teilung machen, mit der sie mich gleichzeitig ermiichtigen, 

gegebenenfalls andere Anstalten desselben Landes oder derselben 

Provinz, von der ich eine ebensolche Mitteilung iiber dasselbe Buch 

erhalte, hiervon zu benachrichtigen (selbstverstiindlich soll eine 

solche Mitteilung durchaus nicht in irgend einer Weise ver- 
bindlich sein); 
wihrend ich andererseits 
allen Schulen, von denen ich eine solche Mitteilung erhalten habe, 
die mir bis dahin bekannt gewordenen Einfiihrungen, 
ferner die mir zugegangenen Anmeldungen und die in der 
Folge weiter eingehenden mitteile. 

Hierdurch diirfte sich den einzelnen Anstalten ein Uberblick er- 
miglichen lassen iiber die an anderen Schulen desselben Landes oder 
derselben Provinz bestehenden Wiinsche und so eine engere Fiihlungnahme, 
wie sie eben auch seitens der Behirde gewiinscht wird, einleiten lassen. 

Fiir Mitteilungen von stattgehabten Einfiihrungen bin ich 
natiirlich ebenso stets zu besonderem Danke verbunden. 


B. G&. Teubner. 


Ausgegeben im Mai 1894, 


Druck von B. G. Teubner in Leipzig. 
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Bestell - Zettel. | 
Bei der Buchhandlung von | 
in 
bestelle ich hiermit zu schnellster Lieferung ein Exemplar des im 


Verlage von B. G. Teubner in Leipzig soeben erschienenen 


Werkes: 
Fort und Schlémilch, Lehrbuch der analytischen 
Geometrie. I. Teil. 6. Aufl. 1893. geh. n. “w 4.— 


Unterschrift : 


Ort, Datum, Wohnung: 























Vorrede zur zweiten Auflage. 


Bei der ersten Bearbeitung des jetzt in zweiter Auflage 
erscheinenden Lehrbuches der analytischen Geometrie der Ebene | 
waren es hauptsiichlich zwei Gesichtspunkte, welche ich fort- 
wiihrend im Auge behielt. Was zuvérderst in materieller Hin- 
sicht die Auswahl des Stoffes betrifft, so war mein Augenmerk 
darauf gerichtet, wenigstens innerhalb bestimmter Grenzen eine 
gewisse Vollstiindigkeit zu erzielen. Die mehr praktische Richt- 
ung meiner Zuhérer an der hiesigen polytechnischen Schule, 
fiir welche das Lehrbuch zuniichst bestimmt ist, wies mich dar- 
auf hin, aus dem reichen Materiale, welches namentlich die 
Theorie der Linien zweiten Grades darbietet, besonders solche 
Siitze auszuwihlen, welche eime konstruktive Anwendung ge- 
wihren. Ich habe mich bemiiht, diese Siitze zu einem organi- 
schen Ganzen zu vereinigen, welches die Bestimmung hat, die 
Verschiedenartigkeit der Methoden der analytischen Geometrie 
klar hervortreten zu lassen. — In formeller Himsicht war in 
betreff der Darstellung mein Streben besonders auf Verein- 
fachung des Kalkiils mittelst geometrischer Deutung der Gleich- 
ungen und auf eine mdéglichst natiirliche Verkniipfung der ein- 
zelnen Untersuchungen gerichtet. Die letztere Riicksicht ist 
namentlich fiir mich bei der Anordnung des Inhaltes der Ka- 
pitel IV bis VIII entscheidend gewesen. Da bei den in den 
ersten Kapiteln enthaltenen geometrischen Lehrsiitzen grossen- 
teils an Resultate angekniipft werden konnte, welche ich als 
aus der Elementargeometrie bekannt voraussetzen durfte, so 
schien es mir zweckmissig, auch bei Untersuchung der Kegel- 
schnitte von einer allgemeinen Eigenschaft dieser Linien aus- 
zugehen, welche sich leicht rein geometrisch begriinden liisst. 
Sind aus dieser allgemeinen Eigenschaft die Kegelschnittformen 
nebst den zugehérigen Gleichungen gewonnen, so kénnen die- 
selben nachher mittels der Methoden der analytischen Geo- 
metrie weiter verfolgt werden; aus diesen speciellen Diskussionen, 
welche sich auf bekanntes stiitzen, lisst sich dann leichter eine 
mit um so grésserer Strenge zu fiihrende allgemeine Unter- 
suchung ableiten. Die scheinbare Identitiit der Uberschriften 
die Kegelschnitte“ im vierten und ,,die Linien zweiten 
Grades“ im achten Kapitel findet in diesem Gedankengange 








IV Vorrede. 


ihre Rechtfertigung. Am ersteren Orte tritt der stereome- 
trische Ausgangspunkt in den Vordergrund, an der letzteren 
Stelle soll seine Beziehung zu den Gleichungen zweiten Grades 
erliutert werden. 

Diesen der Hauptsache nach bereits in der Vorrede zur 
ersten Auflage niedergelegten Bemerkungen habe ich wenig 
hinzuzufiigen, da der Inhalt der neuen Auflage nicht wesent- 
lich von der ersten abweicht. Neu hinzugekommen ist nur 
der von der Quadratur der Hyperbel handelnde Abschnitt, so- 
wie einzelnes bei der Diskussion der allgemeinen Gleichung 
zweiten Grades. Der erstere Zusatz hat die Bestimmung, die 
auf die Quadratur der Kegelschnitte beziiglichen Untersuchungen 
zu volikommener Abrundung zu bringen; bei der neuen Be- 
arbeitung eines Teiles des achten Kapitels strebte ich danach, 
Betrachtungen, welche fiir den Anfiinger in der Regel nicht ohne 
Schwierigkeit sind, eine gréssere Schiirfe und Klarheit zu ver- 
leihen. Aus demselben Streben sind eine Menge kleinerer Ander- 
ungen, welche fast jeder Paragraph enthilt, hervorgegangen. 


Dresden, Ostern 1863. O. Fort. 


Vorrede zur dritten Auflage. 


Die gegenwiirtige dritte Auflage meiner analytischen Geo- 
metrie der Ebene unterscheidet sich von der zweiten nur durch 
eine Menge kleinerer, auf Strenge der Begriindung und Klar- 
heit des Ausdruckes beziiglicher Anderungen. Die Einfithrung 
einiger abgeiinderter Bezeichnungen wurde durch den Wunsch, 
mit anderwirts iiblichem in besseren Einklang zu kommen, 
bedingt. Wenn im iibrigen der Inhalt des Buches derselbe 
geblieben ist und die neueren Theorien, namentlich der Ge- 
brauch der Linienkoordinaten, sowie der homogenen Koordi- 
naten, nicht Beriicksichtigung gefunden haben,.so ist daran zu 
erinnern, dass die Auswahl des Stoffes hauptsichlich mit Riick- 
sicht auf das praktische Bediirfnis kiinftiger Techniker ge- 
troffen wurde. Dafiir, dass em Lehrbuch innerhalb der be- 
schrinkten Grenzen des vorliegenden auch fiir gréssere Kreise 
Befriedigung gewiihrt, diirfte der rasche Absatz zweier starker 
Auflagen ein Zeugnis ablegen. 

Dresden, im September 1871. O. Fort. 
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Vorrede zur vierten Auflage. 


Bei dem raschen Absatze, welchen auch die dritte Auflage 
des vorliegenden Werkes gefunden hat, tnd zwar in einem Zeit- 
raume, in welchem von mir selbst am hiesigen Polytechnikum 
Vorlesungen iiber die analytische Geometrie der Ebene nicht ge- 
halten worden sind, ergab sich fiir mich keine Veranlassung, 
riicksichtlich des Inhaltes des von mir bearbeiteten Teiles aus © 
den in den friiheren Vorreden festgestellten Grenzen in der noétig 
gewordenen neuen Auflage herauszutreten. Die von mir vorge- 
nommenen Anderungen beziehen sich daher grossenteils nur auf 
die Form und verfolgen hauptsiichlich den Zweck einer moglichst 
klaren Fassung des Ausdruckes. Kleine Zusiitze sind zu dem- 
selben Zwecke nur an wenigen Stellen erforderlich gewesen. 

Dresden, im —- 1877. O. Fort. 


Vorrede zur + flnften Auflage. 


Der als Lehrer und Schriftsteller in gleicher Weise aus- 
gezeichnete und verdiente Verfasser dieses Buches sah sich infolge 
andauernder Kriinklichkeit Ostern 1879 veranlasst, sem Lehramt 
am K®onigl. Siichs. Polytechnikum niederzulegen; zwei Jahre 
darauf, am 6. Mai 1881, erlag er seinen schweren Leiden. 

Nachdem dieses Werk gegen drei Jahrzehnte lang seine 
Brauchbarkeit und Zweckmiissigkeit in Bezug auf Auswahl und 
Darstellung erwiesen hat, galt es bei der Bearbeitung der neuen 
Auflage zunichst, ihm die von der Hand des Verfassers ver- 
liehenen Vorziige zu erhalten. Der Plan des Buches ist daher nicht 
erweitert worden; und da, wo einzelne Abschnitte umgearbeitet 
oder hinzugefiigt worden sind, wird hoffentlich das Bestreben be- 
merkbar sein, die Klarheit und Deutlichkeit der Vortragsweise des 
Verfassers méglichst zu erreichen. Andrerseits lag aber auch die 
Verpflichtung vor, durch geeignete, in den Rahmen des Buches 
sich fiigende Zusiitze und Uberarbeitungen die Brauchbarkeit 
desselben zu erhéhen und fiir die Zukunft zu sichern. 

Am Schluss des § 6 ist die Normalform der Gleichung 
der Geraden hervorgehoben worden. — Die schon bisher beim 
Kreise verwendete Methode der symbolischen Bezeichnung von 
Funktionen ist auch bei der Geraden in § 7 angewendet worden; 
damit hiingen zwei neue hinzugekommene Beispiele in § 8 zu- 
sammen. — In § 10 wurde der Schluss erneuert. — In § 13 er- 
gab sich eine einfachere Darstellung dadurch, dass der zwischen 
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Brennpunkt und Direktrix liegende Scheitel zum Anfangspunkt 
genommen wurde. Die Umgestaltung dieses Abschnitts be- 
dingte einige Anderungen des folgenden. — Die Ableitung der 
Beziehungen zwischen konjugierten Ellipsendurchmessern am 
Ende des § 22 ist durch Einfiihrung der excentrischen Ano- 
malie vereinfacht worden. — Die Diskussion der allgemeinen 
Gleichung zweiten Grades, § 30, wurde vollstiindig neu be- 
arbeitet. In der gegenwiirtigen Gestalt ist die Untersuchung 
auf das rechtwinklige Koordinatensystem begriindet; sie er- 
reicht auf méglichst kurzem Wege das Ziel, in fertigen For- 
meln unzweideutige Auskunft iiber die Natur des dargestellten 
Gebildes, die Lage der Symmetrieachsen und die Hauptdimen- 
sionen zu geben. Zum Schluss wird die Invarianz der charakte- 
ristischen Zahlen nachgewiesen und dabei Bezug auf das schief- 
winklige System genommen. — § 33 ist um zwei Beispiele 
vermehrt und die Einleitung zu § 37 umgeiindert worden. 

Méchten die Anderungen sich zweckmiissig erweisen und 
das Buch in dieser neuen Ausgabe seine alten Freunde wieder- 
finden und neue sich erwerben! 


Dresden, im April 1883. R. Heger. 


Vorrede zur sechsten Auflage. 


In dieser Auflage habe ich die schon mit der vorigen 
eingeschlagene Richtung etwas weiter verfolgt. Das Teil- 
verhiiltnis von Strecken und das Sinusteilverhiltnis von Winkeln 
treten in zweckmiissiger Weise hervor. MHieran schliesst sich 
die Verwendung des Doppelverhiltnisses und der projektiven 
Verwandtschaft von Strahlbiischeln und Punktreihen. Um hier- 
fiir Raum zu gewinnen, ist der Abschnitt iiber die Tangenten 
algebraischer Kurven unterdriickt worden. Die Untersuchung 
der allgemeinen Gleichung zweiten Grades hat abermals eine 
Umgestaltung erlebt, hoffentlich nicht zu ihrem Nachteile. 

Die Abschnitte § 36 und 37 enthalten die Lésung einiger 
besonders wichtiger Konstruktionsaufgaben. Man kénnte darin 
einen Ubergriff auf das Gebiet der synthetischen Geometrie er- 
blicken; indessen ist es letztes Ziel jeder geometrischen Unter- 
suchung, auch der analytischen, die Lésung von Konstruktionen 
vorzubereiten, ihre Ausfiihrung darf daher auch als die reife 
Frucht analytischer Untersuchungen dargeboten werden. 


Dresden, im Juli 1893. R. Heger. 
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Vor Kurzem erschien und ist durch jede Buchhandlung zu beziehen: 


Die Geometrie der Lage. 
Vortrage 


von 
Professor Dr. Th. Reye, 
ord. Professor an der Universitit Strassburg. 
Abth, II (3. Aufl). Mit 26 Textfiguren. Broch. 9 , in Halbfranz 
ebunden 11 UM 
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Bereits friiher erschien: 


Abth. I (3. Aufl.), Mit 92 Textfiguren. Broch. 7 M, in Halbfranz 
gebunden 9 & 


Aus einer Besprechung von Guido Hauck: 


,,Unserem Verfasser gebiihrt das Verdienst, das System jenes grossen 
Geometers (Staudt) von seinen Einseitigkeiten befreit und dadurch nicht 
nur schmackhaft, sondern vor Allem fiir die Weiterférderung der Wissen- 
schaft nutzbar gemacht zu haben. Diese hat denn auch in den letzten 
Decennien eine iiberaus fruchtbare Weiterentwickelung erfahren, an 
welcher der Verfasser durch seine bahnbrechenden Arbeiten in hervor- 
ragender Weise betheiligt war. Es sei dabei namentlich auf den Aus- 
bau der Liniengeometrie hingewiesen .... Das auch bereits ins Fran- 
zosische und Italienische tibersetzte Werk stellt in dieser seiner neuen 
Auflage das yollstindigste Lehrbuch der neueren Geometrie dar.“ 
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